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ESTUDIOS TEORICOS BASICOS EN EL
PROBLEMA DE STEFAN UNIDIMENSIONAL

A DOS FASES

Domingo Alberto TARZIA

En este cursillo se realizardn estudios tedricos en el problema de
Stefan unidimensional a dos fases para un cuerpo semi-infinito o fini-
to. Debido a la escasez de tiempo de exposiciébn, se indicardn sblo las
propiedades bdsicas remitiéndose al lector a la bibliografia citada
donde encontrard mayores detalles; cabe destacarse que en [é, 36, 3@
se ha fealizado la formulacidén del problema y se han estudiado diver-
sas soluciones exactas y diferentes métodos teéricos como asf{ también
propiedades bdsicas que se tendrdn en cuenta en lo que se desarrollard
a continuacién.

Sin pérdida de generalidad se tomard que la temperatura del cambio
de fase es nula. Ademds, se considerard que con el sub-fndice i=1(i=2)
se referirdn propiedades referentes a la fase sb6lida (1fquida). La no-

menclatura utilizada es la dada en [36].

I. Desarrollo en serie

En [11], se considera el siguiente problema de Stefan a dos fases:
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( T,t -, szx = 0, Owx=«s(t) , t>0

Tlt -0ty T‘xx -0, x>»s(t) , t>0

Ty(s(t),t) = T,(s(t),t) = 0, t>0

(1) 9 kp T, (s(t),t) - ky Ty (s(t),t) = L 8(t), >0

Ti(x,0) = h(x) , x>0 con h(0)=0
T, (0,8)= g(t) , £>0

X s(0)=0 ,

entonces se tiene el siguiente

EJERCICIO 1. Si se supone que g=g(t) y h=h(x) son funciones expresa-

bles por su serie de Taylor alrededor de t=0 y x=0 respectivamente con
un radio de convergencia infinito, entonces la serie que representa

s=s(t) estd dada de la siguiente manera:

(2) S(t)) =Clt+%_z-t2+ LI Y )

donde

Cy

[k2g(0) - kynt(0)]/1
(3) :

c, l[k,(g'(o) - g(0) ©2) - ky(ayh™(0) + c,hn(on].
L L ¥

OBSERVACION 1. En [33] se plantea un problema de solidificacidn a dos

fases para un cuerpo semi-infinito con coeficientes térmicos constantes
en cada fase que se encuentra inicialmente en estado 1fquido a una tem-

peratura V=V(x);6r » ¥ que en el borde fijo x=0 se le impone una tempe-

ratura U=U(t)\<6f para t>0, donde Of representa la tempefabura de cambio
de fase.

Si se supone que U=U(t) y V=V(x) son funciones analf-
ticas de sus respectivos argumentos y que verifican algunas otras hipé-
tesis complementarias, se pueden hallar las temperaturas de las fases

sb6lida T1=Ti(x,t) y 1lfiquida T,=T,(x,t) como series convergentes de las

variables x/2/ait y x/2/a,t respectivamente, y la frontera libre
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s(t)=2/€1€ x(t) donde x(t) viene dada por una serie de potencia conver

gente, Si en x=0 se impone una condieciédn de flujo, el problema es tra-
tado en [34].
Ultimamente, se han estado realizando numerosos traba

jos con la utilizacién de una metodologia andloga a la descripta.

1I. Problema de solidificacidén con densidades diferentes

Se considera el problema de Stefan a dos fases (caso solidifica-
cibén) para un cuerpo semi-infinito con coeficientes térmicos constan-
tes pero que tenga en cuenta el salto de densidad bajo un cambio de fa
se, es decir plfpz.

Si la temperatura inicial es T°>O y sobre el borde fijo x=0 se im-
pone una temperatura -D<0, entonces el problema consiste en hallar 1la

frontera libre s=s(t)>0, definida para t>0, y la temperatura

Tl(x,t)<0 si O<x<s(t) R t>0
(4)  T(x,t)= 0 si x=s(t) , t>0

Tz(x,t)>0 si x>8(t) , t>0

definida para x>0 y t>0, de manera que satisfagan las siguientes condji

ciones [?]:

( i) ax Ta = Ti, , O<x<s(t), t>0

"l.‘l_) Qs szx + Q!—Qz Q(t) Tpx = th » X>S(t), t>0
P2

iii) Ta(s(t),t) = T.(s(t),t) = 0, t>0
(5)7 iv) lelx(S(t),t) - szzX(s(t),t) = pyl 8(t), t>0
v) Ta(x,0) = Te>0, x>0

vi) s(0) =0

\fii) T,(0,t) = -D<0, t>0

EJERCICIO 2. Verificar que la solucién del problema (5) estd dada

por:
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Tl(x,t) = A + B erf(x/zal/E)

(6) T (x,t) = Ao4oB ez-f‘(dl b x/2a Vt)
2 2
a(t) =2 oVt , 0>0

donde Ax’ A, Bl y Rz estdn expresados en funcidn del coeficiente o de
2

la siguienle manerva:

(AI(O) = -D ' BI(O) - e[‘f‘ig;al$
) Az(a) = -Bz(o)erf(o/ao) , Bz(o) f erfc(g/aof
1 £ = <°1' 02)/02 oy 8= olel/a,
k.
kao = az/(1+|€|) , a; = o = piii (i=1,2)

siendo o la dnica solucidn de la ecuacidn no-lineal:

(8) F(x)

fl

1x, x>0

con
k

k
(9) F(x) ajgfy; B (x) eXp(-x’/ai) - B?Ef7; B_(x) exp(-xz/a:)

que satisface las sigulentes propriedades:

(‘0) F(O*) = teo F(l-m) =z am F1<Q

Se define una nueva variable espacial, introduciendo la canti

dad de materia u que hay en el intervalo (0,x), definida por [?5]:

p X 3i D<x<s(t)
(1) uw =4 1

Dls(t) + pz(x-S(t)) si  x>s(t)

cuya dimensibn fisica es

[u]= masa/4drea transversal

y su transformacidn inversa estd dada por:

u/p si O<u<e(t)
(12) x = !

\'_u+(oz-ol)5(t)]/n2 si  pre(t)

con



(13) e(t) = pls(t) , >0, 49

Si se realiza el cambio de variables (11), (13) y

W (u,t) =T (u/p ,t) , O<u<e(t), t>0
(14) 4 ? ! o _;
Wolu,t) =T (5t e(t) + 5=, t) , welt), t>0
2 2
entonces el problema (5) se transforma en (EJERCICIO 3.)
(’D W =W , O<u<e(t), t>0
1 luu lt
D W = W , uwe(t), t>0
2 2y 2, '

Wl(e(t),t) = Wz(e(t),t) =0, t>0

(15)
) K W (e(t),t) - K W (e(t),t) =1 e(t), t>0
1 lu 2 zu
w (ulo) - T ’ u>0
2 0
e(0) =0
wl(O.t) = -D, t>0

d onde

(16) D, = kipi/ci , K, =k (1=1,2)

1 1 - 4P
son respectivamente 108 nuevos coeficientes de difusién y de conduccidn
térmica,

OBSERVACION 2. Teniendo en cuenta (15) se observa que un problema de

Stefan a dos fases con coeficientes térmicos ki' ai, 1, 01/-'0z se trans-

forma en otro con coeficientes térmicos K D

40+ Dy» 1, 0 =p =1, es decir,
con densidades iguales a 1.
EJERCICIO 4. Se considera el problema (5bis), en el cual se reemplaza

la condicién (5vii) por [1]:

(5viibis) k T (0,t) =h /V/t , t>0 (h >0).
1 lx 4] 0

(1) si
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(17) h>kT/av/n =T/kopec /n
o] 2 0 2 o 2 2 2

entonces el problema de solidificacién (5bis) tiene por solucibn a

T (x,t) C +D erf(x/2a v/T)
1 1 1 1

(18) T (x,t) C +D erf(6 + x/2a /%)
2 2 2 2 2

s(t) =2 w vt , w0

d onde Cl. Cz. Dl, D2 estdn expresados en funcibn del coeficiente w de

la siguiente manera

C (w) = « Dy(w) erf(w/a ) , D (w) = a h /u/k
1 1 1 1 OT 1
(19) Cz(w) = Dz (w) erf(M/ao) , Dz(w) = erfc(%/aof

§ = wlel/a
2 2

siendo w la Unica solucidn de la ecuacidn no-lineal:

(20) Fo(x)==X » x>0
con
ho 2702 szo exp(-xz/aZ)
(21) FO(X) = lpl exp(-x /al) - 1018'27? erfc(x/ao)

que satisface las siguientes propiedades:

1]

F (oY) =(h -k T /a /T)/10 ,
] [+] 2 0 2 1

(22)

Fo(+m) -0, F '<0 .

0

(11) si h0 < szo/az/?'no existe solucién al problema de solidifica-
cibén (5bis); se tiene realmente un problema de conduccidn del calor en

la fase lfquida inicial. Mds adn, el caso hu = szo/aZ/?'corresponde al

caso 1fmite del problema (5) cuando 1=,

(iii) La desigualdad (17) también puede obtenerse como sigue: Se plan-
tea el sipuiente problema de conduccidn del calor para el material semi
infinito, que inicialmente estd en la fase liquida a la temperatura

constante T°>O. es decir [30]:



a T =7, , x>0, t>0 51
2 XX t
(23) T(x,0) = T » x>0

k T (0,t) =h /Vt , t>0 .,
2 X ]
La solucibén de (23) estf dada por:
(24) T(x,t) = To - hoaz/?erfc(x/Zaz/F)/k2
8iendo la temperatura en el borde fijo
(25) T(0,t) = T - ha/n/k , t>0
' 0 0 2 2

la cual es constante en el tiempo. Por lo tanto, el material semi-infi

nito que estd inicialmente a una temperatura T » ¥ que estd siendo en-

friado por un flujo de calor ho//z'en el borde fijo x=0, tendrd un cam
bio de fase si y 88lo si vale la desigualdad (17).

(iv) Otro método para obtener la desigualdad (17) consiste en realizar
el cambio de variables (11), (13) y (14), y luego aplicar la desigual-
dad v4{lida para el caso en que las densidades de masa sean iguales

(?5]. Mds adn, la condicidén (5viibis) se transforma en

(26) K W (o,t) =h VT, t>0 .
1 lu 1]

(v) Si se relacionan los problemas (5) y (5bis), se obtiene para el

coeficiente o de la frontera libre (6) la siguiente desigualdad:

p °,°¢ k
(27) erf(o/al) <5 " .
] 2 2 2

EJERCICIO 5. Se realiza el cambio de variables (11), (13) y

Vl(u.t) =c Tl(u/pl.t) » O<u<e(t) , t>0
(28)

)
V (u,t) c T(Bz:—l s(t) + £, ¢t) , we(t) , t>0
2 2 2 p [

2 2

entonces; [25] :

(1) problema (5) se transforma en
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\,
)

<

i

<

, O<u<e(t), t>0
D VvV =V , wre(t), t>0
Vl(e(t),t) = Vz(e(t).t) = 0, t>0

(29) ¢ DV (e(t),t) - D V_ (e(t),t) =1 e(t) , t>0
I Al

vV (y,0) =e¢ T , w0
2 2 o

e(0) =0

vV (0,t) =-¢ D, t>0 .
1 1

Mds alin, si se considera la condiciédn (5viibis), ésta se

transforma en

(30) D v (0,t) =h //T , t>0 .
1 1'J [}

(11) Si un material semi-infinito tiene sus coeficientes tér

micos distintos en la transicidn de fase, es decir kl#kz, alﬁa2 y'plﬁp2

k p k o
pero verifican que —l-1 = —2-2 entonces el problema de Stefan a dos fa-
1 2

ses correspondiente se transforma en uno con los tres coeficientes tér-

micos iguales.

(1i1) Si se tiene en cuenta (i) y (ii), se puede deducir 1la

desigualdad (17) para el coeficiente ho para que el problema (5bis) ten

ga una solucién que represente un problema con cambio de fase.

III. Sobre un modelo de solidificacidn de una aleacibdn binaria

Se considera un material semi-infinito de una aleacién binaria con
sistente en dos componentes A y B. Sea C la concentracién del componen-
te A. Se supone que la solidificacibn de la aleacibn est{ gobernada por
un diagrama de equilibrio de fase consistente en una curva "liquidus"”

T=f, (C) y una curva "solidus" T=fq (C) con 0<C<1. Se asume que £, ¥ fg

gson funciones crecientes de la variable C con
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fS(C)<fL(C) , ¥ Ce (0,1)

(31)

A B
£(0)=fg(0)=T  , £, (1)=f,(1)=T_ .

E1l material se encuentra en la fase sblida (1fquida) si Téfq(c)

(T;fL(C)). Si se tiene que fS(C)<T<fL(C), entonces el estado del mate-

rial no estd bien definido; se lo conoce con el nombre de zona pastosa
(en inglés: mushy zone).(Ver mds detalles en [1{P.
Se considera que la aleacidn se encuentra inicialmente en estado

1{quido a la temperatura constante Tin y a la concentracién constante

Cin con Tinsz(Cin). Luego una temperatura TB<T2r es impuesta en el
borde fijo x=0 con lo cual un frente de solidificacidn x=s(t) comienza
separando la aleacibn en estado sélido (x<s(t)) del estado 1fquido
(x>s(t)). La formulacidbén matemdtica de este proceso de solidificacién
consiste en hallar la temperatura T=T(x,t) y la concentracién C=C(x,t),
ambas definidas para x>0 y t>0, y la frontera libre s=s(t), definida pa

ra t>0, de manera que se satisfagan las siguientes condiciones:

/’C =D C , O<x<s(t) , t>0
lt 1 lxx
¢C =D C , x>s(t) , t>0
2t 2 2XX
T =a T » O<x<s(t) , t>0
lt 1 lxx
T2 = a T2 , x>s(t) , t>0
(32) ¢ °* xx
T,.= T (s(t),t) = fg [c (s(t),t)]
T .= T (s(t),t) E; (s(t), t)]
D ¢ (s(t),t) - (s(t),t) =
2 2x x
- [cl(sm,t) ; c2<s<t>.t>]é(t> . t50
kT (s(t),t) - k T (s(t),t) = pl s(t) £>0
X X

\
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_ A
/Tl(o,t) Tp<To,. » t>0

Tz(x,O) T n>fL(Cin)' t>0

i

(32) ( €,(x,0) =G4y n x>0

¢ (0,t) =0 , t>0
’x

\s(O)=O .

PROPIEDAD 1. Existe una solucién del problema (32) cualesquiera sean

los datos inicial y de borde, y pardmetros térmicos y de difusiébén. Mds
adn, para esta solucibn las concentraciones solidus y liquidus

(33)  ©g = C (s(t),8) , © =C (s(t),t)

como as{ también la temperatura de cambio de fase

(34) T,.=T (s(t),t) =T (s(t),t)

son constantes en el tiempo.

DEMOSTRACION. (EJERCICIO 6.) Verificar que esta soluciédn viene dada de

la siguiente manera:

(o (xit)Cg , o= £4(Cg)= £(C,) .+ a(t)= 20/

cr
( ) ( erfc(x/ZVth)
C (x,t)=¢, + (C_-C
2 in L "in erfc(A/al7D2)
(35) <
( ) ( ) erf(x/2/a1t)
T oyt)= T+ (T =T
1% BT “er BT are(a)
erfc(x/2/a t)
T,(x,t)= T, + (T__-T 2

)
in cr in erfc()\/al7a2

donde A y Tc (o CS y CL) satisfacen las siguientes condiciones

r
Cin~CL
An L - g(MWa /D)
.Co-C 12
(36) S™L
Top= W, (1)

d onde
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G(x) = v x exp(x?) erfe(x) , A = plaz/k2
®(x)
(37) wl(X)= TB + [(. n‘ T ) + A G(XV(!S; L)]1+¢(x)

o(x) = kzal/" x exp(x?) erf(x)

klaz G(X 01 az)

El sistema de ecuaciones (36) tiene una solucibn [?7, 39],

teniendo en cuenta las propiedades:

+y _ o) = 1 '
(38) WI(O ) = TB ’ w1(+ ) = Tin+ cz ’ w1>o .

IV. Solucidn autosemejante de un problema de Stefan multifase

Siguiendo [59] se considera un cuerpo semi-infinito ocupando la re-

gién x>0. En el rango de temperaturas (Ti-l’Ti) (1=1,2,...,n) el mate-

rial existe en una fase con conductividad y difusividad térmica ki y oy

respectivamente. En el instante inicial t=0 todo el cuerpo se encuentra

a la temperaturé unif orme Tn' y para t>0 el borde fijo x=0 es mantenido
a la temperatura constante To(T° y Tn no son necesariamente temperatu-

ras de cambio de fase). En la frontera libre si=si(t) (1=1,2,...,n),

que separa las fases i y (i+1), se genera calor de acuerdo a la condi-
cibén de Stefan correspondiente, teniendo en cuenta al calor latente por

unidad de volumen Ly del pasaje de la fase (i+1) en la fase i.

Si, por conveniencia de notacién, se introducen yo(t)=0, yn(t)=+w,

entonces el problema consiste en hallar la temperatura u =ui(x,t) de la

i
fase 1 (1=1,2,...,n) y la frontera libre sj=sj(t) (j=1,2,...,n-1) de ma

nera que s satisfagan las condiciones siguientes:
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('ui - u =0, 51-1(t)<X<si(t) , t>0 (i=1,...,n)

ui(si_l(t),t) = T._1 , t>0 (i=1,...,n)

(39) < ui(si(t),t) =T, , t>0 (i=1,...,n)

Ju Ju

i i
ky (8 ()08 - Ky

Hl(s, (£),8) = L, s5,(t), t>0,

(1=1,...,n=-1)

Kun(x.o) =T, » x>0 .

EJERCICIO 7. Verificar que

u,(,t) = By + A ert(PX/VD) (1=1,..0,m)
(40)
si(t) = Ci v o(i=1,...,n-1)

es solucidn de (39), con

(a,

(Ti - Ti-l)/éi

B

1 T, _q erf(C;B,) - T, erf(c,  B,) /8,

(41) ﬁ

[
|

g = erf(CiBi) - erf(Ci_lBi)

Kﬂi

donde las constantes Ci deben satisfacer el siguiente sistema de (n-1)

1/2/5; (i=1,...,n)

ecuaciones no-lineales:

k,, B,
2q2 ity ity 202 =
ky Pyhy exp(-016;) - S (T, 1) exn(-03By,, )
(42)
L,C
S AT g, ne)

OBSERVACION 3. En [}é] no fue considerada 1la cuestién de existencia y

unicidad de la soluciédn del sistema de ecuaciones (42) con O<Ci<ci+1'

Este probleﬁa fue estudiado en [}O] y [}1] para densidades de masa igua

les y diferentes respectivamente. Mds adn, se considera un salto Ai en

i WD



la transicién de fases (i=1,...,n-1) para 1la températura.
El presente andlisis de problemas con multifases apare

cen generalmente en aleaciones.

V. Funcibédn de error modificada

La funcién de error, definida por

(43)  erf(x)= 72 1* exp (-t?) at

es bien conocido que resulta ser la iuUnica funcidbén que es soluciébn del
problema:
yi(x) +2x y'(x)=0 , x>0

(44)
y(0)=0 , y(+=)=1 .

Se define la funcidn de error modificada de pardmetro B>0 como la nica

funcién solucibn del problema [10, 22]:

i){E + B y(xﬂ y%x)} +  2x y¥(x)=0, x>0 )
(45)

i1i) y(0)=0 , y(+=)=1 .
A dicha funcién se la nota por
(46) y=¢g(x)
que para B=0 se reduce a la funcidén de error (¢O= erf).

EJERCICIO 8. Verificar que la funcién

(47) T(x)= T + (T - T) 0,(*//T%8T)
eon
(T - T )
(48) 1 4+ BT >0 , 6= - (2-1)
. 0 1 + B']"o

satisface la ecuacién diferencial (45i) con las condiciones de contor-

no siguientes:

(49) T(0)= To , T(+w)=T_ .
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Una generqlizaci6n del Ejercicio anterior puede darse

por
EJERCICIO 9. Se designa con y=¢BYn(x) la solucién del problema
1) (D(y) yMx))'" + 2 x y(x) =0
(50)
i1) y(0) =0 , y(4=) =1
d onde
(51) D(y) = (1 + By + yy2)"
Fntonces la funcidén, definida por
(52) T(x) =T + (T, - T ) & (ax)
d onde
+ )(T_ - T T - T )2
5- (8 2YT°)( o 41) - v (T o)
1 + BT + YT ? 1 + BT + yT ?
0 [} [} [}
(53)

a= (1 + BT + Ynz)-n/Z
es la solucidn de la ecuacidn diferencial (50i) que satisface las condi
ciones de contorno (49). M4s adn, se tiene que:

1) g =0, , 1i) y=0 = e=0,

11)8=0, YAO ., T T, T £O = 6£0 .

(54)

VI. Problemas con coeficientes térmicos variables

En primer lugar, se considera un problema de Stefan (caso solidifi-
cacibn) a una fase con coeficientes térmicos constantes excepto la con-
ductividad térmica que depende en forma afin de la temperatura, cuya
formulacién matemdtica estd dada por

T,= (a(T) T.)_ , O<x<s(t), t>0
( t XX

T(O,t)= To < T t>0

f ’

t>0

(55) W'T(S(t)'t)= Tf ’

ke T (8(t),t)= pl s(t), t>0

(0)=0
\B
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donde 7.7 .
_k(T) _ 700 e
Q(T)" _é?l = Qo (1 + B Tf"'TO) ’ Qo= pc

(56)

ko= k(Tf)= ko (1 + B) .

EJERCIC10 10. Si se define
T(X,t)-To
(57) 8(x,t)= -_T;:T;—‘
entonces una solucidn de (55), (56) estd dada por:
o(n) ¢s(n)
8= 8(n)= , n=
85N 2/t

s(t)= 2)x/aot

(58)

donde los coeficientes § y A deben satisfacer el sistema de ecuaciones
no-lineales siguiente:
6§ ¢,(2)=8
(59)
¢5 (1) 2
X 8,00 " Ste (1 v ) - (Ste= e(Tp-To)/1).

Se considera ahora un problema de solidificaciébén a dos fases con

coeficientes térmicos constantes, excepto para la conductividad térmi-
ca que depende en forma afin de la temperatura, pero que pueden ser di
ferentes para fases distintas, en particular se tiene en cuenta que
p1#P2 [10]. La formulacibén matemdtica consiste en hallar T,;= T,(x,t),

T,= Ta(x,t) y s=s(t) de manera que se satisfagan las siguientes condi-

ciones:
('T1t= (o1(T1) Tlx)x , 0<x<s(t) , t>0
pl-oz 3
th= (ax2(T2) sz)x + s s(t) sz » x>s(t), t>0
(60) ﬁ T2(x,0)= T, > T , x>0

T1(0,t)= To < T t>0

f 14
Ti(s(t),t)= T2(s(t),t)=T

\

t>0

f 14
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ki To (s(t),6) - ka Tz (s(t),6)= pila(t), £>0

(60)
s8(0)=0
d onde
ki(Ti) T -To

Gi(Ti)= -Bi—c—i—_— = Qoi (1 + B ——-—-T-)

(61)
koi
%oy = Fray » KyT Ky (Ty,)= Koy (148)

EJERCICIO 11. S1 se definen

T.(x,t)-To Tf-To
0, (xst)= 73 » Op® T, s n= fi—ZE
1 in" ] - 0 2 (lo
(62) !
P11l Go ka2 (o C2

———(—-————)' kia= kT’ Pr2= 71’ Clz=‘6—l-

entonces una solucién de (60), (61) estd{ dada de la siguiente manera:

y ¢5(n)
01= 01(n)= efm 0<n<A

nt(=1— - 1)2
0,= 0 =1 - 1- 1 - ¢ P12 ,
(63) 9 2 Z(n) (1-2) [ €(¢a12(1+82a5 )] n>X

\\s(t)= 2 A VAT T

donde los pardmetros A, &, a, € deben satisfacer el siguiente sistema

de ecuaciones no lineales:

B2(1-a) Of-a
€= Ti6,0 6 ¢6(A)= Blef ’ ¢€(E)= T-a

! 1
Ps(X) 1-8, ci2 ¢_(8) h

A$6(A) - ef T+8,a 1-¢€(ET - Bf

(64)

N

donde el coeficiente £ est{ dado por

(65) E= A .
pr2va;2(1+Bza)

OBSERVACION 4. En [19, 26], se estudia el problema unidimensional a

dos fases con coeficientes térmicos no-lineales del tipo Storm [?2].
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La condicidén de Storm estd{ dada por [1?]

(66) 5&)— E% (Vs(T57k(T))= cte

o en su forma equivalente (EJERCICIO 12.) por [?6]:

(67) STy o7 [log YsTO7RT T')]= cte

donde S(T)= p c¢(T) , ¢(T) es el calor especffico, k=k(T) es la conduc-

tividad térmica y p es la densidad de masa constante.

VIiI. E1 problema de Stefan a dos fases para un cuerpo finito con condi

ciones de temperatura

Se considera un material finito, representado por el intervalo
(0,1), que inicialmente consta de una parte (0,b) constituida por agua
y la restante (b,1) constituida por hielo. A dicho sistema se le impo-
nen temperaturas dadas sobre los bordes x=0 y x=1. E1 problema consis-
te en hallar dos funciones u=u(x,t) y v=v(x,t), la frontera libre
x=53(t) con S(0)=b y un instante de tiempo T>0, de manera que se satis-

fagan las siguientes condiciones [6]:

( i) a, U -u= 0 0<x<S(t) , 0<t<T

ii) o, Vex Vi 0 o S(t)<x<1 , 0<t<T

111) u(s(t),t)= v(s(t),t)= 0 , O<t<T

iv) 8(t)= K, v (S(t),t) - Ky u (5(t),8) , O<t<T

(68) v) u(0,t)= £(t)>0 , O0<t<T

vi) v(1,t)= g(t)<0 , 0<t<T
vii) u(x,0)= ¢(x)>0 , Ogx<b
viii) v(x,0)= w(x)<0 , bgx<1

\ ix) S(0)=b , 0<b<1

< = = I =
donde 0<b<1 , Ki ki/pz ooy ki/oci (i=1,2).
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EJERCICIO 13. Si las condiciones (68i-iii, v-ix) permanecen inaltera

das, entonces la condicibén de Stefan (68iv) es equivalente a la siguien

te condicidn integral:

t
S(t)= S(to) + Jt ﬁ(nvx(xn.f) - K. Ux(xz.T) dt
K, (S(to) Ki !
(69) - —_— u(x,t) dx =« — ] vix,t) dx +
Qs 0y
X2 S(t)
sf{t ) X1
Kz Kl
- » -~ :to d
+ . Jx u(x,t )dx + o JS({£§ )dx

donde 0O<x,$S(1)gx1<1 , O<t,grgt.

Se supone que los datos del problema satisfacen las hi-
pOtesis siguientes:
(A) Las funciones f=f(t) y g=g(t) son continuas a trozos y existen

cuatro constantes A Bi(i=1,2) de manera que

i'
(70) O<A,<f(t)<B; , -B,<g(t)<-A,<0 , te(O,T].
(B) Las funciones ¢=¢(x) y ¥=0(x) son continuas a trozos y existen

cuatro constantes ag, Ny (1=1,2) de manera que

(711) 0‘¢(X)$&1['-exp(-nl(b-x)/azﬂ , xe[bJﬂ

0>9(x)>-as1 - exp(-na(x-b)/e)] , xe[v,1] .

Las dos condiciones dadas en (71) indican que ¢(b)=

=P(b)=0 y que las funciones ¢ y ¢ son localmente Lipschitz en x=b.

(C) Se asume que

(72) I'= Max(2 K, €,/a; , 2 Ky, €p/ay) < 1
d onde
(73) . €1= Max(B,,a,) , €2= Max(B,,a,) .

DEFINICION 1. Por una solucidn u, v, S del proBlema de Stefan (68),

se entiende que:

i) Las derivadas de u y v que aparecen en las ecuaciones (68i,ii)
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son funciones continuas en sus respectivos dominios de definiciédn; u y
v son continuas en la clausura de tales dominios excepto en los puntos
de discontinuidad de los datos, en los cuales debe verificarse que

0 ¢1fm u g 1fm u < +o , -0 < 1fmv < 1fmvg O

cuando los pntos del dominio se acercan a tales puntos de discontinui

dad.

11) se ¢'(0,7JNc°[0,T) con S(0)=b y 0<5(t)<1 en (0,T) (Si las de-
rivadas de ¢ y ¥ son continuas en un entorno de x=b, entonces
se ¢'fo,1)).
iii) Las funciones u, v y S satisfacen las ecuaciones y condiciones
dad 68).
adas en (68) -

OBSERVACION 5. Para una dada funcién S Lipschitz en [b,TJ se puede
definir un problema auxjliar del (68) consistente en hallar u y v que

verifican i) de la definicién anterior y satisfacen las condiciones

(68 i-iii, v-ix). Segin (5, 18], la solucién del problema auxiliar
existe y es dnica bajo las hipdtesis (A) y (B). M4s ain, ux(S(t),t) y
vx(S(t),t) existen y son continuas en (0,T). Por otra parte, si las de
rivadas de ¢ y ¥ son continuas en un entorno de x=b, entonces

ux(S(t),t) y vx(S(t),t) existen y son continuas en (Q,f].-

PROPIEDAD 2. Bajo las hipébtesis (A), (B) y (C) existe una solucién

u,v,S del problema de Stefan (68) para todo T>0,.

DEMOSTRACION. Se utiliza el método del argument o retardado. Para ca-

da 6, suficientemente pequefio, se define:

1 si O<x€<b-9
(74) Xg(x)=q0 si b-0<x<b+8
1 si b+togxgt

Se extienden las funciones ¢ y ¥ al intervalo [0,1]
por cero fuera de sus respectivos dominios de definicién, y se definen

las funciones ¢9=¢x0 y w9=er . Se considera el intervalo de tiempo
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(?,?] y se definen Ug ¥y vg como la solucidn del problema auxiliar con

datos f, g, ¢4, ¥y y frontera mbvil Sg dada por Se(t)=b en [b,e]. Lue
go se define S6 en el intervalo [?,Zé] retardando el argumento en 1la

condicibn de Stefan (68iv), a travds de
t

Se(t)= b + S [%1 vex(Se(T-B),TTB) - K, uex(Se(T-B),r-ei] dart

(75) 0
Bgtg20

y as{ sucesivamente,

EJERCICIO 14. Completar 1la demostraci6n([§])..

PROPIEDAD 3. Sean Ujs Vo Si soluciones del problema de Stefan (68)
para los datos f,, g4, ¢;, ¥; y b, (i=1,2) que satisfacen las hipbtesis

(A), (B) y (C). Se asume ademds que ¢i y wi (1=1,2) satisfacen las hipéd

tesis:

(D) ¢ € ¢C! E).Y] , b e CIE-YJ] » Y0
entonces se tienen las siguientes conclusiones:

i) Existe una constante C=C(T,ai,Ki.Ai,Bi.ai,ni,Y,bo) con
bo= Min (b,,b,,1-b,,1-b,) de manera que para t € [b,f] se tiene el si-

guiente resultado de estabilidad:

[si(t)-Sa2(t)lg ¢ Ebl—bz' + Sup (If1(t)-fa2(1)|+lg1(t)-ga(T)])

(76) OSTft ] ] ]
+ Sup |®1(x)-%2(x) |+ Sup ld1(x)}d2(x)]+ Sup l'h(x)-‘bz(x)l]
Ogx< 1 0€x€Y 1-v$x$1
donde (i=1,2): K 2 s
— &, (x)= — ¢,(x) , 0Ogx<b
(77) ¢i(x)= L ¥ i 3 i i
1 c1
Ty wi(x)= -E-wi(x) . bi<x$1 .

ii) Bajo las hipdtesis (A), (B), (C) y (D) la solucidén del problema
de Stefan (68) es dnica.

1ii) Si los datos verifican que fi1€f2, gi1€g2, ®1$d2, U 1<V, ¥y blsbz.
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entonces las fronteras libres satisfacen la monotonfa S,<S, .

iv) Si los datos f y g verifican la condicién

4o
(78 51 [(£(6)-£0% + (g(t)-g.)at < +=
con 0<A,<f_<B, , -BxXgx« “AXO0
entonces la solucidn u, v, S del problema de Stefan (68) tiende asint$
ticamente a la solucidn estacionaria.
(um(x)= £_(1-x/8_) , xe E)’S‘”]
(19) 4 o= g (8,x)/(1-8) , xe [8.1]

kaof

8§ = 2 <1,
| oss,, Kof -Kig.

DEMOSTRACION. i) EJERCICIO 15. ([ﬁ]).

ii) Surge como corolario de i).

iii) Se supone en primer lugar que b <b,. Entonces se verd que
S1(t) <S,(t) para t>0. Por el absurdo se supone que existe un primer
tiempo t, de manera que S;(t,)=S2(to) y S2(to) ¢ Si:(ts). Por el princi-

pio del méximo se tiene que u;-u;>0 en 0<x<S;(t), 0<t<t,. Como
u,(S1(to),to)=ui1(Si(to),to)=0, resulta ser que (S;(to),to) es un punto

de minimo para u,-u;, y por ende se deduce que uzx(Sl(to),to) <
u,x(Sl(to),to). Andlogamente se tiene que v,-v;>0 en S,(t)<x<1 ,

0<t<ty y por ende se deduce que vzx(Sl(to),to)>v1x(Sl(to),to) » con lo
cual se obtiene

éz(to)= Ka sz(sz(to).to) - K, uzx(sz(to).tO) >
(80)

> Ki le(Sl(to).to) - K2 uxx(Sx(to).to) = S1(to)
que resulta ser una contradiccién.

En cambio, si se tiene bi=b,, el resultado surge de la propie-

dad de estabilidad con datos correspondientes a i=1 y f,, g2, 62, Va2,
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b,+ €, y del pasaje al limite € +0,

iv) EJERcIcTO 16. ([6, 15, 16]).

VIII. El1 problema de Stefan a dos fases para un cuerpo finito con condi

ciones de flujo de calor

Se considera el mismo problema presentado en (68) excepto que las
condiciones (68v, vi) de temperatura son reemplazadas por condiciones
de flujo de calor en x=0 y x=1 respectivamente, estando entonces su for

mulacién dada por:

(68i-iv, vii-ix)
(81) v) k, ux(o,t)= f(t) , O<tgT
vi) kv, (1,t)= g(t) , O<tgT
La definicién de solucidn, para este caso, es similar a la dada

en RVII; con respecto a los datos del problema, las hipbtesis (B) resul
ta inalterada, en cambio las hipbtesis (A) y (C) se reemplazan por las
siguientes:

(A') Las funciones f=f(t) y g=g(t) son acotadas y continuas a trozos
y existen dos constantes A,, A,>0 de manera que

(82) A, <F(t)g0 , -A,<g(t)g0 , t>0 .

(C') Se asume que

(83) I'= Mdx (2K2e1R+2a,/n1)/ay; 2Ki1€,(2+20,/nz)/ay) <1
donde
(84) e1= Mdx (Ar/kz23a1) , €2= Mdx (A./ki13az) -

EJERCICIO 17. Si las condiciones (81i-iii, v-ix) permanecen inaltera-

das, entonces la condiciédn de Stefan (81iv) es equivalente a la siguien

te condicién integral:

! t
S(t)= b + S d(x)dx + -]f ] [g(T)-f(T)]dT -
(85) s(¢) _ 7° * ey
- Il u(x,t)dx - i — v(x,t)dx
L
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donde

(86)

ca ¢(x)/2 si 0¢x<b
d(x)=
c1 ¥(x)/% si  bgxgt .

Siguiendo la metodologfa dada en §VII, se obtienen los
siguientes resultados
PROPIEDAD 4. i) Bajo las hipdtesis (A'), (B) y (C') existe T,>0 de
manera que el problema de Stefan (81) tiene una solucién para te(0,T,).

Més adn, T, estd dado por

(87) To= Sup T,
0<6<Min(b;1-b)
donde
(88) Ts= Inf{t>o/ S(t)=8 & s(t)=1-6} .
ii) Sean Ujs Vyo Si soluciones de (81) para los datos fi, gy ¢i'

by ¥ by (1=1,2) que satisfacen las hipétesis (A'), (B) y (C'). Entonces,

para 0<T<T,, existe una constante C;=C,(T,a Ki,ai,Ai,ni,bo) de manera

i’
que para te Ehi] se tiene el siguiente resultado de estabilidad:
1
181(4)-82(8) | ¢ Ca [Iby=b,| + j |(x) -0, (x) dx +
0

(89) .
+ BE— J ('fl('l')-fz('[)l + ‘gl(T)‘gz(T)l)dT] .

o
i1ii) Bajo las hipétesis (A'), (B), (C') existe una idnica solucién

del problema de Stefan (81) para te(0,T,). _
iv) Si los datos verifican que f,<f), ga22g1, 92201, Y20, y bazb,,
entonces S3£S, en [p,To).

DEMOSTRACION.  EJERcIcIO 18. ([7]).

A continuacibn sé verdn algunos resultados concernientes a 1la
permanencia de las dos fases, sblida y 1iquida, comportamiento asint6-
tico y desaparicién de una fase.

PROPIEDAD 5. i) 81 los datos verifican ademds
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1 .
(90) -b < Sosb(x)dx + oL jo'zg(r)-f(r)]dr < 1-b , t>0
entonces Tgog= to

Mds ain, si f y g satisfacen las condiciones

t t
(91) 1£m S L) 4¢ = ifm j 2lt) 40 - o
trte V4 A trte Jo/E-T

entonces se tiene el siguiente comportamiento asintético:
1 i
(92) 1fm S(t) = b + S o(x)dx + S [%(r)-f(r{] dr .
t+too 0 0

i1) Si existe T,>0 de manera que

1 T. 1
(930 | otx) 4 i pocw] -3 [ veraax > 1o

entonces To§T,, donde U es la solucién del problema

r .
ay U - U= 0 , 0<x<1 , £>0

u(1,t)= 0 , t>0
(94) < k2 Ux(O.t)= £(t) , t>0

¢(x) si Ogxgb
U(x,0)=
\ 0 81  bgxgl .

iii) Si existe T,>0 de manera que

1

(95) L"P(X)dx + 31; ﬁl [g(r)—f(r)]dr - fii j:v(x,T )<- b

entonces To&T1, donde V es la solucién del problema

(@) vxx' Vt= 0, O<x<1 , t>0

V(O.t)= 0, t>0
(96) 7 k1 v (0,t)= g(t) , t>0

0 si 0gx<b

LV(x,0)=
w(x) si  bgxgl .

DEMOSTRACION.  EJERCICIO 19. ([7]).




69
IX. E1 problema de Stefan para un cuerpo infinito

En [4] se presenta un problema de Stefan en el cual dos fronteras
libres pueden intersectarse. E1 problema describe un cuerpo infinito
consistente en un trozo de hielo sumergido en agua. Dependiendo de las
condiciones iniciales, el trozo de hielo puede fundirse totalmente en
un tiempo finito o el agua puede solidificarse en cada una de las in-
terfaces sélido-lfquido. Dado los datos ¢, ¢2, 3, by y b2, el proble
ma consiste en hallar las funciones u=u(x,t), v=v(x,t), w=w(x,t),
S1=81(t), S2=82(t) y T>0 , de manera que satisfagan las siguientes con
diciones:

/az - ws 0, -o<x<S,(t) , 0<tgT

@y v - VS » S1(t)<x<S,(t) , O<tgT

0
=0

@ W - W y Sy(t)<x<teo , 0O<tgT

u(si(t),t)= v(si1(t),t)= 0, 0<tgT
v(S2(t),t)= w(S,(t),t)= 0, O<tgT
(97)  q u(x,0)= ¢1(x)30 , -=<xgb,
v(x,0)= ¢2(x)<0 , bi$x<b,
w(x,0)= ¢5(x)20 , brgx€+e

ki v, (51(t),8) - ko u (Si(t),t)= Si(t) , O<tsT

e v (82(),8) - ks w (S2(8),8)= Sa(t) , 0<tgT

S1(0)= by < S,(0)= b,

\

y en el caso en que exista T>0 de manera que S,(T)=S,(T) y Si(t)<S,(t)
en ELT) (desaparicidén de la fsse sbélida) entonces se debe hallar tam-

bién la funciébn U=U(x,t) que satisface las condiciones

s Uxx= Ut , =o<x<+o | T<{
(98) u(x,T) , -<x$S,(T)=8,(T)
U(x,T)=
w(x,T) , Si(T)gx<+

En [f] se estudia la existencia global (a travds del método del ar-

gumento retardado) y unicidad de la solucién, la dependencia continua y
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monbtona de las fronteras libres respecto de los datos, el compoftamieg
to de 5,(t)-S,(t) en t=T y la relacidén entre el valor crftico T con 1la

energia inicial en el sistema agua-hielo-agua.

X. E1 problema de Stefan a dos fases con calor latente despreciable

Se analizard la relacibn entre las soluciones del problema de Stefan
a dos fases, con densidades diferentes en cada fase, correspondientes a
los casos en que el calor latente de fusidn 1 sea positivo o sea despre
ciable, es decir 1=0 [37].

Para el caso 1>0, sean T,=T(x,t,1), T,=T,(x,t,1) y Sl=Sl(t)=201/E ,

la solucidén del problema de solidificacién (5) con pi1#£p2, cuya solucibn
estd dada por (6) y (7), donde el coeficiente g, es la tdnica solucién
de (8).

Para el caso 1=0, sean T,=Ti1(x,t), T2=Ta(x,t) y Se=Se(t) , la solu-
cibén del problema de solidificacidn (5) con pi1fp, y 1=0, cuya solucidn

viene dada de la siguiente manera (EJERCICIO 20.)

( T,(x,t)= -D + erf(go/;l) erf(x/2a,/%t)

(99) { T,(x,t)= erfzzoo/aoy erf(60+x/232/f)-erf(oo/aoi]
lSo(t)'-: 2 Ool/f , 000 , 60-;2;_{_6_'_

donde 0, es la tUnica soluciédn de la ecuacidn:

(100) F(x)=0 , x>0 .
Entonces se obtienen las siguientes propiedades:

PROPIEDAD 6. La funcién 01=0(1)>O, definida en el intervalo (0,+«),

satisface las siguientes condiciones:

i) 01=0(l) es una funcidn decreciente con 1>0 y verifica que

(101) o(0")= g0 , o(+=)=0 .

ii) Se tiene el siguiente resultado
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(102) lim 01= oo [
1+0

M{s aln, existe una constante C,>0 (independiente de 1) de manera
que

(103) O<Uo-01§cl 1, V1ce¢ (0,10) .

111) Existe una constante C,>0 (independiente de 1), de manera que
las fronteras libres S, y Sl estdn relacionadas a travds de la siguien
te estimacién:

So(t) - §;(t)
vt
DEMOSTRACION. Teniendo en cuenta

(104) 0 <

£Cs 1, ¥le (0,1,) .

(105) Ci= 0o Bo , C2= 2 C)
d onde

1

(106) Bo= M4 x —
X€ [olo’°° [F'(x)]

>0

se deduce la propiedad (EJERCICIO 21.). -

PROPIEDAD 7. Las temperaturas de las fases sblida y 1liquida corres-

pondientes a los casos 1>0 y 1=0 satisfacen las siguientes estimacio-

nes:

(107) 0<T1(x,t,l)-T1(x,t)603l ’ 0<X<sl(t) » >0

(108) ITa(x,t,1)-T2(x,t)[¢ Csl , x>So(t) , t>0
donde C3 y Cy son dos constantes positivas independientes de 1.

DEMOSTRACION. (EJERCICIO 22, ([?7])).

XI. Comentarios finales

A continuacidén se dardn algunas particularidades, relacionadas con
lo visto anteriormente, y que por motivos de espacio y alejarse de los
objetivos de este cursillo, s8lo se indicardn las respectivas referen-

cias bibliogréficas:
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i) En [8], se estudia la regularidad de la frontera libre (infinl
ta diferenciabilidad) para los problemas planteados en SVII y VIII.
Otros trabajos sobre el tema son [14, 117, 28].

ii) Fn [9], se estudia la aparicidbén de la fase 1liquida en un cuer-
po finito que se encuentra inicialmente en fase sélida.

iii) En [14, 21], se estudia el problema de Stefan a dos fases para
un cuerpo finito con condiciones iniciales, de contorno y sobre la fron
tera libre muy generales.

iv) En [34-16, 20, 24] se utiliza el concepto de soluciébn débil.

v) En [?9, 31], se estudia la formulacidn del problema de Stefan
a dos fases a travéds de la ecuacidn hiperbdlica del calor.

vi) En {é3], se estudia el problema de Stefan a dos fases para un
cuerpo finito cuando una de las dos fases tiene signo cambiado, es de-

cir 1fquido sobre-enfriado o sdlido sobre-calentado.
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