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SOLUCIONES EXACTAS DEL PROBLEMA DE STEFAN UNIDIMENSIONAL

Domingo Alberto TARZIA

Continuando la Introduccién del presente Seminario, en este Cur
sillo se estudiarin las soluciones exactas correspondientes al pro
blema de Stefan unidimensional a una y dos fases. Todas las nota-
ciones que no cambian no serdn repetidas; por (I-n), se hari refe-
rencia a la fé6rmula (n) de la Introduccién.

Se estudiaridn las soluciones explicitas de Lamé-Clapeyron [18,
37-39) ‘y de Neumann ([3,4,29,37,51] y sus propiedades, correspon-
dientes al problema de Stefan unidimensional a una y dos fases,
respectivamente. Se analizari sblo lo referente a la existencia de
soluciones explleitas;el anilisis de la unicidad de solucibn en el
problema de Stefan a una fase serd tratado en el Cursillo C5 y en
cambio el correspondiente a dos fases seri dejado para el préximo

Seminario.

I. LA SOLUCION DE LAME-CLAPEYRON DEL PROBLEMA DE STEFAN UNIDIMEN-
SIONAL A UNA FASE Y SUS PROPIEDADES.

A) Lamé-Clapeyron estudiaron en [18] el problema de la solidifica-
cién por enfriamiento de un globo liquido, cuya formulacibén ma-
temitica est4 dada por el problema de hallar la frontera libre
s=s(t) y la temperatura 6=6(x,t) de la fase sblida, definida
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por (1-1), de manera que se satisfagan las condiciones (I-2 i-v).

EJERCICIO 1.
Si {e,s} es la solucibén de (I-2) entonces se tiene (utilizar el
principio del miximo):
i) eo<e(x,t)<efen D= (x,t) /o <x <s(t), t> o}
ii) s(t) »o , V't >o.
1ii) ex(x,t) >0 , et(x,t) <o, exx(x,t) <o enD. =
Utilizando el método de semejanza (ver Apéndice 6 de la Intro-
duccibén) se obtiene el resultado siguiente:

LEMA 1:
La solucién del problema (I-2) est& dada por:

= + ef-eo f(x
00,t) = 8+ —xry £ ()

- 2 . Kk
s(t) = 2aevt  (a ¥

1)

siendo ¢ la (mica solucién de la ecuacién:

(2) ' E(x)=§§§- , X > 0.
donde:
5 [X
f(x) = erf(x) = o= / exp (-u?)du: funcibén de error
)
3) E(x) = x f(x) exp(x?),

8.-6
Ste = 9_(_%__91 : nfmero de Stefan.

DEMOSTRACION:
Se propone como solucién del problema (I-2) a:

4) 8(x,t) = A*B £(;oom) , s(t) = 288/ (£ > 0)

donde las tres constantes A,B,{ deben determinarse usando las con-

diciones (I-2 iii-v) las cuales imponen las siguientes ecuaciones:

A=6_, A+B f(E) =06, ,
(5) o f
-371(1-;]é exp (-£%) = pfag,



Eliminando las constantes A y B en funcién de £, se tiene:
ef-eoM'w
(6) A®) =6, , B =y
donde £ es la (mica solucién de la ecuacibén (2), pues la funcibén E
tiene las propiedades siguientes:

(7) E(0) = o, E(+o0) = +vo0o , E'> o.

OBSERVACION 1.

La solucién (1) del problema de Stefan unidimensional a una fa-
se (I-2) es conocida como s0fucibn de Lamé-Clapeynon [18].
OBSERVACION 2. '

El coeficiente &, que caracteriza la frontera libre s(t), depen
de s6lo del nlmero de Stefan Ste..

OBSERVACION 3.

El simple modelo (I-2) puede utilizarse para dar un cdlculo a-
proximado de La edad de fa Tierra (se supone que t = o es el instan
te inicial como planeta) una vez conocido:

1) El valor R = s(t) de 1la corteza sb6lida en este momento.
ii) Los coeficientes a,Ste (para cada valor de 60) de la fase s6-
lida, la cual se supone que es una substancia is6tropa y homogénea.

Con dichos datos, un valor aproximado de la edad del planeta Tie
rra puede obtenerse mediante la expresién:

R2
(8) t = 4—8-2?

donde £ es la Gnica solucibén de la ecuacibn (2).
EJERCICIO 2.

Suponiendo que R = 50 km (el radio de la Tierra es de 6.400 km)
y que la substancia mis apropiada es el cuarzo hallar una estima -
cién de la edad de la Tierra para diferentes valores de 60. Hacerlo
también para otras substancias cuyos coeficientes térmicos sean fA-
cilmente obtenidos en Tablas y realizar una comparacién de los re -
sultados obtenidos.

Mediante otros métodos se obtiene que la edad de la Tierra osci-
la entre 5 y 10 mil millones de afios. WB
B) Uno de los métodos tebricos utilizados en el estudio del proble-

ma de Stefan es el llamado método de La inmovilizacibn def domt
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nio, el cual mediante el cambio de variable

(9) y = ET%T
transforma el intervalo (o, s(t)) en el (o,1). Se busca la tempera-
tura como una funcién de la sola variable y, es decir:
(10) 6(x,t) = y(y).
Teniendo presente que:

- ¥ - W
ex(X’t) s(t ’ exx(x’t) s‘(t

(11)
. .y 5(v) . de
6, (x,t) Ystgg v o) G e g
se tiene la equivalencia siguiente: {9,s} es solucién de (I-2) si
y solo si {y,s} es solucibén del problema (12) , donde:

i)  a¥" () +s() s@®) yv'y) =o
ii) vy(o) = eo < ef

(12) iii) Q@) = bc
iv)  ¢'(1) = 8F s(t) 8()
V) s(o) = o,

Llamando con So @ la constante s(t) s(t), a ser determinada,

se obtiene: S
2 = = 2,2 2 . __O0

(13) S (t) Zsot 4a£t,€ JaZ

Integrando la ecuacién (12 i), y teniendo en cuenta la condi -
cién (12 iv), se deduce:

pR,So

(14) Vo) = exp (£7) exp (&%)
La cual, con la condicién (12 ii) se transforma en:

(15) bO) =0, + M Eexp (£2) £(ey).

La condicién (12 iii) da para el coeficiente desconocido £ la e
cuacibén (2), con lo cual y viene dado por:
%
(16) viy) =6, + iG] f(ey),
que coincide con la obtenida por el método de semejanza (1) pues se
tiene &y = 727? . (EJERCICIO 3: Completar los cdlculos de la pre-



sente Observaciébn).
OBSERVACION 4.

Cuando las condiciones de contorno no son constantes, el método
de la inmovilizacién del dominio es también aplicable con la (mica
dificultad de que la ecuacién diferencial es mis complicada, al no
poderse determinar ¢ como funcién de la sola variable Yy =~§%fT.En

dicho caso, se buscari y como funcién de las variables y,t es decir

lP = ‘D(Y9t)° - C(e -0 )
C) Cuando el nfmero de Stefan Ste =-——ji—43— es pequefio (Ste <<1)
la solucién ¢ de la ecuacién (2) puede calcularse usando las aproxi

maciones de primer orden siguientes:

a7 exp(x?) m1 , f)~4 x, 0 ¢x<< 1
con lo cual se obtiene -
(18) £2 = Ste _ C(ef 60)

2 2%

Por otra parte, este resultado puede ser obtenido usando una a -
proximacién fisica, metodologia conocida como método cuasi-estacio-
nario [37,38]. Este método supone que la temperatura de la fase sbé-
lida es la que corresponderia al caso estacionario en el intervalo
(o, s(t)), es decir una funcibén afin de la variable x. Bajo esta hi

pdtesis, se tiene:
6,.-6

(19) 0(x,t) = 6 + —ﬁ—&% x en [o, s(t)].
# 6(x,t) (t=cte)
3 I s(t) | - X

%

Por 1o tanto, la condicién de Stefan (I-2 iv) se reduce a

%% .
(20) k -?(ET = plS (t)
que resulta ser una ecuacibén diferencial en s(t), de cuya integra -
cién,se tiene:

, i 2k(e
(21) s”(t)

f—eo)
ol

t=4azs—§e-t
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obteniéndose de este modo (18).
LEMA 2.

El flujo de calor total Q(t), para la solucién de Lamé-Clapeyron,
por unidad de rea transversal y durante un tiempo t, en el borde fi
jo x = 0, estd dado por:

(22) Q(t) = p2 s(t) exp(g?).
DEMOSTRACION:
Por definicién, Q(t) viene dado por

(23) Q(t) = /ke (o,1)dr

que después de simples célculos (Ejercicio 4), puede expresarse por
(22).

COROLARIO 3.[33]:

Cuando el nfmero de Stefan es pequefio, éste da una indicacién de
la razbn del calor sensible al calor latente almacenado en el mate -
rial durante el proceso de cambio de fase.

DEMOSTRACION.
Se tiene la relacidén siguiente:
Q(t) = Q (1) +Q,(t)

Q (t) = pzs(t) Calor latente total almacenado al
(24) tiempo t

Qs(t) Calor sensible total almacenado por la varia-
cibén de la temperatura.

Por lo tanto, utilizando (18), vAlido cuando Ste << 1, se deduce:

Q(v) (
t _ Ste
(25) m = exp(£?) -lasg? ~—
EJERCICIO 5.
El método cuasi-estacionario, utilizado por Stefan en sus traba-
jos [37,38], es también vAlido en el caso en que la temperatura so-
bre el borde fijo x = 0 es una funcibén del tiempo, es decir:

(26) o(o,t) = eo(t) < ef , t >o.
Verificar que se tienen las sigdientes expresiones:
-0 (t)
Of

i) Q(X,t) =0 (t) ————(TX
ii) s(t) = ——-/‘[e]E 0 (r)]dr}¢

111) Q(t) = pls(t)

(27)



11

OBSERVACION 5.

El flujo de calor total Q(t), para la solucibn cuasi-estaciona-
ria (27), por unidad de 4rea transversal y durante un tiempo t, en
el borde fijo x = 0, no depende del hecho si la temperatura o, es
constante o variable en el tiempo; mds a(n, la energia, por unidad
de 4rea transversal, necesaria para solidificar una regi6n de ampli

tud s(t) es simplemente la energia Qz(t) debida sblo al calor laten
te. Esto est4 en contraste con la solucibén exacta, la cual muestra

que Q(t)/s(t) = pL exp(£?) es igual a la energia por calor latente
mis la energia que se necesita para bajar la temperatura de la re
gibn solidificada. Con la solucibn cuasi-estacionaria (Ste << 1),
ésta Gltima energia no es tenida en cuenta. W
D) A continuacién se verin algunas desigualdades que serin (tiles
en posteriores estudios.
LEMA &, _

Sean E y f las funciones definidas por (3). Sea G la funcién de-
finida por
(28) G(x) = x exp(x?) erfc(x) , x>0
entonces se tienen los siguientes resultados:

2y _
i) E(x) > e&P(ﬁa) 1 , ¥x > 0

ii)  G0)= 0, G(+o) = o

(29) iii) G(x)<%,-TT . vx >0

v) G'() =4 [GX) - -},-;] + 2x G' ()
V) G'x) >0 , ¥x>0.

DEMOSTRACION.
i) y iii) se deducen de las siguientes desigualdades:

X X ) o
f(x) -_%-Efexp(-uz) du>—§1-‘-/¥ exp(-uz) du = 1:“ x*)

© + 00 ° i ,
exfe() = —7; f exp(u)du < / U exp(-u?)du = SR
X X

vilidas vx >0. Las demis propiedades quedan como EJERCICIO 6. B
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B) Sea el caso particular del problema de Lamé-Clapeyron (I-2) con

(30) 0 = 0 R 90 =-B <0,

cuya solucién esti dada, para cada wvalor £ > 0 'de calor latente de
f:i16n, por: L "1 ' f(zg 2 .

(31) 8(x,t,2) =— - _TTE;T_ » s(t,2) = 2352 t_
donde ¢ . s la (mica solucibén de (2) con

(32) Ste = <

En [31] se estudia el comportamiento de La solucién (31) cuando
g +0" , obteniéndose que g, > *o con lo cual la frontera 1libre
s(t,%) avanza muy rapidamente en la fase 1liquida. Esto es fisica-
mente aceptable pues la fase liquida se encuentra a la temperatura
de fusidn 6 £ = 0 y el calor latente & es pequefio, con lo cual 1la
energia que se libera al solidificar un trozo de material es despre
ciable. Ademds, la temperatura 6(x,t,%2) decrece hacia el limite
8(x,t,0), dado por:

- -_ e x
(33) o(x,t,0) }z;ﬁg* o(x,t,) B erfc (m)
que resulta ser la solucibén del siguiente problema de conduccién de

calor para la fase sblida:

_ k
azuxx—ut,x>0,t>0(a2=52-)
(34) u@0,t) =-B , t>0
ux,0) =0 , x> 0.

Por otra parte, se obtienen las siguientes estimaciones:
LEMA 5.
i) s(t,2)~ 2a vt log % para cada t > 0,cuando 80",
Més afin,se tiene la doble estimacibén (36) y (37) para el coefi -
ciente I
(35) ii) 0 < 8(x,t,2) — 6(x,t,0) <{. , ¥x > 0, ¥t > 0.

DEMOSTRACION.
i) Por definicibn de g, ¥ de la desigualdad (29 i)se

tiene B¢/t = V7w E(El) > exp (gi) — 1, de donde surge la acotacién:

(36) ¢, < [loga+ K.
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Ademis, se tiene
¥z
% = /1 E(g,) < v’17[log('1+ %—c-) exp ()
obteniéndose de este modo una segunda acotacibn para g g dada por:

Bc 1 Bc v
(37) £, 3102( 2/= ) — 7 log log (1 + =) g .

ii) Por definicién y usando (29) se obtiene que:

0 <B flmy) [féz) ——1] = 8(x,t,)- 6(x,t,0) <

BerfC(sl) g exp(-£7)
£(g,) g f(g) ©

con lo cual se deduce la desigualdad (35). -

F) En [34], se plantea un simple modelo de zona pastosa para el pro
~ blema de Lamé-Clapeyron (Stefan) a una fase, el cual admite una so-
lucibén explicita. E1 término de zona pastosa se refiere a una zona
donde la fase sblida y la liquida coexisten, la cual proviene de la
forma compleja en que el material liquido se solidifica. Esta zona
puede ser muy larga o muy corta, dependiendo del material y de las

condiciones bajo las cuales se solidifica.

Se considera un material unidimensional semi-infinito x > 0 que
se encuentra inicialmente en estado liquido a su temperatura de fu
sién ef. A partir del instante inicial, se impone una temperatura
6, < 8¢, en el borde x = 0, con lo cual el proceso de solidificacién
comienza pudiendo ser distinguidas tres regiones distintas:

i) La fase liquida, a temperatura 6 = 8¢, Se encuentra en la re
giébn x 2 r(t), t > 0.

ii) La fase sélida, a temperatura 6 < 6¢>, Se encuentra en la re
gibn 0 s x s s(t), t > 0, donde s(t) = r(t).

iii) La regibén pastosa ocupa la regién s(t) s x = r(t), t > 0, a
la temperatura 6 = O Esta regién es isotérmica y se hacen dos hi
pbtesis sobre su estructura:

a) El material en la zona pastosa contiene uma fraccibn fija ez
(o < € < 1, constante) del calor latente de fusién & por unidad de
masa.
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b) E1 ancho de la zona pastosa es inversamente proporcional al
gradiente de la temperatura en x = s(t), llamando con y > 0 a dicha
constante de proporcionalidad ({y] = temperatura).

EJERCICIO 7.

i) Utilizando un método anilogo a la deduccibén de la condicién

de Stefan (Ver I-Apéndice 2), se obtiene:

(38) ke (s(t),t) = o2 [e $(t) + (1-€) rt)}, t»>0.
ii) Ademis se tiene:
(39) o, (s(t),t) (r(t) - s(t)) =y, t>0.

Por lo tanto, de acuerdo al modelo anterior, el problema consis-
te en hallar las fronteras libres s = s(t), r = r(t) y la tempera
tura 6 = 8(x,t), definida por (I-1), de manera que satisfagan 1las
condiciones siguientes:

(I-21,11,111),(38) , (39)
s(0) = r(0) = 0.

(40)

EJERCICIO 8.
Las funciones 6(x,t) , s(t) y r(t) , que satisfacen el problc
ma (40), pueden encontrarse a través del método de semejanza como:

(ef’ )
(41) 8(x,t) = 9 '—é—r—f-(-ET erf (—7{)
s(t] = 2eavt , r(t) = 2uavt
donde:
yvm 2
(42) H=E€+ zzg—jg—j'erf () exp(g®)

f o
y £ es la (mica solucibén de la ecuacién:

(43) Dx) =32, x>0
con
D(x) = x erf(x) exp(x?)+ 1- Ee/;-[exp(xz) erf(x)]*
(44) f 0
c(ef-eo)
Ste = . : nlmero de Stefan.

L
OBSERVACION 6.

El clésico modelo de Lamé-Clapeyron para el problema de Stefan a
una fase se obtiene haciendo:
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(45) e=1 , y=0.

EJERCICIO 9.
Si el nimero de Stefan es pequefio, entonces und solucién aproxima
da para £,u viene dada por: | 1h
Ste _ _
(46) £ = le_"'Y(l'f:)/(ef'eo)] g y U= 5[1+'Y/(9f 90)]- |

G) A continuacién se analizari el caso de un £Lquido super-engriado

[4]. Se supone que el cuerpo semi-infinito x >0 se encuentra inicial
mente a una temperatura uniforme ei’ con ei < ef (temperatura de fu-
sién), y que la solidificacién comienza a la temperatura 6 en el

borde x = 0 y se mueve hacia la derecha. El problema consiste en ha

llar la frontera libre s = s(t) y la temperatura 6 = 6(x,t), defini

da por:

6 si O0<x<s(t) , t>0

f
o(x,t) < 6

(47) 6(x,t) =
£ si x>s(t) , t>0

de manera que se satisfagan las condiciones siguientes:

azexx =0, X > s(t) , t>0

9()(,0) = ei ’ x>0
(48) o(s(t),t)=6y , t>0

ke_(s(t),t) =—ps(t) , t>0

s(0) =0
donde los coeficientes térmicos k,p,t, a? = %E' son los correspon-
dientes a la fase l1iquida. Entonces se tiene el siguiente resultado:

EJERCICIO 10.

c(ef-ei)
Si Ste = 3 < 1, entonces la solucibn esti dada por:
) erfc(2§7f)
(49) (x,t) = ei + (ef—ei) =A@ , s(t) = 2ag/t

donde ¢ es la (nica solucibén de la ecuacién:

(50) 6x) =2, x> 0.

EJERCICIO 11,
i) Verificar que si la temperatura inicial de un liquido super-
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enfriado es uniforme e iguala -h con 0 < h < 1, entonces

u(x,t) = -h + e AC

erte &7 .
(51) |
s(t) = 1- 20/t
es solucibn del siguiente problema en variables adimensionalizadas

[13]):

U, =u o, 0 <x<s(t) , 0<t<T_"4'67

ux,0) =-h , 0=x+<1
(52) u(s(t),t) =0 , 0<t«<T

u (s(t),t) =-s(t) , 0<t«<T

s(0) =1
donde o es la Gnica solucibén de la ecuacibn.
h
(53) G(x) = Te s X 0.

ii) Analizar u(0,t) y ux(O,t). -

H) Un ejemplo de sofucién exacta con datos no constantes esti dado
por [17]:
EJERCICI0 12.

Verificar que

X

) , s(t) =M/t M > 0)
1

(54) e(x,t)= W

es solucién del problema (I-9 bis), donde

W(z) = A; erfc (%) - A,

~
v
Z

N

M= JEMexp02/4) , Az = /T GEp

h(x) = W) , S(0) =M (en lugar de s(0) = 1)

(56)

£(t) = W(0) = Av-A2 = V7 E())
estando E y G definidas por (3) y (28) respectivamente.

1. LA SOLUCION DE NEUMANN DEL PROBLEMA DE STEFAN UNIDIMENSIONAL A
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A) Se considera el problema de fusién de un material semi-infinito
x > 0 que inicialmente se encuentra a temperatura inicial ei=-C<ef
y que en el borde fijo x = 0 es calentado a una temperatura eo=B>ef

Sin pérdida de generalidad, se supone que b = 0 (si no,se reali
za una traslacién de la escala de temperatura). Se supone también
que la densidad de masa p es comin a ambas fases. El problema con-
siste en hallar la frontera libre s=s(t) y la temperatura e=6(x,t),
definida por (I-4), de manera que se satisfagan las condiciones (I-
5i-viii).

EJERCICIO 13.
Si 6,,0,,s es la solucién de (I-5) entonces se tiene (utilizar

el principio del méximo):
i) -C<0;(x,t) <0 , x>s(t), t>0
il]) 0 <8,(x,t) <B , O0<x<s(t) ,t>0
iii) ezx(s(t),t) <0 , elx(s(t),t) <0, vt > 0.
Utilizando el método de seméjanza, se obtiene el resultado si-
guiente:

LEMA 5.
La solucién del problema (I-5) esti dada por:

ez(x,t) =B - m—(% erf (za—f—‘?f), Osxss(t), t>0

- . C X 5
(57) 8,(x,t) = -C + erFc(o/a;) erfc67§;7f), xzs(t), t>0
k
s(t) = 20/t (a3 = %%; , a3l = Eé:

siendo ¢ la Gnica solucién de la ecuaciébn:
(58) F(x) =x, x>0
donde

B k X C k, X
ZF C—') T ota I Fl (“‘J
p£a27n 2%a, p!.a1 ™ a,

o2 o2
Fo00 = 2R0X) | B () - 20X)

F(x)
(59)
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DEMOSTRACION,

Se propone como solucién del problema (I-5) a:

01(x,t) =u + B, erf(ih_x—&_) , s(t) = 20vt
1l
(60)
ez(x,t) =a, +8B, erf625§7{)

donde las cinco constantes a,,B,,x,,B,,0 deben determinarse usando
las condiciones (I-2 iii-vii) las cuales imponen las siguientes e-

cuaciones:
B=a, , 0=0, +8, erf(g-;-)
(61) -C=ay +8, , O=qa +8 erf(%—l—)
k. 8 2 k, 8 2
I | o 2 P2 o
exp(- —) - exp (—) = povm .
a, xp( alz) az P (azz) P K

Eliminando las constantes @) ,B, ,a, ,82 en funcién de o se tie

ne:
_ ~erf (o/a;) _ - C
a,(0) =C erfc%g/zi) » By(0) = erfc(o/a,)
(62)
ay(0) = B > B,(0) =a-%rf7ag

donde o debe satisfacer la ecuacién (58), la cual tiene (mica solu-
cién debido a las propiedades de la funcién F que se detallan en el
Ejercicio 14 vii.
EJERCICIO 14,
Sean las siguientes funciones:
' £(x) = erf(x) , H(x) = - %d = TN
G(x) = Hx) - 2x .

Se tienen las siguientes propiedades:

i) HO) =% , Hr® =+® , HX) >0 , Vx>0

-f—,; , G(+

iii) H'(x) = G(x) Hx) , G'(x) =H'(x) -2

I}
o

i1) G(0)
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iv) 6x) >0 ,vx>0
v), F'L,x)>0 ,vx>0

vi) F,(0)= +w , F,(+e) =0 ,Fjx) <0, x>0.

vii) F(0*)= +0, F(+®) = -0 , F'(x) <0, ¥ x > 0.
EJERCICIO 15,

Hallar la solucién del problema (I-5) para el caso ef # 0.
OBSERVACION 7.

La solucién (57) (ver también Ejercicio 15) al problema de Ste-
fan unidimensional a dos fases (I-5) es conocida como sofucién de
Neumann [3,51].

A continuacibn se plantearin dos problemas que pueden resolverse
con una metodologia aniloga a la de la solucién de Neumann [3,4].

EJERCICIO 16.

Una regibn de hielo semi-infinita x < 0, a temperatura uniforme
6 , es puesta inmediatamente en contacto con una regién de agua se-
mi-infinita x > 0, a temperatura uniforme 0 El punto de contacto
toma rdpidamente la temperatura de fusibn 6, con eg <0 < 0.

Ademis, el borde extremo x = + o del hielo es mantenido a eg y
y el borde extremo x = + o del agua a 6, Hallar las temperaturas de
ambas fases y la frontera libre que las separa.

EJERCICIO 17.

Se supone que la regibén x < 0 es inicialmente un cuerpo sblido de
constantes Po? Co? ko’ a, @ la temperatura uniforme 0 y que 1la re-
gién x > 0 es inicialmente liquido de constantes p, c,, kz,a, a la
a la temperatura uniforme V. Se supone que la temperatura del cambio
de fase de 1la regién x > 0 es 6 con 0 < ef < V, y que las constan-
tes caracteristicas de la respectiva fase sélida son p, ¢, k;, a;.

Hallar las temperaturas eo, 81, 8, de las regiones x<0, 0<x<s(t),
x>s(t) respectivamente, donde x=s(t) representa la posicién de 1la
frontera libre de separacién entre las fases sblida y liquida, exis-
tentes en la regién x > 0.

OBSERVACION 8.

Existen ciertos materiales que cambian su estado de agregacibn
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con cambios relativamente pequefios de su energia interna, lo que se

traduce en que su calor latente de cambio de fase es despreciable.Es
te caso se da en las dispersiones coloidales de materiales poliméri-
cos en agua,conocidos commmente como {£4tex.Un caso particular inte-
resante es aquel de los Ldtex ternmosensiblfes, que han sido hechos
termosensibles (es decir,capaces de gelificarse por un aumento de tem
peratura) por la adicibén de ciertos ingredientes.La solucién de este
proceso se obtiene haciendo £ = 0 en la solucién de Neumann para el
problema de Stefan a dos fases [15] (ver también [31]).

Mis afm, en [7], se da una expresibén para los coeficientes térmi-
cos del material, para la cual se obtiene que la solucién al caso
£ = 0 da la solucién al caso £ > 0. ==

B) Se considera el caso de un 86€ido finito (O, xo) que inicialmente
se encuentra a la temperatura -C < ef = 0 y con el extremo x = X,
aislado térmicamente. Entonces cabe realizarse la siguiente pregunta
[32]: iSi en el borde x = 0, el sblido es calentado a una temperatu-
ra B > 0, entonces cuindo la solucién correspondiente al sblido semi
infinito (0, + o) es aplicable al caso del sblido finito (O,XO)?

La respuesta es afirmativa si la temperatura de la fase sblida en
el extremo x = X, coincide con la temperatura inicial; por lo tanto,
para que se tenga 91(Xo,t) 2<-C es necesario y suficiente que sea
erfc (xO/Zal/t)¢=$0, es decir :

x
(64) erf (73—‘1’7{)31 .

Teniendo presente que se tiene erf (x) ~1, ¥ x 2 2, se deduce
que la respuesta serd afirmmativa cuando se tenga que, xo/Zal/t 2 2,
con lo cual, la aproximacibén seri correcta para tiempos t que verifi
quen: |

X 2

< 0
(65) ts oy . W

1l
C) Se considera el caso estacionario del problema de Stefan a dos fa
ses correspondiente a un cuerpo unidimensional de longitud finita,el
cual seri representado por el intervalo (0, xo) con x> 0.Se supone
que la temperatura de cambio de fase es nula. Se analizarin dos ca-
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sos diferentes:

CASO 1).
La temperatura en el borde x = 0 es B > 0 y en el borde x= X, es

-C < 0. Con estas imposiciones el problema es siempre a dos fases,
con la fase 1iquida en la parte izquierda y la fase sb6lida en 1la
parte derecha, estando ambas fases separadas por la frontera libre
x =8, con0<s < X, la formulacién matemitica de este problema,

estd dada por: Hallar la frontera libre se(O,xo) y la temperatura
8 = 8(x), definida por:

82(x) >0 si1 0<x<s
(66) 8(x) = 0 si x=s

8;(x) <0 si s <x< X

de manera que se satisfagan las siguientes condiciones:
) 8 () =0,xe(0,8) 5 61 (=0, x e(s,x)
(67) 11 61(s) = 82(s) = 0, ky0i(s) = kz63(s)
iii) 6,(0) =B >0 , el(xo) =-C<0 .
EJERCICI0 18.
Si se realiza el cambio de funcibn {ncégnita [41]
(68) u) =k, o*(x) - k;p x) , 0<x < X,

donde 6" y 6 representan respectivamente la parte positiva y ne-
gativa de la funcién 6, entonces el problema (67) se reduce al si-

guiente:
u'=0 |, x € (0,x)
(69) ©
u(0) = kB > 0, u(xo) = ~k;C < 0.

Ademis, ¢ puede reencontrarse a través de la relacién:
1 + 1 -
(70) o= u' - & u

OBSERVACION 9.
‘La frontera libre x = s del problema (67) ha desaparecido en 1la

nueva formulacién (69). Mis aGn, puede ser obtenida a través de 1la
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funcibén u, pues se tiene la siguiente ecaivalencia:

(71) u(s) =0 <= 9(s) = 0.

EJERCICIO 19.
i) Obtener la solucién de (69) y por ende deducir que la solucién
del problema (67) esti dada por:

eo sz
(72) S =i X, ° eO«B'EIE

g— (s-x) si 0sx=ss

(73) o(x) =

-C (x-s) si s sxsx.
XO‘S fo)

ii) Verificar directamente que (72) y (73) es la solucién del pro

blema original (67).

CASO 2).

En el borde x = 0 se tiene una temperatura B > o y en el borde
X =x,  se tiene un flujo de calor saliente h > 0. Por lo tanto, el
cuerpo pierde energia a través del borde x = X, con lo cual su tem
peratura serd inferior del valor B. Con estas imposiciones, en gene
ral, el problema no es a dos fases. Se veri que el problema serid a
dos fases si h verifica una cierta desigualdad. La formulacibén mate
mitica de este problema esti dada por: Hallar la frontera libre s e
€ (0,xo) (si existe) y la temperatura 6 = 6(x), definida por (66)de
manera que se satisfagan las siguientes condiciones (67 i, ii, iii
bis), a quien se lo llamari problema (67 bis),donde:

-k2 eé(xo) =h>0 si e(xo) 20
(67 iiibis) | _
-k, e;(xo) =h>0 si e(xo) < 0.

EJERCICIO 20. |
Utilizar el principio del miximo para ecuaciones elipticas para

deducir que:

(74) e(x) <B , x e (O’XO)' B

EJERCICIO 21. [42]: -
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i) Si se realiza el cambio de funcién incbégnita (68),entonces el
problema (67 bis) se reduce al siguiente:

uw'ix) =0 , xe (0,x)
(75) ©
u(0) = sz >0 , -u'(xo) = h > 0.

'ii) La solucibén de (75) esti dada por:

(76) u(x) = =hx + k B.
iii) El Caso 2) es un problema a dos fases si y sblo si
k,B
(77) h >
%o

iv) Mis a(m, si la desigualdad (77) se verifica, entonces la so-
lucién del problema (67 bis) est4 dada por:

kB

(78) s = 1?1—

;B(l—-’sf) si0dsx=ss

9 ] =
(79) (x) kB
X .
-'E__(E_l) si ssx;xo.
k,B !
v) Si h = X » entonces el Caso 2) es sb6lo un problema estacio

o
nario de conduccién del calor para la fase liquida, cuya temperatura

viene dada por:

(80) 6(x) = B-i‘—x , x e [0x].
2

vi) Verificar directamente que (78) y (79) es la soluci6n del
problema original (67 bis).

OBSERVACION 10.

Una condicién suficiente para que el problema de Stefan sea a
dos fases es que la temperatura impuesta sobre la superficie I del
material (en nuestro caso unidimensional, I' esti representada por
T = {0,xo }) tome valores de signo contrario (siemprekqtﬁe la tempe-

ratura de cambio de fase sea 0). El Caso 2), con h > x2 , nos indi
o

ca que dicha condicién no es necesaria.
Ademis, esta idea de obtener una desigualdad para el flujo de ca
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lor serd utilizada mds adelante para el problema de evolucién de
Stefan a dos fases, obteniéndose de este modo una propiedad para la

solucién de Neumann [43].

EJERCICIO 22 (Generalizacién del Caso 2)).

Se supone que el material tiene una fuente de energia interna g=
=g (x) por unidad de volumen y de tiempo.

i) El problema consiste en hallar la frontera libre s € (O,XO)(si
existe) y la temperatura 6=6(x), definida por (66), de manera que se
satisfagan las siguientes condiciones (67 ibis, ii, iiibis), a quien
se 1o 1lamari problema (P), donde:

-k, o} x) =gx) si xe€ (0,s)

(67 ibis)
-k, eg x) =g(x) si xe (s,xo).

ii) Si se realiza el cambio de funcién incbgnita (68), entonces
el problema (P) se reduce al siguiente:

1

1) i -u'(x) = glx), xe (0,x)

u(0) = sz >0, -u'(xo) =h>0 |,

cuya soluci6n viene dada por:
X

X
[To
(82) u(x) = k,B +Ug(t) dt - h) x—-/(x-t) g(t) dt.
o 0

iii) Si g =0 en (O,XO), es decir existe consumo de energia en
el interior del material, entonces el problema (P) es a dos fases si
6lo si
y soOlo si x
k B 1 0
(83) h>-2 + = [ te de.

X
o o Jo

Mis afm, la frontera libre es el Gnico elemento s € (0,x0)que sa-

tisface la ecuacibn u(s) = 0.
iv) Resolver el problema (P) cuando:
a) gz 0 en (O,Xo), es decir existe generacién de energia en
el interior del material.
b) g adopta valores de signo arbitrario.
OBSERVACION 11.
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El ejercicio anterior generaliza resultados obtenidos en [42].

EJERCICIO 23.

Obtener la desigualdad (77) de una forma mis simple, planteando
el siguiente problema de conduccién del calor estacionario (analizar
la analogfa con (75)):

™) =0 , xe€ (O,xo)
(75 bis)
T(0) =B >0 |, -—k2 T'(xo) =h>0
y observando que se tiene:
(77) <= T(xo) < 0. )

Nétese que este método permite la obtencién de la desigualdad(77)
pero no da la expresién explicita de las temperaturas correspondien-
tes a las fases 1liquida y sblida respectivamente. mm

D) Se considera un material semi-infinito x > 0 que se encuentra a
temperatura inicial uniforme 6, = -C < b = 0 y que en el borde fi-
jo x = 0 se le entrega energia por unidad de 4rea transversal y de

tiempo a través de un flujo de calor q(t) s 0 para t > 0.
a) 5i q(t) = -q<0 (constante),entonces la fusién no comienza inme

diatamente a partir del instante inicial t = 0, pues la temperatura
6(0,t) deberf pasar de 6 = -C <0 a 6 =0 (=6¢) y para ello emple
ard un cierto tiempo t > 0.

Para deducir este hecho se considera el siguiente problema de con
duccibén del calor para la fase sblida inicial:

i) o O x = et , x>0, t>0

(84) ii1) 6 (x,0) =-C <0, x>0
iii) k ex(O,t) =-q<0 , t>0.

La solucién de (84) est4 dada por (Ver ejercicio 14ii del Cursi-
110 C1):

o(x,t) = -C + X /4t ierfe(; =)

(85) t

cm.em¢)=—C+z§V%E ,
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con lo cual, se tiene:
(86) 6(0,t) = 0 = t =T
’7o o 7%oq?

obteniéndose de este modo lo amunciado anteriormente.
b) Si q(t) = - = (h > 0), entonces la fusién comienza inmediata-
mente a partir del instante inicial t = 0 si ho verifica una cier
ta desigualdad; en caso contrario, se tiene sb6lo un problema de con
duccién del calor en la fase sblida inicial.

En efecto, se considera el problema (84 bis) (es el problema (84)
reemplazando la condicibén (84 iii) por la (84 iii bis)) donde:
(84 iiibis) k ex(O,t) = - ;;}-, t >0,

cuya solucibén esti dada por:

8(x,t) = -C + —h—°k/—&_1—r erfc ( o)
(87) *
hy Yam

con 6(0,t) = -C +——r

y que curiosamente tiene la propiedad de poseer en el borde fijo
x = 0 una temperatura constante. Por lo tanto, el material sufrira

inmediatamente un cambio de fase si y sblo si

kC
h > —
Yar

donde k, « son los respectivos coeficientes térmicos correspondien-
tes a la fase sblida.
Por otra parte, si h_ = kC/vam el material permanece siempre en

(88) 6(0,t) >0 <=

su fase sélida (no existe cambio de fase) con una temperatura 6(x,t)
dada por (87).

Esta metodologia fue utilizada en [35]; previamente, la desigual-
dad (88) fue obtenida en [43] por otro método mis extenso pero que
permite hallar la temperatura de las fases liquida y sblida, ademis
de la frontera libre que las separa. En efecto, se considera el pro
blema de hallar la frontera libre s = s(t), definida para t > 0, y
la temperatura 6=6(x,t), definida por (I-4), de manera que se satis
fagan las condiciones (I-5 bis)(la condicibén (I-5iv) es reemplazada
por (I-5ivbis); ademis se supone que ef=0 y que 6.= -C < 0), donde:
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(I-5ivbis) kzezx(O,t) =— g, t> 0 (ho > 0).

Se obtiene el siguiente resultado [43]:

LEMA 6.
i) Si hb verifica la desigualdad
Ck,
89 h >
(89) O ay/h

entonces la solucién del problema (I-5 bis) estd dada por:

fIA

6,(x,t) = A, +B_erf (ﬁ%ﬁ) ,0sxss(t), t>0

(90) 6,(x,t) = A +B, erf (Tai%’f) .xzs(t), t>0
_ 2 /— 2_ k2 2 - k
s(t) = 2w vt ( a = EE; > a, = oC )
donde
- erf (w/a;) - ~C
A (w) = C e (w/a;) ° Bi(w) = opc (w/a,
(91) azh v/‘lT azh V/‘IT

A2(w) = —p—erf (w/a;) , Ba(w) =- —p—>
w es la tmica solucién de la ecuacibn:
(92) F ) =x x >0
con

h Ck,
Fo) = 53 exp(— x*/a,) = -—m F (x/a))

F, funcién definida en (59).

(93)

Ck
L . 1 _ .
(11) Si h.o s 5:;;;— , (I-5bis) representa sb6lo un problema de

conduecién del calor para la fase sblida, cuya temperatura esti da-
da por

h_a,/m X
(94) a(x,t) = el(X,t) =-C + —Rl—— erfc(sza—l—’;?) ,X>0,t>0

DEMOSTRAC ION.
EJERCICIO 24.
(Obsérvese que (89) es equivalente a Fo(0+) > 0).
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EJERCICIO 25. ‘ Ck,

Verificar que el problema (I-5bis) con h ——7—- corresponde al
problema (I-5) cuando el calor latente de fu516n L+ oo,
LEMA 7. |

Si h.o verifica la desigualdad (89), entonces los problemas (I-5)
y (I-5bis) son equivalentes. MAs atn, para el coeficiente ¢ de 1la
frontera libre s(t) = 20/t de la solucibén de Neumann correspondien
te al problema (I-5), se deduce la propiedad siguiente:

o B k2(:2
(95) erf @) <g\/xc
1

DEMOSTRACION.

Como h.o verifica la desigualdad (89), entonces la solucibén del
problema (I-5bis) est4 dada por (90). Sea Bo la temperatura corres-
pondiente en el borde fijo x = 0, es decir:

a h /i
(96) = A, (w) = _'E— erf(vw/a,)

Camo Bo > 0, se puede considerar ahora el problema (I-5) tomando
B=B,, cuya solucién viene dada por (57), reemplazando B por’Bo.Ob-
sérvese que se tiene
(97) Al(x) =q ), Bl(x) =gy(x) , ¥x>0

independientemente de la relacién existente entre B yB.
Por otra parte, se obtiene que:

(98) oTe B, ah/'
En efecto, como vale 8, (w) = — E?ITE7§—T =._.__E___
2

se tiene que:

F()-kB° F (Y - Cle(—‘*’)“
w £a27n 2 E: pLa17n 1'a
h Ck

y de la unicidad de o en la ecuacién (58), se deduce entonces la i-
gualdad (98). Mis alm, se tiene

(99) A,(x) =a,(x) , B,(x) =8,(x) , ¥x>0
con lo cual los dos problemas (I-5) y (I-Sbis) son equivalentes. Por
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otra parte, teniendo sbélo presente el problema (I-5), esta equiva-
lencia nos induce la desigualdad

kB Ck,
(100) hb - azlherf(o/ié]> a,vm

que resulta ser (95).

OBSERVACION 12.
La desigualdad (95) es independiente del calor latente de fusién
y tiene sblo sentido fisico en el caso en que el término de la dere

cha sea menor que uno. -

E) A continuacibn, y para no hacer tan extenso el presente cursillo,
se dar4 una lista no completa de diversos problemas de tipo Stefan,
en los cuales el conocimiento explicito de la solucibén exacta ha ju
gado un papel preponderante (mis referencias sobre el tema podrén
encontrarse en [44]):

i) Analogfa al método de semejanza e inmovilizacién del dominio
[30].

ii) Cambio de densidad en la transicién de fase (p, # 0,) [2, 4,
6, 29].

iii) Acoplamiento de la temperatura y de la concentracién (Cris-
talizacién de una aleacibn binaria) [29, 35, 50, 56].

iv) Solidificacibén de aleaciones [47, 48, 53].

v) Solidificacién y fusién de un cuerpo compuesto [12].

vi) Presencia de multifases [29, 52, 54, 55].

vii) Procesos de transferencia de calor y materia con cambio de
fase en un medio poroso [5, 19-21, 24, 25].

viii) Absorcién de un gas por un sélido [14].

ix) Oxidacién del zirconio [9, 10 (interaccibén entre U0, y Zr),
(Ver conferencia CAl1)].

x) Determinacibn de coeficientes térmicos desconocidos [36, 45
(Ver conferencia CAS5), 46 (incluye una regién pastosa sélido-1iqui-
do)].

xi) Con coeficientes variables [6, 49].

Ademis, caben citarse los siguientes libros [1, 4, 8, 11, 16, 22,
23, 26, 29, 40] y el trabajo de revisiébn [28].
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F) Para finalizar, se derd la formulacién de dos problemas de fron-
tera libre para la ecuacibn del calor o de la difusibn:

F1) El problema de Verigin [29, p.61] estudia la filtracién de 11-

quidos en medios porosos. Sean u,=u, (x,t) y u,=u, (x,t) las presio-

nes de dos liquidos immiscibles, en contacto entre si en el plano

x = s(t), en movimiento en un medio de porosidad m > 0. E1 problema
consiste en hallar las funciones u,=u, (x,t), u,=u,(x,t), s=s(t) de
manera que satisfagan las condiciones siguientes:

u, =aluy, ,0<x<s(),t>0
t XX

u =a§u2 , s(t) <x<x ,t>0

t XX
u, (0,t) = £,(t) , u,(x,t) = £,(t), t>0
ul(x,O) = hl(x), 0sxzsb
(101)
uz(x,O) = hz(x), b=<xs X,
u, (s(t),t) =u,(s(t),t) ,t>0
m-s(t) =—k1 ulx (s(t),t)= --k2 uzx(s(t),t), t>0
s(0)="Db € [O,XO].
EJERCICIO 26.

Bajo las hipbtesis

£,(8) =f, , hyG) =h <£f , b=0 , x =+o

1l »? (o)

(102)

(f2 ®y h1 (x) no intervienen en el problema (101))
las funciones

u (x,t) = £, + A erf(>=2p)
1 1 ZaIJE
_ X
(103) U2 (X,t) = h2 + B erfC(za—zw)

s(t) =28/t , B >0

satisfacen las condiciones (101), donde las constantes A y B estén
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dadas, en funcién de B, de la manera siguiente:

(£,-h,) exp(—sz/ai) (fl'hz)exP(‘Bz/ai)
A(B) =- 2(8) ,B(B)= 2 (B)
- k3, _ x® fe X +
(104) A= F;E:" gx) = exp(- 5?9 er CC-;;J

2
+ 2 exp(- ) erf(5o)
1

%

donde B es la Gnica solucién de la ecuacibn:

(105) hx) =x , x>0
con
2 2
k,(f,-h,) exp(- 3z - 3)
(106) h(x) = 18
m a,/q g(x)

funcién que verifica las siguientes propiedades:

107) h(") = ——7—k2(f1-h2) f(+) =0, f' <0
( m az T ’ ’ *

OBSERVACION 13.
Nétese la similitud entre el problema de Verigin para la teoria

de la filtracién de 1liquidos en medios porosos y el problema de Ste-
fan para la teoria de la conduccién del calor.

F2) En [27], se esquematiza el siguiente problema de frontera libre
para la ecuacién de la difusibn, ligado a reacciones quimicas velo-
ces. Inicialmente, se tiene en la regién (0,b) una substancia A con
centracibn h, = hA (x) y coeficiente de difusividad a,, y en la re

gién (b, xo) una substancia B con concentracién hB = hB(x) y coefi-
ciente de difusividad ap- Se supone que las paredes x = 0 y x = Xg»
son impermeables a dichas substancias y que cuando se ponen en con-

tacto se produce una determinada reaccién quimica veloz que de lugar
a un precipitado. En tal caso, se puede decir que en el plano x=s(t)
de separacién de las dos substancias, se tendri concentraciones nu-
las mientras que entre los respectivos flujos deberi existir una re-

lacién fija B , constante que estd ligada a la reaccién quimica que



32

se produzca. Sean u’A'= ] A(x,t) y ug = uB(x,t) las concentraciones

de las respectivas substancias. El problema puede plantearse como:

Hallar las funciones u, = uA(x,t) » Ug = uB(x,t) , s= s(t) de manera

que satisfagan las condiciones siguientes:

(108)

0<x<s(t) , t>0

uAt=aAu‘Axx R

ug =aBqux , s(t)<x<x0 , t>0

t
u& (0,t) =uy (xo,t) =0 , t>0
X
uA(x,O) = hA(x) , 0sx=sb
uB(x,O) = hB(x) , bsxs X

U, ((8),8) = up(s(t),8) =0 , t >0

) u&(s(t) ,t) = B ag Up (s(t),t) , t>0
X

s(0) =b

OBSERVACION 14,
N6étese la analogia existente entre el problema (108) y el proble

ma de Stefan a dos fases con calor latente de fusibn nula.
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