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ESTUDIOS TEORICOS EN EL PROBLEMA DE STEFAN UNIDIMENSIONAL A
UNA FASE

Domingo Alberto TARZIA

Continuando la Introduccidn del presente Seminario, en
este Cursillo se realizardn estudios tedricos en el pro-
blema de Stefan unidimensional a una fase para un cuerpo
semi-infinito con condiciones de temperatura & flujo de
calor en la frontera fija x=0 , como ser: existencia de
solucibén a través de varios métodos tedricos (argumento
reﬁardado, ecuacidn integral equivalente, proceso iterati
vo), unicidad de solucidn, dependencia mondtona y estabi-
lidad de la solucidn respecto de los datos, comportamien-

to asintbético de la frontera libre, etc..

I. EL PROBLEMA DE STEFAN UNIDIMENSIONAL A UNA FASE CON
ESPECIFICACION DE TERMPERATURA EN EL BORDE FIJO.

Se estudiard el problema de Stefan unidimensional a una
fase siguiente: Dado f=f(t)>0 , h=h(x)>0 y b0 , se quie
re hallar T>0 y dos funciones s=s(t) y z=z(x,t) de ma
nera que el triple {T,s,z} satisfaga las siguientes con-

diciones:



» 1) 2 ,-2,=0 en DT’S={(x,t)/ O<x<s(t) , 0<t<T}
i1) z(0,t)=f(t) ,  O<t<T
iii) z(x,0)=h(x) , 02x<b
(1) iv) s(0)=b
v) z(s(t),t)=0 , O<t<T

vi) zx(s(t),t)=-§(t) , 0<t<T .,

OBSERVACION 1: En el caso b=0 1la condicidn (1iii) sobre
h es superflua y por lo tanto puede eliminarse de la for

mulacién del problema.

A) Se dir4 que ({T,s,z} es una solucidn del problema (1)

si y sblo si:
i) T>0.
ii) sec*(0,T]nc°[0,T] , s(t)>0 en (o,T] .

iii) z es continua (excepto en un nimero finito de pun
tos de discontinuidad de f y h) y acotada en D

T'
Zys Zyys zteC°(DT) , zx(s(t),t) es continua en
(o,7] .
iv) Se satisfacen las condiciones (1i-vi).
OBSERVACION 2: Se usard la notacién D, en lugar de Dy

cuando no dé lugar a confusidén. En general, se supone

que f y h son funciones continuas excepto en un nilmero
finito de saltos acotados(ver (H1) y (H2) en (F), punto a
partir del cual se dan resultados de existencia de solu -

cidn).

LEMA 1 Si (T,s,z } es una solucidén de (1) , entonces
la condicién de Stefan (1vi) es equivalente & la siguien
te condicidn integral

b s(t)
(2) 82(t) _ b2 j £ h(g)ag+r(t) - j £z(&,t)dE,
2 2 0 0
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t

(2)  F(t) = Jof(T)dT.

DiMOSTRACION: EJERCICIO 1 (Utilizar la férmula (50ii) del
Cursillo C1).

OBSERVACION 3: Del Lema 1 surge el hecho de que las condi
ciones (1vi) y (2) pueden usarse indistintamente para

obtener propiedades para las soluciones del problema de
Stefan (1).

B) Para datos generales f>0, h>0 se tiene wna importan
te propiedad sobre el comportamiento de la frontera libre

Se

LEMA 2: 1) Si £>0, h> 0 , entonces la frontera libre

s es una funcién mondtona no-decreciente (8>0) y 2>0
en Ty

ii) Mds aiin, s1 h#0 & f#0 en todo entorno de t=0, en
tonces & es una funcién mondtona creciente (s>0).

DEMOSTRACION: i) Por el Principio del Mdximo se tiene que
z>0 en ﬁT . Utilizando el Lema de Hopf y la condicién
(1v) se deduce que zx(s(t),t)jo y por ende s(t)>0.
Ademds, s& fuese. z=0 se tendrfia entonces 2,50, 10 cual
implicarfa que 850 ., 1ii) Surge por el Principio del M4
ximo fuerte. '

C) Se analizard la propiedad de la dependencia mondtona de

los datos segin el siguiente:

PEUREMA 3 (de monotonfa) : Sean {Ti,si,z1} y (Ta2,s2,z2)

soluciones del problema (1) correspondientes a los datos
(br,h1,f1) y (ba2,hz2,f2) respectivamente, y sea T=Min(T,,
2) « S1 h#0 & f#0, entonces se tienen los siguientes
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resultados:

i) Si bi<b2 , m<h2 , f1<f, entonces s1<s; en
[O,T] y 2z1<z2 en D

T,s1
ii) 8i @< b , hi<he , £, <f2 , T1=T2 entonces s;<s,

en [O,T] ¥y 215zZ2 en DT,31 .

DEMOSTRACION: i) Sea t, el primer valor de t para el

cual se tiene que si(to)=s2(to) ; entonces s2(to)<S(t,).

Por el Principio del Mdximo fuerte se tiene que z,(s{t)t)
>0 en (0,te) y z2-z270 en Dto,81 . Por el Lema de
Hopf se tiene que éx(to)-éz(to)=(Zz-z1)x(s1(to),
t0)<0, lo que resulta ser un absurdo. |

ji) Para 6>0 sea {T’Sd’zd} la solucidn del problema (1)

correspondiente a los datos (b2+8, ha ,f2), donde:
6

h2(x) si 0<x<b:
h2 (x)=
6 0 si b2<x<bat+d .
Por i) se tiene que s1<sg y s2<s5 en [O,T] y por
el Principio del M4ximo se tieme que 23>0 en Dy .y
'8

z5-2220 en DT,sz'

Restando las tespectivas versiones de (2) para

(s2,22) y (sé,zd) se obtiene:

s2(t)

ss(t)-s2(t) = (b2+6)%-b7-2 a[zd(a.t)-zZ(&,t)] dg-
SG(t) 0
- 2J & z25(8,t) dE < (bz+6)2-b§=2b26+62
s2(t)

con lo cual resulta:
s7(t) < s;(t) < s2(t) + 2b 8+6%, ws>0 , wte(o0,1] ,
y» por ende, se obtiene s1(t)<s2(t) en [O,T] . Por el

Principio del Mdximo se tiene que 3z1<z2 en Dp gy °
. 4

OBSERVACION 4: i) Para las hipdtesis de los datos (b,h,f{),
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en el Lema 3, ver mds adelante los teoremas de existencia.

ii) Los resultados de los Lemas 2 y 3 estdn de acuerdo

con la realidad f{sica.

D) Como un corolario del Lema 3, se obtiene el siguiente

resultado de unicidad:

'EOREMA 4: Existe a lo sumo una solucidn en el problema
de Stefan (1).

DEMOSTRACION: (EJERCICIO 2) .

E) En el caso
(3) b=0 , f£(t)=6,>0

Ia solucién del problema (1), que resulta ser Unica, es
t{ dada por (ver Cursillo C3):

s(t)=2& vt
(4) do .
z(x,t)=00- ———— erf(—=—)
erf(&) 2/t
donde & es la dnica rafz de la ecuacidn:
8o
(5) x exp(x?) erf(x)s= , x>0,
| n

A continuacidn, se verd la existencia de solucidén del pro
blema (1) , para los casos b=0 y b>0, a través de los
siguientes métodos: argumento retardado [3] , ecuacidn in
tegral equivalente [10] » proceso iterativo [7] .

') Sean las siguientes hipStesis [3) :

i) b>0
(H1)t

ii) f,h>0 son funciones continuas excepto en un
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nlmero finmtode saltos acotados;
(H1) 1ii) N>0/ O<h(x)<N(b-x) |, Uxe[p,b] .

i) £ es una funcidn continua excepto en un ni-

mero finito de saltos acotados;
(H2) |
i1)  £,L>0/ 2t<r(t)<Lt , Ute[O,TJ .

OBSERVACION 5 [3} : Si z es una solucidén del problema
(1i-v) para una funcién dada s Lipschitz en [0,T] ,
entonces bajo las hipdtesis (H1) & (H2) se tiene que
zx(s(t),t) existe y es continua en (O,T] . Mds alin, se
tiene el mismo resultado si la condicidn de temperatura

(11i) se reemplaza por una condicidén de flujo zx(O,t)=
-g(t)o

LEMA 5: Si 2z es una solucidn del problema (1i-v)
bajo las hipdtesis (H1) y para una funcién dada s mo-
néto no decrecisnte, entonces: ‘

1)) Existe una constante A=A(b,M,N)>0 de manera que:

(6) 0< — z(s(t)-o,t)<a , wte [0,7] , ¥pe(0,b)
donde °

(7) M=M4x(Mdx rf{t) , Mdx h(x)).
0<t<T 0<% <b

ii) Ademds, si zx(s(t),t) existe, se tiene que:
(8) -a< 1z (s(t),t)<0.

DEMOSTRACION : i) Sean

AsMEx(N,—-) ,  toe[0,1]

(9)
W(x)sW(x,toe)= A[g(to)-x] .

La funcidn W verifica las siguientes propiedades:

wxx-wt=0

(10) [w(s,t0)=a s(ro)2ap2M>r(t) vte [0, t0]
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W(x,t0)>A . (b-x)>N(b-x)>h(x) , ¥xelo,b)

(10) w(s(t).to)=A[s(to)-s(t)]_>0 . we[o,to]
Por el principio del Mdximo se deduce que:

(11) 0<z(x,t)< W(x,to) , 0<x<s(t) , O<t<to,
y por ende (6) , pues vale Vtoe[O,T] .
ii) Utilizando (1v), se tiene:

z(s(t )'po to)

(12) -A<z_(s(to),to)= 1im - <0.
| p=+0 p

OBSERVACION 6: La metodologfa utilizada en el Lema 5 pa
ra mayorar la solucién =z es conocida como método de las

barreras lineales (debido a la forma de W ) , o simple-

mente método de las barreras.

OBSERVACION 7: Estimaciones andlogas a las de (6) y (8)
se obtienen en L).

G) M8todo del argumento retardado [1,3] :

Para el caso b>0 y para cada 0€(0,b) se construye
una familia de aproximaciones (sg,zq), solucidn del pro
blema (1 bis) en el cual se reemplazan las oondiciones
(1141) y (1vi) por

ze(x00)=he(x)§xe(x) h(X)
(1111 bis) 1 si 0<x<b-6

xe(x)zX[o,b-e](x)={o o1 beB<xs<

(1vi bis) se(t)=-ze (sg(t-0), t-0)
X

respectivamente. La condicién (1vi bis) significa un re-
tardo del argumento en la condicidn de Stefan (1vi). Las
funciones 8geZ2g SO definen por induccidn, respecto del
tiempo, de la manera siguiente:

a) En el primer intervalo de tiempo 0<t<6 , se define
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i) so(t)=b , tefo,8] .

(13) | [

ii) zy como la Unica solucidén del problema (1i-
-v) en la regién 0<x<€s,(¢) , 0<t<6 con

datos se,h6 .
Por lo tanto, 1z g4 (sg(t),t)=z4 (b,t) existe y es conti
_ X
nua en [0,6] . Ademds, se tiene que -A<z 4 (b,t)<0 en
X

[0,6]. Procediendo por induceidn, se supone que (se,za)
han sido construfdos para 0<t<n® de manera que:

i) sescl-yz g (sg(t),t) existe y es continua
X

(14) con -A<z4 (sg(t),t)<0,
X

t

ii) Se(t)=b' 29 (Se(n-e)on‘e) dn , t>6 .
. e- X

En el préximo intervalo de tiempo n6<t<(n+1)6, se defi

ne:
i) sg(t) como en (14);
(15) ) i1) zg(x,t) como la solucidén de (1i-v) en la
regién 0<x<s4(t) , nb<t<(n+1)6.

Por la hip8tesis de induccidén (14) para zg  Se tiene

. X
que SGEC1 con 0<sg<A . Por otra parte, z,4 (se(t),t)
X

existe y es continua verificdndose (14i) en [n@,(n+1)6].

Por lo tanto, por el Principio de Induccibn, la suce-
sidn (se,ze), aproximacién del problema de Stefan (1)
para cada 0e(0,b) , puede ser construfda para te[O,T].
Mds alin, se obtiene el siguiente resultado:

TEOREMA 6: i) Para cada 0e(0,b) y bajo las hipbtesis
(H1) existe una solucién {T,syzy}del prodlema (1 bis)

con dato inicial hg (1iii bis) y con condicidn de Stefar

retardada (1vi bis). wa funcién sesclﬁhT] satisface
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sg(t)=-zy (s4(t-0) , t-6)

6
16 X
(16) 0« ée(t)ﬁA en [O,T] .

ii) Las sucesiones (sy) y (zy) convergen uniformemente
a s y 2z respectivamente cuando 6 —»0, donde {T,s,z},
es la Unica solucidn del problema de Stefan (1). M4ds aln,
la frontera libre seC‘[O,T] es una funcidén mondétona no-

decreciente y satisface 0<s(t)<A.

DEMOSTRACION: La sucesién (se) es equicontinua y unifor
memente acotada pues se tiene que Qﬁse(t)EA » b<sg(t)<b+AT,
vte[0,7] , ¥6e(0,Db).

Por el Teorema de Arzela-Ascoli, existe una subsucesién

(sei) de la sucesién (sg) de manera que s, converge

uniformemente a una funcidn Lipschitz no-decreciente s
cuando 0, —>0. Sea =z , la solucién del problema (1i-v)
para esa funcién particular s .

EJERCICIQ 3: Verificar que zg converge uniformemente a
i

z cuando 6, —»0, y que {T7,s,z} es solucidén del problema

(1) .(Utilizar la representacidén integral (R) de la con-
dicién de Stefan (1vi) ) [1,3] .

EJEIRCICIO 4 [3]:(Teorema de Estabilidad) Sea {T,,s,,z la solu
cidn del problema (1) correspondiente a los datos (bi,hi.fi)
(i=1,2), que satisfacen las hipdtesis (H1). Si O<bji<b:
entonces existe una constante C=C(bi,A,T) de manera que

se satisfaga

b
lsz(t)-s1(t)le[§z-b1 +J Elh2(€)-h1(&) lag+
(17) 0
b2 t
+J Ena(£)dE +J |f2(T)-f1(T)|dT] . 0<t<n,
ba 0
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Como una consecuencia inmediata de la propiedad de esta-
bilidad (17) , se deduce el:

COROLARIO 7: Bajo las hipdtesis del Ejercicio anterior,
la solucidén del problema de Stefan (1) , con b>0 , es

Unica.

La hipdtesis (H1iii) para el dato h puede ser elimina

da en el Teorema 6, a través del siguiente resultado:

TEOREMA 8 [5] : 81 b0 y f,h>0 son funciones conti
nuas excepto en un nimero finito de saltos acotados y

se tiene que hF¥0 o fZ0 en [O,e] para cada €>0, enton
ces existe una tdnica solucidén del problema de Stefan (1),

para cualquier instante T>0.

DEMOSTRACION: (EJERCICIO 5)

H) Primeramente se verdn algunas propiedades preliminares

[3] ¢
LEMA 9: Bajo las hipétesis (H2), sea {T,s,z} una solu~
cién de (1) con b>0 . Entonces existe una constante

A>0, independientemente de b, de manera que:

(18)  atg s(t) , wte[o,1].

DEMOSTRACION: i) Sea b>0. Sean

- [10z(1+21) )72
(19) v(x,t) -1+exp[-A(x-Atﬂ , A= T ] -

Por el absurdo, sea el instante to definido por:
0« to= Inf{t/At>s(t)}<T ,

con lo cual é(to)gk . La funcidn v satisface las

propiedades siguientes:
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vt-vxx=0

(20) | v(0,t)=-1+exp(-A2t)<et<f(t) , OKt<T
v(rt,t)=0 , Ogtst .

Por el Principio del Mdximo fuerte se tiene que v<z en

el dominio 0<t<it , O0<t<ty . Como v(AtO,tO)=z(s(tO),

t0)=0 , por el Lema de Hopf, se tiene que:
8(tg)=-z_(s(ty),ty)>-v (Atg,t()=)

que resulta ser una contradiccidn.

ii) Sea b=0. Para todo e€(0,T), se tiene que L(t-e)k

<Lt§f(t) en [E,T] . Como s(€)>0 y si se toma a €

como instante inicial, la parte i) nos dice que A(t-€)<

¢8(t) en [e,?] . Por lo tanto, tomando el 1lfmite € —>0

se obtiene (18) .

LEMA 10: Bajo las hipbtesis (H2) y h=0 si b>0, sea
z wuna solucidén de (1i-v) para una funcién dada s no-
decreciente y At4&s(t) en [O,T] . Entonces existe una

constante B>0, independientemente de b, de manera que:

(21) 0& - z(s(t)-p,t)<B , O<p<s(t), O<t<T .

P

DAMOSTRACION: Para toe[p,r},sean

(22) w(x)zw(x.t0)= B[§(t0)-x] , B=—%— .

La funcidn w satisface las siguientes propiedades:
fwt-wxx=0

w(s(t),tg)=B[s(ty)-s(2)]20 , tefo,¢,]

52 |

(23)) w(x,t4)20 , 0%x<b=s(0)

| w(0,40)=B s(t)2Lt 25 (t) te{Q.tO]

Por el Principio del Mfximo se tiene que 3z(x,%t)¢
gw(x,%,) en el dominio O<xgs(t), OCigt, , con lo cual
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1 1
04—~z (s(ty)-p,tp)epW(s(ty)-p,t (B , Vi e [O,

es decir (21).

A continuacidn, se demostrard la existencia de solucidn
del problema (1) para el caso b=0 , a través de lo
realizado en la seccidén G (Método del argumento retar-
dado).

TEOREMA 11; Bajo las hipdtesis (H2), existe una i#inica
solucién del problema de Stefan (1) con b=0., La fron

tera libre se€C'(0,T] es una funcién mondtona no-decre

ciente que satisface
(24) rt&s(t)€Bt , s5(t)eB , ¥eefo,T] .

DEMOSTRACION: Para cada be(O,bO), se consideran el da
to inicial:

(25)  hy(x)=0 , 04&<b

y la solucidn {T,s,,z,} del problema (1) para datos
(b,hb,f). Por el Teorema 6 y los Lemas 9 y 10, se tiene
que stCI[O,T] con QﬁébgB ’ Vte[O,T] .

Por lo tanto, la suceasion (Sb)0<b<bo es equicontinua y
uniformemente acotada pues Qﬁsb(th5b0+BT R Vtg[O,T] .

Utilizando el Teorema de Arzela-Ascoli y la metodologia
del Ejercicio 3 [3] se deduce la tesis.

EJERCICIO 6 [3] (Teorema de estabilidad) : Sea {Tys52.)
la solucidn del problema (1) con b=0 correspondiente
al dato fi(i=1,2) , que satisface la hipdtesis (li2).

Entonces existe una constante C=C(A,B,T) de manera que

se satisfaga

(26) |&z(t)=81(t)[& G [If5-Lalf, » Oct4t

.
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donde

(27) izl =sup | £(e) ., £ =Sup [£(x)].
[a.b] astgb t Octgt
OBSERVACION 8: Coumo una consecuencia inmediata de la nro
piedad de estabilidad (26), se deduce la unicidad de so-
lucidn del problema de Stefan (1) , con b=0, bajo la hi
pbtesis (IR)

La hipdtesis (H2) para el dato f puede ser debilitada

en el Teorema 11, a través del gsiguiente resultado:

TEOREMA 12 [},5]: Si f>0 es una funcidn continua excep
to en un niUmero finito de saltos acotados con fZ0 en
[O,e) para cada ¢€>0, entonces existe una Unica solucidn
del problema de Stefan (1) con b=0,

DEMOSTRACION: (EJERCICIO 7).

I) A continuacidn se verdn algunas gnemlizaciones de cier

tas propiedades vistas anteriormente.

LJERCICIO 8 [},12]: i) La solucidn del problema inverso de
Stefan (ver también Cursillo C4), para s(t)=uta(u>0,a=1+
+ %? ,Y>0) estd dada por:

(28) v (x,0)= ) —— 2 [r]2n

n=1 (2n)! at"
que satisface:
Vu(O,t)= Z' F(Zan+1) (uztB)n
(29) < n=1 I'(2n+1) T'(2an-n+1)
B=2a-1=1+y .,

\

ii) Teniendo en cuenta que:

(BO) as-g—z%l:(—lss B ? Vk=0,1,.......n-1



(30) r(2ant1) :IIT(Zan-k
- T'(2n+1) I‘(2an n+1) nl 2n-k

entonces se tiene
(31) exp[Guzte]-1§Vu(0.t)$exp[8u2t8]-1 .

Si se considera un dato f=f(t) que verifique la hipdte-
sis (H2 bis) que resulta ser (H2) reemplazando (H2ii)
por (H2ii bis), donde:

(H211 bis)  ¥,%,0>0/ 26" Yer(t)gne’*Y, e fo, 7).
entonces se tiene:

EJRCICIO 9 [3]: Si f satisface (H2 bis), entonces:

i) Utilizando como funcidén de comparacidn a Vl(x,t) y
teniendo presente que
v, (0,t)< exp[Br2tP]-1<atBer(t)

(32)
A=[10g(1+lgs%rﬁ

se generaliza la desigualdad (18) del Lema 9 por
(33) at%s(t) , &T .
ii) utilizando como funcién de comparacidn a

(34) w(x)sw(x,to)am&oyﬁ[g(to)-x] , O0St ST

se generaliza la desigualdad (21) del Lema 10 por

559 0< L a(s(t)-p,t)At Y2, 0c<s(t)

A= %% . 04tgT .

iii) Los resultados de existencia, unicidad y estabilidad
en el caso b=0 siguen siendo vdlidos reemplazando 1la
norma llflh; , definida en (27), por:
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(36) lifllt’y= géx‘t.1£1§%} .
LT& ‘

Ademds, existen dos constantes A,A>0 de manera que se

satisface:

(37) A% s(t)ept® ,  octer .

J) Método de la Ecuacidn integral equivalente [10,11]

Se reducird (1) al problema de encontrar una dnica so
lucidn de una cierta ecuacidn integral no-lineal. Para ello
se utilizard{ la siguiente representacién integral, corres
pondiente a las condiciones (1i-v), dada por (ver férmula
(64) del Cursillo C1):

2(x,t) =M1 (x,£) M2 (x,t) M5 (x, t)
rt

Mi(x,t)= ﬁéS(T)’T) G(x,tss(1),1)dT
/0
(38) | rt
Ma(x,t)= | £(1) Gg(x,t;o,r) at |,
r8
Ma(x,t)= J h(g) G(x,t;z,0) dg,
0

donde G y N son las funciones de Green y Neumann res-

pectivamente.

TEOREMA 13: {T,s,z} es solucién del problema (1) con

(39) feC![0,») , hec'[0,b] , h(b)=0

si y 88lo si la funcién veC°[Q,T] , definida por:
(40) v(t)=z_(s(t),t) ,

satisface la ecuacién integral siguiente:

(41) V(t)=2[h(0)-f(0)]N(S(t).t;0.0)+



52

b | . t |
+2Jh'(c) n(s(t>.t;c.o>dc-zj F(1)N(s(4), 430, V)ats
0 0
w
+ZI v(t) 6 (s(t),t;s(1),1)dr
0

donde 8 estd definida por:

t
(42) s(t>=b-j v()ar .
0

DEMOSTRACION: =} Por  (38) y (40) , la funcién 3
viene dada por:

t
(43) z(x.t)=J v(t) G(x,tss(t),T)dt  +Ma(x,t)+Ms(x,t).
0
Teniendo en cuenta la fdérmula del salto (ver férmula (43)
del Cursillo C1), si se deriva (43) respecto de x y se
realiza el 1li{mite x—»s(t)”, se obtienen las expresiones
siguientes:

, t

a) 1{m _ My (x,t)= x(t) 4[ v(t) G (s(t),t;s(t),t)dr.
x —»s(t) X 2 0 X

t t

£(t) ng(x.t :O.T)dT=J £f(t) N _(x,t;0,7)dt=

b) sz(x,t)=J
0

0
t

= -f(0) N(x,t30,0) -J f(t) N(x,t;0,t)dT .
0

b b

h(E) Gx(x,t;E,O)d€= TJ h(g) NE(x.tSE.O)dS=

c) Msx(x,t)=J
0

- 0

b
=h(0) N(X,t;0,0) +J h'(&) N(x.t;&,O)dE .

0
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Regrupando los tres términos anteriores se deduce para

v la ecuacidn integral (41).

&) La funcién 2z, definida por (43), donde v es la
solucidn de la ecuacidn integral (41), satisface las con
diciones siguientes (EJERCICIO 10): (1i-iv,vi) con 1las
respectivas regularidades necesarias para que (T,s,z}

sea solucidén de (1) (ver Observacidn 5). Sélo basta en-
tonces verificar que 3z satisface (1v), es decir V=0,
donde y estd definida por:

(44) v(t)=z2(s(t),t)

Teniendo en cuenta que 2z satisface (1i-iv,vi), si se
integra la identidad de Green

(‘45) (G ZE-Z‘GE )E-(G.s),rf-o

en el dominio Ocz¢s(t) , O<e<tlt-¢ (e>0) y se realiza
el 1{mite € —>0, se obtiene:

« t
(46) Z(x.t)=J v(t)G(x,t38(T),T)dT+M2 (x,t)+Ms(x,t)+
0
+M(x,t)
donde |
t
(7)) M(x,)=| ¥(0) o, (xt3s(T),T)-
0

—v(1) G(x.t;s(r),r)]dr .

Comparando (46) con (43) se deduce que M(x,t)%OQ,
para 0&x¢s8(t) , O0<t{T . Haciendo en (47) el 1fimite
x —»8(t)” y utilizando la férmula del salto se tiene
que Y satisface la ecuacidén integral:



(48) F#(2) +| ¥()fa, (s(2),ts0(0),0)-
‘0
-v(T) G(s(t),t;s(r),1)]dt=0.

Teniendo en cuenta el Ejercicio 11 (mds abajo), de (48),
se deduce que |

t t T
v(e) le CJ LY (0 gor| —ar [ Lrimly,

0 Vi-T 0 Vi-1 0 YT-n
t t N
=Czl |¥(n)| dn dt . = mC l |¥(n) |dn
0 n [(t-'r)('r-n)] /2 0

donde C=C(t) depende sblo de t, y por lo tanto, utili-
zando la desigualdad de Gronwall, se obtiene que Y¥(t)=0

en [O,T] .

OBSERVACION 9: Debido a los datos (39), en [10] ,86 agre
gan a la definicién de la solucién {T,s,z} 1las condicipo
nes siguientes:

z continua en 0¢xzds(t) , 0gt&T
x

sec’[p,T]

las cuales son verificadas por la funcidémn =z dada por

(43) [10] -

(49)

EJERCICIO 11: i) Probar la desigualdad siguiente:

(50) expsz/ajt-T )‘I V4 (______n e )n/z a,x>0, t>T,nelN
(t-T)n/’z s ex 2 ’ ’ ’ ? .

ii) Verificar que:
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t
(51) r = - = n, | 2E—e2vk
I CROTERY K o VBT

EJERCICIO 12: (Desipgualdad de Gronwall): Bajo las hipéte

sis

meL}(0,T) con m(t)>0
(52)

A>0 (constante) , ¥(t)20 , p(t)>0 no-de
creciente,

se tienen las siguientes desigualdades:

t t
i) W(t)ﬁA+‘ m(T)¥(t)dT = ¥(t)LA exp([ m(t)dTt).
0 | Ot
i1) *z(t)£A+jtm(T)W(T)dTﬁ?W(t)é/K + é%J m(t)dT .
0 0
t
i11) ¥(t)4 p(t)+A[ —‘PE-% dtr =
0
t t
a) Y(s) ds<2 p(t)Vt + ATTJ ¥(t)dt ,
0 Vt-s 0

b) Y(t)< (142Av%) plt) exp(ma®t) .

Ayuda: En (i) y en (ii) respectivamente, las funciones

t
fi(t)=A+ I m(T)¥(v)dtr y f£2(t)=s/F1(t) satisfacen una

0
ciertahecuacién diferencial. Para (1i1a) y (1iib) se uti
lizan a1 Ejercicio 11ii y el (i) respectivamente.

A continuacién, se verd que la ecuacién integral (41)
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tiene una dnica solueidn ve C°[O,o] , donde O es un nu
‘mero positivo pequefio y luego por prolongacidén se extende
rd al intervalo [O,T]. Sean:

CO,M={V: [0,0] R/ v es continua con || v|| £M}

(53)
vl = udx |v(t)|
te[0,d]
y el operador F  , con dominio en C, ) , donde F (v)(t)

estd definido como el segundo miembro de la ecuacién inte
gral (41) con s dada por (42). Se tiene el siguiente:

TEOREMA 14: E1 operador Fo: C(,’M-*ch’M es una contrac-

cién para 0 suficientemente pequefio, con lo cual la ecua

cifn integral (41) tiene una dnica solucidn en Co
Mds aidn, para que F, esté bien definido y sea una contrac
cidn, el elemento o0 debe verificar las desigualdades
(55),(60) y (55),(62),(66) respectivamente, donde M

estd dado por (59).

DEMOSTRACION: i) Se verd que el operador F_ estd bien
definido, es decir que

(54)  F_(v)li=Mdx  |F_(v)(t)|eM
° te [0, 6]

a) Tomando

(55) o1, 2Mosb

se deducen en primer lugar las expresiones siguientes:
t

|S(t)-S(T)|51J lv(n)| dn|g Mlt-t], vt,7elo,d]
T

(56)
|s(t)-b] 2 Mt ¢ Mo £ =,  wteo,0].

b) Si se tiene en cuenta (EJERCICIO 13):
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1) IN(s(t),t30,0)| 2 Ci(b) o, Vte[b,&] ]

+ o + o
ii) l lc(x,t3E,0)]dE &| N(x,t;E,0)dE= 1 ,
0 0

Vx,t>0.
(57) N

111) | IN€s(t),t:0,1)[at £ Ca(b)o, viefo, o],

‘0
t -
iv) le, (s(t),ts8(T),T) [dt £ MCs(b)V/O,

Jo
Vte[O,o] con M>1,

donde Ci(b)’ Bi(b) denotan ciertas constantes positivas
que dependen en forma continua s8lo de la constante b; se

deduce que:

[F (v)(t) & 2(n(0)+£(0)) Ca(b)a+ 2 [[n*]| +
(58) + 2 [If]] C2(b)o + 2 M2Ca(b)V/T =2 ||n']+

+ Bl(b)[h(0)+f(0)+ Hi‘n]cn Bz2(b) M%/a .

c) Si se define:
(59)  M=1 + 2 [|nY|
y el elemento - 0 verifica la desigualdad
(60) Bx(b)[h(0)+f(0)+ Hf‘ll]o +B2§b) (142 ||nY| )’/3_4_ 1

entonces se obtiene (54).
ii) Se verd que el operador Fo satisface la desigualdad

(61) NP (v2)-F (v1)ll £A(b,h,£)/G ¢, e=]|| va-vill
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con lo cual Fo resulta ser una contraccidén tomando o
suficientemente pequeiio de manera que satisfaga ademds
la condicidn:

(62) A(b,h,f)Va < 1,

a) S1 8, y 8, corresponden a Vv,; y vV, respectiva
mente, dados por (42), entonces se tiene las siguientes
desigualdades:

[ Jsa(t)-s2(t) ]2 te , || 8 -8l& e

(63)< |s; (t)-s (1) | M[t-T] (1=1,2) , eg2M ,

FLoy e, weo]  Gmn2)

|

b) Se tiene que:
(64) F_(vp)(t) - F (va)(t) = Vy(t) + Vy(t) +
+ Va(t) + Vi (t)
donde

v,(t>=z(h(o>-f(o>)[n(s,(t>.t;o.o)-n(sl(t>.t;o.oﬂ
b

Va(t)=2] h'(g) [N(s:(t).t;s.0)-N(81(t).t;£.0)]d£

0t

v,(t)= 2| f£(x) [N(sz(t).t;aﬁ-u(sl(t).t;o.t}}dt

6 0
( 5) t Bz(t)-Si(T)

Vu(ﬂ’-l V,_(t)v N K{t),t;sa(t),T) at+
-1

0

sa(t)-slr)
+H w) Kei(t),t;s1(1), T)dT +VL(t)
t -7

0
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siendo -V:(t) la suma de los dos primeros sumandos del
lado derecho de V,(t): pero reemplazando s,(t) y s,(T)
cor =-32(1t) y =-si(t) respectivamente.

c) Se tienen las siguientes acotaciones (EJERCICIO 14)
[1()] :

1) IVa(8) 1€ Ba(b) (a(0)4£(0) o

ii) Va2 (t)|£€ Bu(b) |InY| € Vo

111)  |vs(t) £ Bs(b) l|E]l eo

iv) |Vu(t)|£ Bs(b) Me/o siempre que o0 verifique
la desigualdad
(66) M20 £ 1

Por lo tanto, se obtiene la desigualdad (61) eon lo
cual el operador F_ verifica la Tesis.

OBSERVACION 10: En [10,11] se prueba ademfia la existen

cia y unicidad de solucidén, de la ecuacién integral (41),
y, por ende, del problema (1), para todo instante T, pro
longando la soluuién obtenida en el intervalo [0.0] .

LisdA 15¢ Si v es la dnica solucidédn de la ecuacidn inte
gral (41) , entonces

(67) v(0)=h'(Db)

con lo cual 8 resulta continua en t=0%
= -v(0)= ~h'(Db).

, con s(0)=

DiniiOSTRACION: Los sumandos primero, tercero y cuarto de
(41) tienden a cero cuando t —»0t, Teniendo presente que
b

(68) , K(-s(t),t3&,0) h'(g)dE|L
0




60

eXp[’(S(Z):E)ZJ

L h'(g) |de <
£ l lde £
(68) 0
2
expl- 2=) (P
é—-l*-t'— In*'(g) | d¢ —»0 cuando t =»0t ,
2/ T '

y que ademés
(69) [s(t)-s(0) _ Is(t)-b| £ M/E

2 /1 2/t 2
v —ot ,

-~ (0 , cuando

entonces se deduce:

b
1{m N N(s(t),t;£,0) h'(g)dg =
t =0

0

(b
=1fm , | K(s(t),t3£,0) n'(g)dg = Ri{R)L

t —>0 2
/0

con lo cual resulta (67).

K) Bajo las hipdtesis de los teoremas anteriores se tiene
la existencia de una dnica solucién del problema (1) pa
ra cada T>0 y b>0., Cuando T —>+» , la solucidn puede
extenderse y por lo tanto es interesante el estudio del
comportamiento de la frontera libre s(t) cuando t —>t=,
Se tienen los siguientes resultados [4] s

+®

TEOREMA 16: i) Si f f(t)dt=+», entonces 1fm s(t)=+=,
0 t =t
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8i fgnf(t)dt<+“, entonces:
O .

t—>t

(70) { ° ” 1
| sw;[b2+2 En(&)d&+2 f(t)dt] /2.
~ 0 0
+o
ii) Sea (s,z) 1la solucién de (1) con f f(t)dt=+eo ,
0

Para cada to 20, sea (0,v) 1a solucidén del siguiente

problema:

vt'vxx=0 , 0<x<o(t) , t ¢t

v(0,t)=f(t) , to<t
(71) v(o(t),t)=0 , t,<t
0(t0)=0

o(t)= -v (9(t),t) , t,<t

entonces
a) (1 & (3131)24.1 + c(t , t>t
= o(t) T o2(t) °
s(ty)
(72) C(to)=a2(ty) + 2J xz (xpo)dx

0

b) 1fm &) - 4, (73)

t o o(t)

iii) S8i f es tal que ||f||Eco teo) ©8 finito y verifi
'
ca ademds las condiciones:
+

(74) f(t)dt=+o , 1inm f =0 ,
| 1 —pto el [t.o’+°°)

0

entonces se tiene que:
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t)
(75) 11m 5( =
—>to [2F(1;)]1]2
+oo '
DEMOSTRACION: 1) Sea J f(t)dt¢+= . Utilizando la fdér
0

mula (2) y 2>0, se obtiene:

b s(t)
s*(t)=p'+y En(£)d&+2F(t)-2| ¢&z(g,t)dtL

0 0
(76) b

& b+ 2| En(€)dE + 2 F(t) £ s, s ¥t>0 .

0
Se considerard primero que f tiene soporte compacto,
es décir que f(t)=0, ¥t>T , con T >0 . Sea W la
solucidn del siguiente problema:

We-W, =0 , O0¢x</s, , >0

W(0,t)=f(t) , t>0

(77) w(/sg,)=0  , >0
W(x,0)= | h(x) si 0&x&b
{ 0 si bexg/s, ,

que converge uniformemente a 0 cuando t —»+» (pro
piedad general de la solucidn de la ecuacibn del calor
D1} ). Por el Principio del Mdximo se tiene que 0Lz4\/,

con lo cual se deduce que 1im S(t)E (£,t) d&=0. Pasan
t>4eg |

do al 1imite t=—2+2 en (2) se obtiene (70).

Sea ahora el caso general para f , no necesariamente

a soporte compacto. Sean
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f(t) si 04tsn
(78) fn(t)={

0 Vsi t>n

y los correspondientes Sw, Y sn(t) « Por el Teorema
de Monotonfa se tiene que s (t)zs(t)e/so , ¥t20 . Por

lo visto anteriormente, se obtiene que

I 3
(79) Vear =1fm s _(t)£ *-s(t)¢ TIm a(t)e/s,
t —> t—o t —2oo

y utilizando 1im Sw =S, se deduce (70).
n —%wx

ii) Por el Teorema de Monoton{a se tiene que o(t)4s(t),
¥t>t_, y por el Principio del Mdximo se tiene que 04vLz
en -0€x£o(t) , t 4Lt . Utilizando (2) para t4>0, como
tiempo inicial, se obtiene

t s(t)

s (t)-C(t,)=2| f(r)dr-2| gz(g,t)deg
t, 0

a(t)
&2| f£(1)dr - 2 gev(g,t)dg =o02(t) ,

(80) t

t, 0
y por ende oz(t)ész(t)éoz(tHC(to) » t>t_, de donde
surge (72); ademds, por la parte i) y (72) se dedu
ce (73).

iii) Siguiendo ii), por el Principio del M4ximo se obtie
ne que 0Ogv(x,t)&||f|| » ¥ por lo tanto

o’
t a(t) t

o2(t)= 2| f(7)dv- 2| e&v(gt)dae> 2| f(1)dr-
to 0 t

- £ 2(t)
I ”[to.tf( )
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de lo cual, y teniendo presente que 32>0, se deduce que:
t
2[ " r(0)ar

ta £ o%(t) £ s(t) ¢
1+ |l£ll [tos1]

b

(81)

£ b? +2| &h(g)de +2 F(t) , t>t, .

0
Utilizando (81), dividiendo por 2F(t) , pasando al 1{m
t >+

y luego al 1im , se deduce el resultado (75).
fo —P+o

Si se define que

(82) f(t)~g(t) (cuando t =>+®)ey 1im £t) 4,
t—>+o  g(t)

entonces se obtiene el siguiente resultado:

EJERCICIO 15: i) Si f(t)~pt'6 con p>0, 0¢8<1, enton

ces

s(6)-(129) 2 ¢ (102

1
ii) Si f(t)~p/t con p>0, entonces s(t)~(2plog t) /2

EJERCICIO 16 [4] i) Si f(t)~p con p>0, entonces
s(t)-»th/2 donde B satisface la ecuacidn:

- nl 32D
P TZn) T .

ii) Si log f(t)~pt Y con p>0, Y>0, entonces

Aty
s(t)~Bt 2 donde B estd dada por:
8 _2/p sz

(1+wr)"1'§'1
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L) A continuacidn veremos estimaciones para la frontera
libre s , en funcidn del dato f, en el problema (1)
correspondiente al caso h=0.

TEOREMA 17: i) Sea z=z(x,t) la solucidn del problenma
(1i-v) donde b>0, h=0 en [O.b] y s es una funcidn
Lipschitz y no-decreciente. Entonces, para pe(O,s(t)J

se tiene:

1 I £l
(83) 0£-p-z(s(t)-p,t) £ -—sm ’ 0ctdT .
ii) si {T,s,z} es la solucidn de (1) con h=E0 en

[O,b] » entonces se tiene:
4l

(84) 0&s(t) & ,  0LtLT .
s(t)

el
DE{OSTRACION: Sean toe[o,T] y ‘.*J(x)=m[s(to)-x] .
Entonces utilizando el Principio del Méximo se deduce
z(x,t)¢W(x) en 0Ogxes(t) , OLt4t , y se obtiene (83)
y (84) (EJBRCICIO 17) [17].

De los resultados de este Teorema se obtienen las siguien
tes estimaciones:

CORQLARIO 18: Si ({T,s,z} es la solucién de (1) con
0=0 (el dato h es irrelevante) y £>0 (£f#0) es una

' 4 N .
funcidn continua excepto en un nfmero finito de saltos
acotados, entonces se tienen:

o
/2 1
/

o9 BT e s e o] L s

1+ £ 1], )Y
(86) o0<s(t) < i1l { ” “t] ©, ootLr .

2 F(t)
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DEMOSTRACION: Sea 0&b41 y sean {T’Sb’zb} la solucidn
de (1) con h=0 en [O,b]. Por (84), se tiene:
e ll,

(87) 0« s (t) & Sb(ﬂésb(” . M=8_Z€£T £(t)

de lo cual se deduce que

(88) 0&Lg3-(s,(t)) £ 24 , OLtel .

De la relacidén (2) vy 2,20 se deduce:
sy (t)
2 ! *
b2+2F(t) -l £l s () £ b% 2F(1)-2f &z (&,t)ag=
0
=sb(t)£b2+ 2F(t)

es decir:

(89) b2+2F(t) Z
4] £l

s;(t) £ b? +20(t) £ 1 + 2F(T)

2
con lo cual la familia {sb} es equicontinua y uniforme=

‘mente acotada en [O,T]. Por el Teorema de Arzela-AscOliJ
2

una sucesidn b —»0 de manera que s (t) converge uni
n

formemente en [O,T] a una funcidn Lipschitz continua
s?(t) . Pasando al 1lfmite b~—»0 en (87) y (89) se
obienen las estimaciones (85) y (86) [17] .

II. EL PROBLEMA DE STiFAN UWIDIMENSIOHNAL A UNA FASE CON
ESPECIFICACION DEL ¢LUJO DE CALOR EN EL BORDE FIJO.

Se estudiard el propnleaa 1e 3tefan unidimensional a una
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fase siguiente: Dado g=g(t)20 , h=h(x)20 y 1b>0 , se
quiere hallar T>0 y dos funciones s=s(t) y 3z=z(x,t)
de manera que el triple {T,s,z} satisfaga las siguientes

condiciones:
i) Zxx'zt=0 » en Dy
ii) zx(O,t)=-g(t) , 0¢t«T
iii) z(x,0)=h(x) » 0Zx4Db
(90)

iv) s(0)=b
v) z(s(t),t)=0 s  OL«T
vi) z_(8(t),t)=-8(t), 0<t<T .

OBSERVACION 11: En el caso b=0, la condicién 00iii) so
bre h es superflua y por lo tanto puede eliminarse de

la formulacién del problema. Engemeral, se supone que g
y h son funciones continuas excepto en un nidmero finito

de saltos acotados.

A) Diremos que {T,s,z} es una soluciédn del problema (90)

si y sélo si:
i) T>0 ;
11) sec*(o,TJf)c°[0,7] . s(t)>0 en (0,T] ;
iii) 2z es continua (excepto en un nimero finito de
puntos de discontinuidad de h) y acotada en 3} ’
Zor Ty zt€C°(DT), zx(s(t),t) es continua en

(0,7] ;

iv) Se satisfacen las condiciones (90i-vi).

Fn forma andloga a los Lemas 1 y 2 y los Teoremas 3

Yy 4 se obtienen los resultados siguientes:

EJERCICIO 18: 5i ({T,s,z} es una solucién de (90) , en
toncea la condicién de Stefan (90vi) es gquivalante a
la siguiente condicién integral
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.b B o s(t);

 s(8)=bt| B(E)AE + G(t)-] z(x,t)dx
| 0o 0o
(91) " o
G(t)= S(T)dT .

EJERCICIO 19: Cualquier solucidn =z del problema (90)

es no-negativa; mds aln, se tiene é(t)= -zx(s(t),t)go.

En el caso que h>0 & g>0 en cualquier entorno de t=0,

la frontera libre s es una funcidn creciente (5>0).

EJERCICIO 20: Sea {Ti’si’zi} solucidn del problenma

(90) correspondiente a los datos (bi,hi,gi) (i=1,2)

y sea T=M{n(Ti,T2) . Si bien n,70 & g2#0, entonces se
tienen los sjguientes resultados:
i) Si b1<bz,h1‘h2 y g1£g2 entonces 8:1«¢82 en [O,T]

y z1€4z2 en DT,s;‘

ii) Si bigba, higha2 , gifgz y Ti1=T2 entonces si1€s,

en [O,T] vy 2z1£z2 en DT,sxi

1ii) Existe a lo sumo una solucidn en el problema de Ste
fan (90) para b>0,

B) Sea la siguiente hipdtesis [6]:

i) b>0 ;
(11) ii) h,g>0 son funciones continuas excepto

en un ndmero finito de saltos acotados;
1ii) JN>0/ 04h(x)Li(b-x) , vxe[o,b],

que para el caso b=0 se reduce sblo a la condicidn (Hii).
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LEMA 19: Si =2 es una solucidn del problonma (90i-v)
bajo la hipdtesis (H) para una funcidn mondtona no-de
crcciente s dada, entonces:

i) Fxiste una contante A=Mdx(N,Mdx g(t))>0 de mane

ra cue tE[Q,ﬂ

| 1
92) 04 -
(92) <5

ii) Ademds, si zx(s(t),t) existe, se tieme que

2(s(t)-p,L)Lh , ¥te[0,T] ,¥oe(0,b).

(93) -2 £ 2, (s(t),t) & 0.

DEMOSTRACION: Se define la funcidn W(x)2W(x,t.)=A[s(tg-x]
v aplicando el Principio del Mdximo se deduce que

0z (x,t)eW(x,t ) , 0dxgs(t) , O4tet, , ol resto queda
como EJERCICIO 21.

6) Método del Argusento liztardado [1,(3] .

Sizuiendo lo dado en I-G , para el caso Db>0 y para
cada 0e(0,b) se considera la solucidn Zg del problecua
(920i-v) donde h(x) , s(t) y T son reemplazados res-
pecitvamente por hO(x) , so(t)ib vy 0U. En este caso se

tiene que zex(so(t),t)izox(b,t) exislte y es continua en
[9,0] , v ademds, verifica la condicién -Aézat(so(t),t)éO.
-1 el segundo intervalo de tiempo 0£L£23 se deline:

t
b~ zox(so(r-e),r-e)dr
0

(94) s4(t)

vy se resuelve el problema (90i-v) para esta eleccidn d=
.so(t). Estas son las primeras etanas de un proceso induc-
Livo que se puede realizar para cala 0e(0,bh). Entoncss

Ge tienen los siguicuntes resultados:
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TEORiZMA 20: Sea b>0., Entonces:

i) Para cada 06e(0,b) , existe una.solucién: (50,20) de
(90) donde h es reeaplaszada por hy . La funcién
soeC‘[O,T] , es igual a b en [0,0] y satisface (94)
para tE[O,T] . Mds adn, se tiene

(95) oLsg(t) £ A , telo,T],

donde A estd definido cn el Lena 19.

ii) Bajo las hipétesis (lI) y Db>0 existe una lnica so
lucién {T,s,z} para el problema de Stefan (90) . Adeuds,
la frontera libre SEC‘(O,T] , €3 mondtona no-decreciente

y satisface
(96) os(t)en ,  tefo,T].

Hds ddn, sy, y 2z, convergon uniformemente a s y 3z
respectivamente cuando 6 —»0.

DEMOSTRACION: (EJERCICIO 22) [1,6] .

TEOREMA 21: Bajo la hipétesis (ilii) existe una dnica so
lucién {T,s,z} del problena de Stefan (90) cuando b=i,
La frontera libre SEC‘(O,T] es mondtona no-decreciente

y satisface (96).

aLJ

) ¢ Para cada be(O,bo) sea (T,sb,zb} la
Unica solucidén del problena de Stefan (90) con hZ0;
adends, se tiene que 03, (t)¢A para te[0,T] y be(0,be).
Por el Toorema de Arzela-Ascoli se obtiene una subsucesid:
8pi Que converge unicormenente a 8 eon [O,f}. Sea,
z=z(x,t) 1la dnica solucidén del problema auxiliar (90i-v)
para tal eleccidn de s . Con el mismo argumento usado ei
el Teorema 20[1&3, se puede mostrar que zbi(x,t) con
verge uniformemente a z(x,t). Adends, para cada be(O,bo‘

se tiene



| o splt) |
(97) Sb(t) = b + G(t) - z(x,t) dx
0
; ae la convergencia uniforme de {s; (t)} y {z (x,t)}
se obtiene gque (s,z) satisfacen 1
s(t)
(98) s(t)= G(t) - z(x,t) dx
0
cs decir (91) con b=0. Como s(t) es una funcidén Lips
chitz se tiene que zx(s(t),t) existe y es continua para

t>0, con lo cual {T,s,z} es la solucién de (90) con

EJERCICIO 23 [3,5]

nua no-negativa excepto en un nidmero finito de saltos

Si b>0 , g es una funcidbn conti-

‘ . .« #
acotadosy, cuando sea necesario, h es una funcion no-ng
gativa excepto en un nimero finito de galtos acotados,
entonces existe una dnica solucién {T,s,z} al proble-

ma de Stefan (90) , cualquiera sea el instante T>O0.

D) Bajo las hipftesis de los tepremas anteriores se tiene
la existencia de una dnica solucidn del problema (90)
para cada T>0 .y Db>0 .-Guando T —>+« , la solucidn
puede extenderse y por lo tanto es interesante el estu-
dio del comportamiento de la frontera libre s(t) cuan
@o t—P»+tx= , Se tienen los siguientes resultados [6] :
| | +o0
TEOREMA 22: i) Si | g(t)dt=+«, entonces 1im s(t)=t+,
— y Lt o

+ oo - |
Si f g(t)dt=g <+~ , entonces:

0
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o
(99) 1fm s(t)=s_ T b + | hix)dx + g_ .
t 4o 0

ii) Sea (s,z) la solucidn de (90) con [*g(t)dt=+m .
' Q

Para cada t,20 , sea (o,v) 1la solucién del siguiente pro
blema:

ve-v, =0 O¢x€o(t) , t <Kt
v (0,t)=-g(t) , t,¢t

(100) v(o(t),t)=0 , &<t
o(t ) =0

a(t)= —v_(a(t),t) , bt

Entonces:
D(t )
a) (et | by
o(t) o(t)
(101 s(tg)
D(to)=s(t, ) + z(x,t )dx .
0
B) 1fm s(t) =1 . (102)
t—2>+=0(t

iii) Si el dato g verifica las condiciones:

+ t
(103) [ g(t)dt=te ,  1fm J 6.9 P
0 t ® 't-T

entonces se tiene:

(104) 14m s(t) _
-+ G(t)

0

+

DEMOSTRACION: 1) Sea I g(t)dt=g <#=. Utilizando la féruuls
0
(91) y 2>0 , se obtiene:
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b ts(t)
(105) -s(t)=b #] h(x) dx + G(t) -] =z(x,t) dx g

3e considerard primero que g tiene soporte compacto, es
decir, que g(t)=0 , ¥t2T , con T _>0 . Por lo tanto,
de (91), se tiene:
s(t)
(106) s(t)=g,- z(x,t)dx , Wt2T .
. .

Por el Principio del M4ximo, se deduce que z(x,t)Z4yi(x,t)+
+y2(x,t), donde y1 y Y2 son, respectivamente, las sg

luciones de los siguientes problemas:
'ylxx=y1t ’ x>0 , t>0

(107)< y1,(0,£)=0, >0

hix) , Ogx£b
yI(X.O) =
\ O [ x>b »
Fy2 =ya2 ’ x>0 , t>0
XX t
(108){ y, (0,t)= -g(t) , >0
X
L y2(x,0)=0 » x20 .

Para t2T , se tiene:

b , Inll,
(109) .yx(x.t)=] he) exp[~ ii:ﬁl—] g £ ——

0 2/at L 4t 2/t
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T

_ ° T 2 |
(110) yz(x'.ltl:-Jo —;gf:%‘ exp [- Z‘(%:;)‘]_dr <
Bl

legll, T
el R A PR -
m /T{E-T5)

y por ende se deduce que 1im z(x,t)=0 , uniformemente
en x , con lo cual se obtiene oo(99) de (106),

£ 2

Sea ahora el caso general para g, no necesariamente a
soporte compacto. Sean o

g(t) si O0¢tegn

(111) g, (t)=
0 si n<t ’

y los correspondientes s, ¥y sn(t) . Se tiene que sn(t)é
&s(t)s, , ¥t>0 , y como

11 = {
(112) s, %_f_':m sn(t)é%{—‘&n s(t) < %I:n_’ms(t) £ Se

y utilizando 1fm s__=s

- se deduce  (99).
nyo 0 ’

ii) Por el Teorema de Monotonfa se tiene que o(t)g s(t),
¥t>t,, y por el Principio del Mdximo se tiene que 0Ogvgz
en 0gx£o(t) , t &t o Utilizando (91) para t,>0, couo
tiempo inicial, se obtiene:

t s(t)

(113)  o(t)es(t)=D(t,) + g(t) dt - z(x,t) dx &
tg ' 0
t ot)

£ D(t,) + g(t) dt - v(x,t)dx = D(t,) +

+ o(t) ,
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le donde surge (101); ademds, por la parte i) y (101)
se deduce (102).

iii) Consideremos O,v y y2 como en (100) con t_=0
7 (108) respectivamente. Por el Principio del Mdximo se
tiene 0Ogv(x,t)gy2(x,t) , con lo cual se tiene

a(t) o(t)
(114) a(t)- y2(x,t) dx £ o(t)=G(t)- v(x,t)eG(t)
0 0
7 teniendo presente que
t
(115) ya(x,t)= ___gj_i_)_ exp [-xz/A(t-T)] dt £
T(t-1
0
&
é _.E.L.I_)___d'r
/ATE=TT

0

se obtiene:
o(t)

0(t) £ G(t) £ o(t) + y2(x,t) dx £

0
t
éo(t)[1 + Eﬁlldr],
/' 0 vt-1

que, conjuntamente con (102), permite deducir (104).

EJERCICIO 24: Verificar que

1 si Ogtel
(117) gt X |
11 si 14t
t

satisface las os condiciones (103).
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. . 2 ' . . ' ) :
E) A continuacidn se dardn estimaciones para la frontera

libre correspondiente al problema (90) con b=0.

LEMA 23: Si {T,s,z} es la solucidn de (90) con b=0
(el dato h es superfluo) y g>0(g#0) es una funcidn
continua excepto en un nlmero finito de saltos acotados,

entonces se tienen:

(118) G(t) L & s(t) £ at)
142 llgll, (&)

(119)  o<s(t) £ el , .

DEMOSTRACION: Sea be(0,1] y sean {T,s,,2,} 1la solucién
de (90) con HEO en [O,b] . Por (93), se tiene

(120) 0« 8. (t) £llgll, « M , M =sup g(t).
0tLT

Sea v=v(x,t) la solucidn del siguiente problemna:

! — n
vxx-—vt , OLx , 0<t T

(121)4 v(x,0)=0 , 04x

\ vx(O,t)= - ”g” t ’ 0<t<LT .

Por el Principio del M4ximo se tiene:

t exp[-xz/A(t-T)]
(122) 0£z, (x,t) & v(x,t)=| llgll, k.

—

m(t=-T

<2 llgl, (-,%—)’*.

Por (122) y la relacidn (91) se deducen las siguientcs

estimaciones:



b+G(t) - 2 Hglly ( Y’b(t)'z b+ G(t) -
(123) sp(t)
- zb(x,t)dx = sb(t) £ b+ G6(t) ,
0

es decir:

b+ G(t)

Tez lgll , (B =

~con lo gual la familia {s ,} es equicontinua y uniforme-

(124) sb(t) < B +G(t) £ 1 + G(T),

nente acotada en [O T] . Por el Teorema de Arzela-Ascoli
se puede pasar al 1lfmite b—%0 obteniéndose de esta mo-
Jo las desigualdades (118) y (119) [17] .

I') Se obtiene la siguiente propiedad de dependencia con-

tinua de la frontera libre respecto de los datos dada

por el:

EJERCICIO 25 [2,6] : 8i {T ,s;,2;} es la solucién del
problema (90) correspondiente a l6s datos (bi’hi’gi)

(i=1,2), que satisfacen las hip8tesis (H)con N=M&x(N,,N;),

M=Mdx (3u g1(t) , Bup 2(t)) . 51 04b,£Lb, entonces
te}f te [0, T

existe una constante ©=C(N,M,T) de manera que se satis
faga:

b,
|s2(t)-s,(t)| £ C[bz-bl + [ha(x)=-hy(x)|dx+

' 0
(125) b, "

+ | hp(x)dx + Igz(T)-g;(T)l dTJ, 04tLT .

by 0



78

Como una consecuencia inmediata de la propiedad de estabi
lidad (125), se deduce el:

COROLARIO 24: Bajo las hip6tesis del Ejercicio 25, la so
lucién del problema de Stefan (90), con b>0 , es dnica.

G) Método de la ecuacidn integral equivalente [16]':

Se reducird (90) al problema de enca_ntrar una Wdnica
solucidn de una cierta ecuacidn integral no-lineal. Para
ello se utilizard la siguiente representacién integral,
correspondiente a las condiciones (90i-v) , dada por
(ver férmula (65) del Cursillo C1):

b t
z(x,t)=| h(g) N(x,ts5,0)dé+]| g(t) N(x,t;0,7)dt+

(126) 0 0
£

+ ZE(S(T)vT) N(xotss(T)oT) dt .

0

TEOREMA 25: i) (T,s,z} es solucibén del problema (90)
con ’

(127)  he cl[o,p] , g€ c°[o.T]
8i y s8dlo si la funcidn ve C°[O,T] , definida por
v(t)=z2_(s(t),t)

satisface la ecuacidn integral siguiente:
b

(128) v(t)=2| h'(g) G(s(t),t;&,0)de +

0
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rt
(128) *+ 2 g(1) N_(s(t),t30,T)dT +
o
(t
+ 2] v(1) Nx(s(t),t:s(T),T) dt (3F,(v)(t))
Jo
donde 8 estd{ definida ﬁor
t
(129) s(t)=b - J v(t) dt .
0

ii) El operador Fi: Cg —>C (definido en (128) )
1 4

o,M
es una cpntraccién para o0 suficientemente pequefio, con
lo cual la ecuacidn integral (126) tiene una tdnica so-
lucidn en Co, M M{s aln, para que F) esté bien defini
do y sea una contraccién, los pardmetros o y M deben
verificar ciertas desigualdades. | |

DEMOSTRACION: La parte (i) es andloga a la del Teorema
13 y la parte (ii) a la del Teorema 14 (EJERCICIO 26)

OBSERVACION 12: En [16] se estudia el Teorema 25 con
una condicién (90vi) més general sobre la frontera 1li-

bre, dada por:

(90vi bis) s(t) + z (s(t),t) = q(t) , 0<teT

oomo as{ también la prolongacién de la solucidn para todo
instante y otras gmneralizaciones, en posteriores trabajos.

EJERCICIO 27: Si v es la tnica solucidn de la ecuaciédn
integral (128) , entonces v(0)=h'(b) con lo cual s
resulta continua en 't=0+ , con 8(0)= -v(0)= -h'(b).
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H) Si en el problema (90) se considera el caso b=0

y s8i se supone que la temperatura puede ser expresada en
una serie de potencia alrededor de x=0 , t=0 , entonces
se obtiene el siguiente' resultado:

EJERCICIO 28 [8] : Si el flu o de calor g=g(t) es una
funcién analf{tica del tiempo t, entonces se pueden obte
ner todas las derivadas de s(t) en t=0 , la cual puede
ser escrita como la siguiente serie de Taylor:

Ca 2 Cs R Cy .
S(t)=co+clt--é-!-—t +-3—!—»'t-'z"r't+ cee
¢o=0 , c2= g*(0) - g(0)
(130) 01=g(0) ) Cs3= 585(0) '6é(0) g2(0)+é(0)

cv=51 g7(0) - 75 g*(0) g(0)+10g2(0) F(0) +
+ 15 g(0) [g(0]" - §(0) .

I) En [7] , se estudia el caso particular de (90) co-
rrespondiente a los datos:

(131) g(t)=1 ) b=0 (h es superfluo)

con lo cual la condicidén de Stefan resulta equivalente a
la siguiente ecuacidn integral:

s(t)
(132)  a(t)=t - | z(x,t) dx .
0
De la ecuacién integral (132) se puede notar una cierta

relacidn entre los problemas de frontera libre con los

problemas de frontera mdévil, mediante el siguiente proce-
so jterativo:

i) Se fija la posicidén de sh=sn(t) (n>0) que sa-
tisface la condicidn sn(0)=0.
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ii) 3Se calcula zn=zn(x,t) como solucidn del problema

de frontera mdvil siguiente (se toma s=sn):

r ) |
2. =%y o 0&x<s(t) , 04T ,
(133) z (0,8)= -1 , o<1,

z{s(t),t)=0 , 0T .

\

iii) Se obtiene la nueva posicidn de la frontera libre
mediante la expresién:

s, (t)
(134) 8n+1(t) =t - zn(x,t) dx .

0

Con este proceso iterativo se prueba en [7] que:

a) z(x,t)=1{n
n =P

de frontera mévil (133) con s8(t)=11im sn(t) , tomando
' n -

z (x,t) es la solucidn del problema

iuicialmente so(t)=t.

b) z(x,t) y s8(t) satisfacen la ecuacidn integral
(132). De este modo {T,s,z} resultan ser solucidn del
problema de Stefan (90) con datos (131). Los resultados
obtenidos estdn dados por:

TEOREMA 26: Si se toma como hipdtesis inicial que s (t)=t,
entonces se tlenen las siguientes propiledades:

i) zngo

1) Byyq(8)= - 5, (s,(4),8)20 , g, (0)=0

111) Oz (x,t)gs (t) - x
iv) La sucesidn (sn) verifioca
ad sl(t) < s (t)gs (t) , ¥n

b) (s2n-1) es mondtona no-dccrsciente y stn)
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es mondtona no-decreciente satisfaciendo:

Son-1{t) £ 857,1(8) & 55, (t) & 85, (%),

Por lo tanto cada curva s;(t) (i22) se encuentra en la

regién comprendida por las dos curvas precedentes s, ,(t)
y Si_z(t)-
V) Izn(x’t)‘zn_1(xnt)l é lsn(t) - Sn-"(t)l
vi) ls ,4(t) =~ s ()] £ 2t s (t) - s _4(t)]
vii) Eligiendo t&T=1/4 , se tiene
1
ls 41 (8)-5 ()] & = Is (t)=s _;(t)] <
55-1—- Isi(t) - so(t)l con lo cual se estable

21’1

ce la existencia de s(t)=1fm s _(t) uniformemen

n -—w»wx

te para t£1/4. Mds ailn, usando (v), se tiene

que z*(x,t)=1{m (x,t) uniformemente

n ———pco?p
tet1/4.

para

viii) Sea z(x,t) 1la solucidn del problema de fronte
ra mévil (133) para s(t) y sea s*(t) defini

da por:
s(t)

(135) s*(t) = t-| z(x,t) dx .
0

Entonces se tiene que s*(t)=s(t) y por ende

z(x,t)=z2%(x,t).

ix) La derivada de la funcidén s(t) existe y satis

face la condicidn de Stefan, con lo cual

{1,s,2}

es una solucidn del problema (90) con datos
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(131).

x) La unicidad de solucidn surge por el absurdo.

DRMOBTRACION: (EJERCICIO 29) (Se utiliza principalmente
el Principio del Médximo) [7] .

OBSERVACION 13: Se puede demostrar que el proceso itera
tivo es convergente para t&£T=1 y que la misma metodolo

gia se puede generalizar a situaciones nds generales y a

geometrfas de tipo cilfndrica y esférica [15].

Mds aln, un Teorema general de existengia de solucidn
¢s5t4 dado en [9] , donde no se hace ninguna hidtesis so
bre los signos de los datos y sobre la monotonfa de la
frontera libre. E1 método consiste en definir una trans
formacidn sobre la frontera libre y verificar que se tig

ne un punto fijo.

OBSERVACION FINAL: Num_erosas propiedades de la solucidn
del problema de Stefan a una fase (1) & (90) no han
sido tratadas aqui (por ejemplo, propiedades de regulari
dad (infinita derivabilidad, analiticidad) de la fronte-
ra libre, etc.). Tampoco se ha estudiado el problema de

Stefan unidimensional a dos fases que es de esperar se
trate en prdximos Seminarios con el objetivo de difundir

y analizar los conocimientos bdsicos relativos a proble-
mas de frontera libre para la ecuacién del calor (difusidn)
y sus posibles aplicaciones concretas. Por otra parte mg
rece destacarse el interesante trabajo de revisidn efec-
tuado en ,[13] que puede ser muy dtil a quien desea ini
ciarse en esté tipo de problemas. Ademds, en [18] , se
indica una extensa bibliografia sobre el tema con una mi
nuciosa clasificacidn sobre los diferentes métodos tedri
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cos y numéricos utilizados. ParaAfinalizar merece destas
carse [14] » 1libro fntegramente dedicado al problemd de
Stefan, en el cual se indican numerosas metodologias,

aplicaciones y referencias.

(8]
[*]
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