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Introduccion al seminario sobre el problema

de Stefan y sus aplicaciones

Domingo Alberto TARZIA

En [21], Lamé y Clapeyron estudiaron el problema de 1a solidifica-
cibén por enfriamiento de un globo liquido (Tierra) de la siguiente ma
nera:

" Si se supone que la Tierra es una esfera que verifica las siguien-
tes hipbtesis:
i) primitivamente era liquida y compuesta por una sola substancia,
la cual se encontraba a la temperatura de fusién O¢

ii) se enfria en el espacio y se solidifica a partir de susuperficie
exterior, la cual toma rapidamente una temperatura media constan

te 60 , con eo < ef« ,

1ii) la corteza s6lida ya formada en nuestros dias no tiene unespesor
considerable comparado al radio terrestre,

entonces se obtiene que:
i) el espesor de la parte s6lida que recubre nuestro globo terrestre
aumenta proporcionalmente a vt , donde t es el tiempo desde
que comenzé la solidificacibn,

ii) el conocimiento de dicho tiempo (edad de la parte sblida del glo
bo terrestre) depende tmicamente de mumerosos coeficientes que

pueden ser facilmente obtenidos por la experiencia. Dichos coefi



cientes dependen sblo de la fase sblida.

En realidad, bajo las hipbtesis dadas anteriormente, en [21] se re
suelve el problema de la solidificacién de un material semi-infinito,
representado por x > 0 , que inicialmente se encuentra en fase 11
quida a su temperatura de fusibn ef y que en el borde x = 0 se le

enfria a una temperatura 0, inferior a la de fusién (ver Figura).

fase sblida a |
temperatura 6=6(x,t)

x = s(t) fase liquida a

temperatura 6= 6.

fase s6lida a fase liquida a El centrode la

temperatura 6 =6(x,t) temperatura 6 =6 £ Tierra esté re
— + > presentado por
x=0 x=s(t) X X =+

Por consideraciones fisicas se intuye que para cada tiempo t > 0
existird un punto x = s(t) que separari la fase sblida, representada
por el intervalo (0,s(t)) , y la fase liquida, representada por el

intervalo (s(t),+®) , que se encuentra a su temperatura de fusién.

Desde el punto de vista matemitico, el problema puede plantearse de
la siguiente manera:

Hallar la funciébn s = s(t) (frontera Libne que separa la fase sb-
lida de la fase liquida y que se encuentra a temperatura constante) de
finida para t >0 con s(0) =0 , y la temperatura

0(x,t) si 0 < x < s(t) , t>0
(1) 6 =
' O¢ si s(t) s x , t>0

de manera que satisfagan las siguientes condiciones:



i) pc et = k exx sy 0 <x <s(t) , t>0

il) e(0,t) = 0, < 95 » t>0
(2) iii) e(s(t),t) = ef . t>0
iv) ke (s(t),t) =pLs(t) , t>0
v) s(0) =0
donde:
a) La (2i) representa la ecuacibén de conduccibén del calor para la fa-

b)

d)

A)

se sblida donde k,p y c representan la conductividad témmica,
la densidad de masa y el calor especifico respectivamente (ver Apén
dice 1).

Las condiciones (2ii) y (21ii) nos expresan que la temperatura del
borde fijo x = 0 y de la frontera libre x = s(t) es constante-

mente eo y 6¢ respectivamente.

La condicién (2iv) expresa el hecho que el flujo de calor que atra
viesa, en un tiempo infinitamente pequefio, la frontera libre x-=

= s(t) es igual a la cantidad de calor abandonada por 1la porcibn
de 1iquido que se solidific6 durante dicho lapso de tiempo (una de
mostracién mis general se hari en el Apéndice 2). Esta condiciénes
conocida por condicifn de Stegan y se deduce del principio de con

servacién de la energia.

La condicién (2v) nos indica que inicialmente el material semi-in-
finito se encontraba a la temperatura de fusién ef (ver (1)).

La solucién exacta del problema (2) fue dada por Lamé-Clapeyron en
[21] y ser4 desarrollada en el cursillo C3.

Conviene realizar aqui algunas observaciones y comentarios:

El problema planteado por Lamé-Clapeyron [21], cuya formulacibén ma
tamitica estd dada por (2), es conocido en la literatura como pho-
blema de Stefan a una fase. El nombre de probfema de Stefan surge
en los alrededores de 1950 en homenaje a los numerosos trabajos que
Stefan realizb sobre el tema en los afios 1890[39-41], con lo cual,
por desconocimiento, no se ha tenido en cuenta a [21]. Porotra par



te, en (4, 44 ] se indica que F. Neumann encontré la solucifn para
el problema de Stefan a dos fases correspondiente a datos de tem-
peratura inicial y de borde constantes, solucifn conocida enlali
teratura como solucifn de Neumann (es la solucibn exactacorrespon
diente al problema (5) dado en el Comentario E). Ver [4-6, 35,39,
44] y el cursillo (3.

B) Cabe destacar que el problema (2) se llama a una fase pues, ennues
tro caso, la fase 1iquida se encuentra a temperatura constante e
igual a la temperatura del cambio de fase.

C) El problema de Stefan es no-f£ineal a pesar de la aparente linealidad
de las condiciones (2i)-(2v). En efecto si se deriva (2iii) respec-
tode t , se obtiene:

6, (s(t),t)s(t) + 6 (s(t),t) » 0 , t>0

con lo cual, la condicién de Stefan (2iv) se transforma en

(3) koZ(s(t),t) = - pt 6, (s(1),t) = - Ko _(s(t),1)

que nos indica que el problema (2) es no lineal [30].

Cabe destacar que en el método del balance integhral calbrico se uti
liza la condicibén (3) en lugar de la (2iv) para la obtencién de una so
lucién aproximada del problema de Stefan, afin para condiciones de con
torno mis generales que las dadas en (2) [17] (ver CGl),

D) Anilogamente al problema de solidificacién (2) puede plantearse el
problema de fusifn de un cuerpo semi-infinito que inicialmente seen
cuentra en estado sflido a la temperatura de fusién 8¢ Y que enel
borde fijo x = 0 es calentado a una temperatura ea con 60> bc
Su formulacién matemdtica estd dada por: Hallar la funcibén s =s(t)
(frontera libre) y la temperatura 6(x,t) de la fase liquida, defi-
da por (1), de manera que satisfagan las siguientes condiciones:

i) ocet-kexx , O<«<x<s(t) , t>0
ii) e(0,t)~6, >0, , t>0
(2 bis) iii) o(s(t),t) = ef , t»>0
iv) k8 (s(t),t) = - ot s(t) , t>0
V) s(0) =0



E)

(4)

i)

donde los coeficientes témmicos k, p, ¢ son los correspondien-
tes a la fase 1fquida del material de cambio de fase.

Si un material semi-infinito se encuentra inicialmente en estado
s61ido a una temperatura Oi , con ei <8 £ (temperatura de cam
bio de fase), y en el borde fijo x = 0 es calentado a una tempe
ratura 60 , con 60> G ¢ > entonces se tieneun problema de Stegan
a dos gases, cuya formulacibén matemAtica estd dada por: Hallar la

funcién s = s(t) (frontera libre), definida para t>0, y la tem

peratura v
6,(x,t) >0 si 0<x<s(t) , t>0
0(x,t) = ef si x = s(t) , >0
el(x,t) <0 si s(t) <x , t>0

definida para x > 0 y t > 0 , de manera que satisfagan las si
guientes condiciones (i = 1 representa la fase sb6liday i = 2

la fase 1iquida; p es la densidad de masa com(n a ambas fases):

i) pc292t~k202xx=0 , 0 < x < s(t) , t >0
ii) pc, 6, -k 6 =0 , X > s(t) , t >0
t XX
~111) Gl(x,O) = Oi , x>0
iv) 62(O,t) = 60 , t>0
V) Gl(s(t),t) = ef , t>0
vi)  8,(s(),t) = o . 150

vii) k8, (s(t),t) - k, 8, (s(t),t) = p2 S(t) , t >0
X X
viil) s(0) = 0
donde (5vii) representa la condicibn de Stefan cuando existendos
fases (Ver Apéndice 2). La solucibén exacta del problema (5) es co

nocida como so0fucién de Neumann y fue dada en [4,5,39,44] la cual

seri desarrollada en el cursillo C3.

Un problema de Stefan a una fase (caso fusibén) mis general que el
dado por (2 bis) puede plantearse de la siguiente manera: Hallar
el triple (T, s(t), 6(x,t)} soluciones del sistema siguiente (sin
pérdida de generalidad se supone que la temperatura de cambio de
fase es 6f=0) :
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(6)

(6

i) pc9t=k6xx,0<x<s(t) , 0<t«<T
i1) 6(s(t),t) =0 , 0<t«<T
ii1) k ex(s(t),t) = - pf s(t) , 0<t«<T
iv)  0(0,t) = f(t) , 0<t<T

V) 0(x,0) = v(x) , 0<xsb
vi) s(@0) = b

donde +20, f20,b20 (si b=0 , entonces la condicidn
(6v) desaparece). La condicibn (6iv) puede ser reemplazada por una

condicibén de flujo de calor de la forma siguiente:

iv bis) k ex(O,t) = - g(t) R 0<t«<T

donde g2 0 . Se llamari problema (6bis) al problema (6) con la condi

ciébn (6 ivbis) en lugar de la (61iv) .

al

El tiempo T representa el tiempo miximo hasta el cual la solucidn

problema existe; cabe destacar que T puede ser finitooinfinito.

Un estudio tedrico sobre existencia, unicidad y propiedades de la

solucién correspondiente al problema (6) (o su equivalente probl'ema en

variables adimensionales (9)) sera realizado en el cursillo C5.

G)

H)

una variante interesante en el problema (6) o (6 bis) consiste en
dar como dato la funcién s = s(t) y hallar T,6(x,t) y la tem
peratura f(t) o el flujo de calor -g(t) en el borde fijo x = 0
de manera que {T,s(t) ,6(x,t)} sea solucién de (6) o (6 bis) res
pectivamente. A tales problemas se los incluyen en el nombre de pro
blema invenso de Stefan (ver cursillo C4). Un ejemplo de solucidn
exacta fue dada por Stefan para el caso en que la frontera tengave
locidad constante [40,41] (ver Apéndice 5). Una aplicaciéﬁ aproble
mas de control optimal en el cambio de fase de un material {10,34|
serd dada en el cursillo C7.

La solucibén exacta del problema (2) o (2 bis), para la temperatura,

esti dada en funcibén de la variable de semejanza X donde
« 2av/t

°c ©s el coeficiente de difusién. Lo mismo puede decirse

al =qa-=



para el problema de Stefan a dos fases (5) (Un andlisis de las so-
luciones exactas y de sus propiedades seri realizada en el cursi-
110 C3) (ver también Apéndice 6).

Los problemas de Lamé-Clapeyron (Stefan a una fase) y de Neumann
(Stefan a dos fases) nos mostrarin que a través de la llamada fun-
cibn de eron erf se obtendrd una solucién exacta para ciertas
condiciones iniciales y de contorno. El método de semejanza no po-
dré aplicarse en general. Para que exista una solucibén de semejan-
za es necesario que la ecuacién diferencial y todos los datos (ini
cial y de contorno) puedan ser expresados con una sola variable in
dependiente (11amada variable de semejanza). Soluciones de tipo se

mejanza no existen, en general, para:
i) dominios finitos
ii) cuando dos fases esten presentes inicialmente
111) cuando la temperatura inicial no es constante
iv) cuando la temperatura o el flujo de calor en el borde fijo no

es constante.

Por otra parte, puede decirse que existen muy pocas soluciones exac
tas diferentes de las de tipo semejanza.. Un estudio general con so
luciones semejantes (autosemejantes) que tengan en cuenta uncambio
de fase seri dada en el cursillo C6.

Debido a las consideraciones anteriormente mencionadas resulta de

gran interés profundizar sobre los llamados métodos aprnoximados (cua-
si-estacionario de Stefan, balance integral de Goodman, variacional de
Biot, desarrollo en serie, perturbacibn, procesos iterativos, etc.) y
los métodos numénicos (diferencias finitas, elementos finitos, lineas,
inecuaciones variacionales, ecuaciones integrales, etc.). Para una ma
yor informacién referirse a [32,43]. Una solucién aproximada, conoci-
da como so0fucibn cuasi-estacionaria, fue dada por Stefan [39,40] (ver
Apéndice 5). Una introduccién general a la resolucibén aproximada y nu
mérica del problema de Stefan unidimensional seri dada en CGl y CG2

respectivamente.

1) En general, cuando se estudian propiedades de un sistema fisico,con

11
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viene transformar las variables que lo definen en variabfes adimenso
nales e independizarse de este modo de las constantes fisicas delsis
tema. Como ejemplo, lo aplicaremos al siguiente problema de Stetan

unidimensional a una fase: Hallar la temperatura 6 = 6(y,t) vy la

trontera libre r = r(t) , soluciones del sistema:

eT = ny , O<y<r(rt) , 0<r1x«< o
6(r(t),r) =0 , 0 <1< -
k 6 (r(1),t1) = - p2 r' (1) , 0O0<T1<r1
(7) (7 bis) y °
k6, (0,7) = - ¥(®) (B0,1) =y,(1)), O<t<rx

6(y,0) = ¢(y) , 0sysb
r(0) =

S1 se realiza el siguiente cambio de variables:
. x=% » tg_g_‘[ ( =
(8)

2(,t) = 8(y,1) , s(t) =%

entonces los problemas (7), (7 bis) se transforman de la siguientema

nera.

EJERCICIO 1. 2 =z, ’ 0 < x < s(t) 0 <t<T
z(s(t),t) =0 0<t<T

(9) (9 bis) z (s(t),t) = - s(t) 0<t<T
z (0,t) = - g(t) (z(o,t) = f(t)) , 0<t<T
z2(x,0) =h(x) , 0sxs
s(0) =1

donde o c

(109 T=331, , h(x) = 7 ¢(y) ,

g®) =Xy, f® =S yo

siendo las nuevas variables independientes x,t y las nuevas varia-

bles dependientes z(x,t) , s(t) adimensionales.

J) Una de las herramientas Gtiles en el estudio tebrico del problema



de Stefan es el principio del mdximo y el Lema de Hopf en su ver-
sibn parabblica (14, 33 ] anilisis que serd realizado en el cursi-
sillo C2. Como una aplicacibén de lo dicho anteriormente, se deja
al lector el siguiente:
EJERCICIO 2:

Si (T, s(t), 8(x,t)} es solucibn de (6) o (6 bis),entonces se
tienen las propiedades siguientes:

i) 820 ii) 6 (s(t),t) s 0
(11) {

iii) s(t) 2 0

K) El problema de Stefan es un problema de frontera librepara la ecua
cién del calor de tipo explicito. En general, los problemas que se
plantean para la ecuacién del calor o de la difusibn seclasifican
de la manera siguiente:

problemas de frontera mbvil

de tipo explicito
libre<
de tipo implicito

Los problemas de §rontera fija para la ecuacibn del calor (difu
sién) son aquellos que se estudian en el dominio (x,,x,) x(0,T),
es decir, son los clésicos problemas que se analizan en un cursobé

sico de ecuaciones diferenciales a derivadas parciales, como ser:

zt-zxx=f(x,t) , X, <X <X, , 0<t«<T
z(x,0) = h(x) , X, SXSsX,

(12)
z(x,,t) = f (1) 6 zx(xl,t) =f (t) , 0<t<T
z(x,,t) = £ (t) 6 zx(xz,t) =f(t) , 0<t<T

Los probfemas de frontera mévif para la ecuacibén del calor (di-
fusién) son aquellos que se estudianen el dominio (sl(t),sz(t))x
x (0,T) con sl(t) < sz(t) funciones dadas en (0,T) , es de
cir, que el dominio espacial de la(s) funcibn(es) incbgnita(s)
es variable con el tiempo mediante una fey de movimiento conocd

da a priond, como ser:
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2o T2 T f(x,t) , 51(t) <x <s, (t) , 0<t«<T

z(x,0) = h(x) , s,(0) s x55,(0)

(13)

2(5,(0),8) = £,(8) , 2.(s,(0),0) = £ (), 0<t<T

z(s, (1) = fz(t) 6 zx(sz(t),t) = fz(t) , 0<t«<T

Mis aln, el dominio puede ser de la forma (-w,s(t)) x (0,T) o
(s(t),+w») x (0,T).Todos estos problemas fueron inicialmente estudia
dos por Block [3), Gevrey [15,16], Goursat [18], Holmgren [19,20],
levi [22]); una introduccibén a los mismos seri dada en el cursillo
Cl.

Los problemas de §ronterna Libre para la ecuacidn del calor (difu-
sién) son aquellos en los cuales el dominio espacial de la(s) fun-:
cibn(es) incdgnita(s) es variable con el tiempo mediante una fey
de movimiento desconocida a priord. Por supuesto, el desconocimic:
to de la frontera, o parte de ella, induce la necesidad matemitica
de imponer nuevas condiciones a las funciones incégnitas, las cua-
les depender4n del problema fisico en estudio. En general, la nue:
va condicién a imponer a la funcibn incbgnita se deduce del princi
pio de conservacibén de la energia a través de la frontera. Dicha
frontera resulta ser, en consecuencia, una incdgnita suplementaria
del problema, la cual recibe el nombre de la §rontera Libre delpro

blema en cuestidn.

Por lo tanto, la diferencia esencial entre los problemas de fronte
ra mévil y libre radica en el hecho de la existencia de una fronte
ra cuya ley de movimiento es conocida en el primero y desconocida
en el segundo, siendo en este Gltimo caso una incbgnita mis del pro
blema.

Los problemas de frontera libre para la ecuacién del calor se divi
den en dos clases: de tipo expllcito o «mpllcito, segﬁﬂ aparezca o
no explicitamente la velocidad de la frontera libre en las condicio
nes que se imponen sobre dicha frontera. Es decir, si la frontera
libre viene dada por s = s(t) , entonces el problema serf de ti-
po explicito (implfcito) si 4(t) aparece (no aparece) en las con
diciones que se imponen para x = s(t)
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Un ejemplo tipico de problema de frontera libre de tipo explicito
es el problema de Stefan, del cual nos ocuparemos extensamente en
este Seminario, sobre todo en el problema unidimensional a una fa-
se. Una fornulacién bastante general ha sido estudiada en [12] con
sistente en : Hallar el triple {T,s(t),z(x,t)} de manera que sa-
tisfagan el siguiente sistema:

Zx "% T q(x,t) , 0 <x < s(t) , 0<t<T
z(x,0) = h(x) , 0=sx<gb
Jz(0,t) = (t) 6 =z (0,t) =g[z(0,t),t] , 0<t<T
(14) x
z(s(t),t) = f{s(1),t) , 0<t<T
2 (s(t),t) = A(s(t),t)5(t) + u(s(t),t) ; 0 <t<T
s(0) = b

donde los datos q(x,t), h(x), ¢(t) 6 g(y,t), f(x,t), r(x,t) vy
u(x,t) verifican ciertas hipbtesis para tener una generalizacibnde

un problema de conducciénde calor en materiales con cambio de fase.

En cambio, un ejemplo de problema de frontera libre de tipo implici
to es el llamado probfema de £a difusibn-consumo de oxlgeno en teji
dos vdvos [7,23], cuya formulacién general en variables adimensiona
les(ver Apéndice 3) esti dada por: Hallarel triple {T,s(t),u(x,t)}

de manera que satisfagan el siguiente sistema:

Uy ™ Uy = 1 , 0 <x <s(t) , 0<t«<T

u(x,0) =Hx) , 0 s xs1

4 0,) = 6(t) @O, = E®) ,0<t<T
(15) (15bis)

u(s(t),t) =0 , 0<t«<T

qx(s(t),t) =0 R 0 <t«<T

s(0) =1

donde u representa aqui la concentracién de oxigeno adimensionali

zada.

L) El1 problema de Stefan a una fase (problema de frontera libre de ti-
po explicito) est4 relacionado con el problema de la difusién-con



sumo de oxigeno en tejidos vivos de la siguiente manera:

EJERCICIO 3.
i) Si el triple (T,s,z) es una solucién de (9), (9bis) enton-

ces el triple (T,s,u) , con u definido por:
s(t) s(t)
(16) U(X.t)f dg f (1 + z(y,t)]dy ,
X €

es una solucibén de (15), 15bis) respectivamente, donde:

1 1
H(x) =f d&j [1 + h(y)ldy ,
X ]g t

1 + f h(x)dx + J g(t)dr ,
0 0

t
H(0) + J f(t)dr

O

(17) G(t)

F(t)

ii) Recfiprocamente, si (T,s,u) es una solucibén de (15), (15 bis)

entonces el triple (T,s,z) , con z definido por:
(18) z(x,t) = u (x,t)
es una solucibén de (9), (9 bis) respectivamente, donde:

h(X) H"(X) -1 ’ g(t) = G'Lt) ’

(19)
f(t)

F'(t)

La presente equivafencia entre el problema de Stefan a una fuse
(9), (9bis) con el de la difusibn-consumo de oxigeno entejidos vi
vos puede generalizarse a otros problemas de frontera libre de ti

po explicito o implicito [11,37] (ver Apéndice 4).

Conviene recalcar una diferencia que caracteriza de alguna manera
a las funciones z (incégnita en el problema de Stefan a una fase
9 6 (9 bis)) y u (incégnita en el problema de la difusibn-consu
mo de oxigeno (15) 6 (15 bis)) respectivamente. Las funciones z,u,
u  son continuas sobre la frontera libre x = s(t) , en canblo
z  no es continua debido a la condicibn de Stefan.

Esta diferencia tiene su gran importancia en el estudio de la regu
laridad y en el cllculo y anilisis numérico de la solucibn.



Para finalizar esta Introduccién diremos que existen numerosos tra
bajos de revisién sobre problemas de frontera libre para la ecuacibén
del calor, y en especial sobre el problema de Stefan y sus aplicacio-
nes; entre ellas se citan los trabajos (1,2,6,8,9,13,24-29,31 , 32,35,
36,38,42,43,45]. Numerosos métodos bésicos del problema de Stefan unl
dimensional serfn analizados en este primer Seminario (ya sea desde
un punto de vista tebrico como el de las aplicaciones) y otros serén
postergados para pr6ximos Seminarios; por supuesto, muchos otros que-
darin sin ser vistos por diversos motivos: desconocimiento del tema,
problemas aGn no resueltos, etc. El lector deseoso de conocer, profun
dizar y avanzar en el tema encontrari en las referencias de los traba
jos los elementos necesarios para su progreso; para ello siempre serd
aconsejable la lectura y el anilisis de los trabajos originales y pio
neros en cada tema como un acercamiento a aquellos que han ideado el

avance cient{fico.

Para un mayor aprovechamiento del material dado en el presente Se-
minario, se indica a continuacién la interdependencia existente entre
los diferentes cursillos y conferencias realizados:

Introduccion
CA \\\\\\\
C1 < C2
C3 » | C6

| |

CS|———> (C4 | ——» | G2

c7 CG1

17
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Luego se encuentran las conterenclas de ciertas aplicaciones en las
cuales aparece el problema de Stefan, como ser: oxidaxién del zirco-
nio en reactores nucleares en caso de accidentes (ver CAl), solidifi
cacibn de aleaciones binarias (ver CAZ), fusibén en barras de combus
tible nuclear originada por sobrecargas térmicas accidentales (ver
CA3), cambio de fase en la acumulacibén de calor a partir de energia
solar (ver CA4), determinacibén de coeficientes térmicos desconocidos
de un material a través de un problema con cambio de fase (ver CAS).
Para finalizar, se encuentra una clase de apoyo para no matemAticos

sobre algunos conceptos basicos del anidlisis funcional (ver CA).

Aplicaciones
CAZ CA3 CA4

Otras aplicaciones se encuentran explicitadas en [43].

CAl CAS

APENDICE 1
DIMENSIONES FISICAS

La ecuacibén del calor para un material unidimensional is6tropo y

homogéneo esti dada por:

30 320
-1 BRI TR
(Al-1) PC 3t k ox?
donde:
t >0 : tiempo
X : variable del material unidimensional
p > 0 : densidad de masa
c > 0 : calor especifico

k > 0 : conductividad témmica
A1-2) { a? =q = g% > 0 : difusividad témica
6 = 6(x,t) : temperatura del punto material x al instante t
qx,t) = - k —g—g (x,t) : flujo de calor en el punto material
x al instante t (con respecto a la direccibn de
los x > 0 ) por unidad de tiempo y de 4rea trans

versal.
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La condicién de Stefan para un problema de solidificacién o fu-
si6n unidimensional a una fase esti dada por:

(AL-3) k%}% (s(t),t) = * o $(t)
donde:
£ : calor latente de fusién por unidad de masa
(A1-4) "L = pf : calor latente de fusibén por unidad de volumen
Ste =-%? : nfimero de Stefan.

Si con [A] se representa la dimensién de la variable fisica A y

s¢ tienen en cuenta las siguientes:

UNIDADES BASICAS:

[Masa] =m , [Longitud] = x [Tiempo] = t
(A1-5) { | o
[Temperatura] = T , [Energia] = 2

entonces, para las cantidades fisicas definidas anteriormente, se ob

tienen las siguientes expresiones:

_m _energia _ m _ x2
= e—— , L] = - ’ _x*
[r] x? (L] > t2x [2] -
- X _ x2 _xz
(A1-6) [k] = Te® [c] = Tz [a] r
[q] = energia _ m , rpc QQ‘ - [k 9%6 , _ energia _ m
t x? t? t ~x2 A A
_energia _ m Cx L i
col = B ’ — | =1 , Ste] =1
[pco] > 7 {/E} [Ste]
APENDICE 2

DEDUCCION DE LA CONDICION DE STEFAN (5vii)

Deduciremos la condicién de Stefan (5vii) correspondiente al pro-
blema de Stefan a dos fases, planteado en el Comentario E),consisten
te en hallar la funcién s(t) (frontera libre que separa las fasesigg
quida y sbélida) y la temperatura 6(x,t) ‘de manera que satisfaganel
sistema (5). Por simplicidad, supondremos que el material semi-infi-
nito x 2 0 tiene un 4rea transversal A constante.

Por consideraciones fisicas s(t) debe estar representada poruna
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funcién creciente del tiempo t

Sea t > 0 un instante de tiempo fijo y sea At un tiempo infini
tamente pequefio (destinado a tender a cero); consideremos el sistema
representado por el intervalo material (s(t), s(t +At)) . Dicho sis
tema se encuentra en estado sblido al instante t y en estado liqui-

do al instante t + At

fase liquida fase sblida
instante t : ¢ ¥ + 3 X
x =0 X =s(t) X =s(t +At)
fase 1iquida fase sblida
t + At TF + Y 3 X
x=0 x =s(t) X = st +At)
sistema
q, >+ — > q,
x=s(t) x=s(t+At)
El sistema recibe en su parte izquierda X = s(t) una energia
igual a: 28
2
(A2-1) q; Adt = - k, T (s(t),t)A dt

y en cambio, en su parte derecha x = s(t +At) , el sistema entrega

una energia igual a:

26
(A2-2) q, Adt = - k ﬁi (s(t +At) , t +At)Adt

1

La energia sobrante, igual a (q; - q,)Adt , se utiliza para transfor-
mar el sistema del estado sélido al estado liquido. La energia necesa
ria para dicha transformacibén estd dada en funcién del calor latente

de fusién de la siguiente manera:
(A2-3) p[s(t +At) - s(t)]A
con lo cual, por conservacién de la energia, se obtiene la igualdad

30 30 At) - .
(A2-4) k, 52 (s(t+at),teat) -k, == (s(t),1) = pg SLLHALL- S(0)

que por pasaje al 1limite cuando At -~ 0 , se deduce la condicibn de
Stefan (5vii).



APENDICE 8

EL PROBLEMA DE LA DIFUSION-CONSUMO DE OXIGENO EN TEJIDOS VIVOS

El problema consiste en lo siguiente (7]: Primeramente se deja di-
tundir oxfgeno en un medio; parte del oxfigeno es absorbido por el me-
dio siendo por lo tanto eliminado del proceso de difusibn. La concen-
tracién de oxigeno en la superficie del medio es mantenida constante.
I'sta primera fase del problema contin(ia hasta alcanzar un estado esta
(1onario en el cual el ox{geno no penetra mis lejos en el medio . La
provisién de ox{geno es entonces cortada y la superficie del medio es
i1slada de manera que no entre ni salga mis oxigeno. E1 medio continfia
absorbiendo el oxfgeno disponible en su interior y por consiguiente la
f1ontena Libre, que establece la separacién entre la zona de concentra
¢16n positiva y nula de oxigeno y que marca el ancho de penetraciénmd
ximo en el caso estacionario, comienza a retroceder hacia la frontera
aislada. El problema mAs importante es el de localizar el movimientode
la frontera libre durante esta fase del proceso y determinar ladistri
bucién de oxfgeno en el medio como una funcibn del tiempo.

El proceso de difusibn con absorcibn o consumo esté representado por
Ja ecuacibn:

h oC - 3%C
] =N 2\ .
(AS 1) bT D 302 m
donde:
C(E,1) : es la concentracibn de ox{geno libre a difundirse
a la distancia & del borde externo del medio

(€ =0) al instante

(A3-2) D>0 : coeficiente de difusibn
m>0 : razbn de consumo de oxf{geno por unidad de volumen
del medio.

Il proceso de difusién-consumo de oxfgeno consta de dos partes:

"i) la primera parte consiste en hallar la solucibn estacionaria
C () yelpunto £ =E_ (a partir del cual la concentracibn y
su gradiente son nulos) de manera que satisfagan el siguiente sis-

toma;

21
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DC'-m=0 , 0<E<Eg,
(A3-3) | (0 =c ,
C. () =¢C. () =20 ,

donde CO representa la concentracién de oxigeno entrante por la

superficie exterior del medio ¢ =0

La solucibn de (A3-3) esti dada por:

o - R(e-g)

(A3-4) | 2DC, i
()

i1) la segunda parte consiste en aislar el borde £ = 0 y por lo tan

to el oxfgeno ya existente en el medio, en la regibn 0 s £ s £_,
continda a ser consumido. El1 punto de concentracién cero que ini-
cialmente esti dado por £ = £ retrocede hacia £ = 0 . Si re-
presentamos con S(t) la posicién de dicho punto al instante T ,
entonces el problema consiste en hallar C = C(E,T1) y S = S(1)

soluciones del siguiente sistema:

CT - D CEE =-m , 0<§g&<S() , T1T>0
CE,0  =C(E), O0SESE,

(A3-5) CE(O,T) =0 , T>0
cs(m),r) = CE(S(T),T) =0 , >0
S(0) =& ,

donde T = 0 es el instante cuando el borde & = 0 es aislado .

Realizando el cambio de variables:

(A3-6) 7 v
u=~—1—-C,S(t)=ST) ,
2C, £

€l problema (A3-5) se reduce a la forma adimensional siguiente:

u - u = -1, 0<x<s(t) , t>0
u(x,0)=%~(1—x)2 , 0sxs1

(A3-7)
qx(O,t) = 0 , t>0
u(s(8),t) =u (s(),0) =0 , t>0

s(0) = 1



En [23] se indica que el tratamiento exitoso de cincer por radio-
terapia esti determinado principalmente por la posibilidad de aplicar
una dosis de radiacién lo suficientemente grande Como para dafiar con
siderablemente las células cancerosas sin dafiar las células sanas cir
cundantes, y mantenerse a(in dentro del nivel de tolerancia a la radiacién
de los tejidos. Se ha demostrado que 1a susceptibilidad de las células can
cerosas a la radiacién aumenta con concentraciones crecientes de oxigeno
dentro del tumor; mis a(n, existe una disminucién de 2 a 3 veces enla
dosis de radiacién que se precisaria para obtener el grado de destruc
cibén de las células oxigenadas con respecto de las células enausencia

total de oxigeno.

APENDICE 4

EQUIVALENCIA ENTRE CIERTOS PROBLEMAS DE FRONTERA LIBRE DE TIPO EXPLI-
CITO E IMPLICITO.

(Consideremos la siguiente formulacién general de un problema de

frontera libre para la ecuacibn del calor o difusibn:

uxx—t=F(x,t) , a <x < s(t) . U<t <T

i

'ozux(a,t) + Bu(a,t) f(t) , 0<t<T

(A4 1) u(x,0) =¢(x) , asxsb
u(s(t),t) = g(s(t),t) , 0<t<T
Y(s(t),t)s(t) =- u (s(t),t) +h(s(t),t) , 0 <t <T
s(0) = b

y los siguientes tres pasos particulares:

PROBLEMA P1 (problema de frontera libre de tipo implicito concondicio
nes de Cauchy).

(A4 2) y=0 , g #h

PROBLEMA P2 (problema de frontera libre de tipo implicito de la forma
difusién-consumo de oxigeno):

(A4 -3) y=g=h=z0 R F#0

PROBLEMA P3 (problema de frontera libre de tipo explicito de la forma
Stefan):

23
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(A4-4) y#0

En [37] se presenta un método simple para reducir los problemas
(P1) y P2) a un problema del tipo (P3), bajo razonables condiciones
(ver en [37] las hipdtesis sobre los datos y las definiciones para
que el triple {T,s(t),u(x,t)} sea solucibn en los diferentes casos).
kntonces, bajo ciertas hipbtesis [37], se tienen las siguientes equi
valencias: |
EJERCICI0 &:

i) Si (I,s,u) es solucibn de (P1) con a =1 y B =0 entonces

(T,s,v) con v = u es solucién del siguiente problema (P3):

Vex "~ V¢ T Fx(x,t) , a<x<s(t) , 0<t«<T
v(a,t) = f(t) , 0<t«<T
v(x,0) = ¢'(x) , asxsb
-3\ vis®,0 = his®),1) : 0<t<T
[hGs(®),) -, (s(8),83]3(0) = v, (s(8), 1) + E(s(0) ) +
+ gt(s(t),t) R 0<t<T
s(0) =b
ii) Reciprocamente, si (T,s,v) es solucién de (A4-5) entonces
(T,s,u) , con u definido por:
s(t)
(A4_6) U(X,t) = _f V(E:t)dg + g(S(t),t) ’
X

es soluciébn de (P1) con a =1 y B8 =0

EJERCICIO 5
i) Si (T,s,u) es solucién de (P2) con a =0 y B =1 entonces

(T,s,v) con v = u, es solucién del siguiente problema (P3):

vxx-vt-Ft(x,t) , a<x<s(t) , 0<t«<T
v(a,t) = f(t) , 0<t<T
(A4-7) v(x,0) =v"(x) - F(x,0) , asxsb
v(s(t),t) =0 , 0<t<T
F(s(t),0)8() = - v, (s(t),t)  , 0<t<T

s(0) =Db



ii) Recfiprocamente, si (T,s,v) es soluciébn de (A4-7), entonces
(T,s,u) , con u definido por:

s(t) s(t)
(A4-8) u(x,t) -f dEf viy,t) + F(y,t)ldy ,
X €

es solucibn de (P2) con a=0 y B8 =1

Para finalizar conviene recalcar la conveniencia de tener el proble
ma bajo una formulacién del tipo (P3), ya sea desde un punto de vista

tebrico como mmérico.

APENDICE 5

ALGUNAS SOLUCIONES DADAS POR STEFAN

Se dijo anteriormente que Lamé-Clapeyron en 1831 hallaron la solu-
cién exacta del problema de solidificacibn (2) o de fusién (2bis) en
|21] (problema de Stefan a una fase), y que Neumann, en los alrededo-
res de 1840 (7)([4,44], explicaba a sus alumos en la universidad la so
lucién exacta del problema (5) (problema de Stefan a dos fases). El
propio J. Stefan publicb en los afios 1890 varias soluciones exactas ,
a saber:

i) Solucibén de Lamé-Clapeyron del problema (2) 6 (2bis) [39-41].
ii) Solucién de Neumann del problema (5) [39].
1ii) Solucibn cuasi-estacionaria del problema (2) 6 (2bis) [39-40].
iv) Problema inverso de Stefan a una fase con una frontera que tiene
velocidad constante (s(t) = m) [40,41].

La solucibén de Lamé-Clapeyron y de Neumann y sus propiedades serin

desarroliadas con mayores detalles en el cursille C3, con 1o cual aqui

solo explicitaremos los caso iii) y iv).

iii) La sofucddn cuasi-estacionarnia del problema (2bis) es aquella que
se obtiene de resolver el siguiente problema de frontera libre
(se supone, sin pérdida de generalidad, que 6 g=0 ; encaso
contrario se realiza una traslacién de la escala de temperatu
ra):

25
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1) 6. =0 , 0 <x <s(t) , t>0

XX
ii)  e(0,t) =8 >0 , t>0
(A5-1) iii)  e(s(t),t ) =0 . t>0
iv) ke _(s(t),t) = o2 $(t) , t >0

V) s(0) =0

EJERCICIO 6:
Verificar que la solucibén de (A5-1) esti dada por:
= X
0(x,t) Bo (l s(t)) ,
(AS-2) 2k6
- 0
s(t) y) t

Para mayores detalles sobre soluciones aproximadas ver CGI.

iv) Consideremos el siguiente problema inverso de Stefan a una fase
con una frontera que tiene velocidad constante m>0 , es decir:
Hallar la temperatura 6 = 6(x,t) , y por ende 6(0,t) , de ma-

nera que se satisfagan las siguientes condiciones:

i) aexx =E)t , D0<x<s(t) , t>0
(AS-3) S ii) 8(s(t),t) =0 , t>0
iii) kex(s(t),t) =p s(t) , t>0

iv) S(t) =m>0 , s(0)=0 (s(t) =mt)

EJERCICIO 7:
Verificar que la solucibén de (A5-3) esti dada por:
(AS-4) 0(x,t) = & 11 - exp{% (mt - x)” ,

con lo cual se obtiene lo siguiente: Para que en el problema de soli-
dificacibén (2) la frontera libre avance con velocidad constante m es
condicibn necesaria y suficiente que la temperatura en el borde fijo
x = 0 sea variable en el tiempo de la forma:

2
(AS-5) f(t) =8(0,t) = _% [exp(m t

T)"]<0'6f, ¥Yt>0

Para mayores detalles sobre el problema inverso de Stefan ver el
cursillo C4.
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APENDICE 6

EL METODO DE SEMEJANZA, LA FUNCION DE ERROR Y SU APLICACION A LA
ECUACION DEL CALOR. |

La ecuacién del calor para un cuerpo unidimensional isbtropo y ho-
mogéneo esti dada por:

3 ) )
(A6-1) 6, = a6 (ver Apéndice 1)

EJERCICIO 8:
Verificar que la ecuacibén (A6-1) es {nvariante bajo una transforma

¢16n de las variables x,t de la manera siguiente:

(AL 2) £ = AX , T =A%t (A#0) |,
es decir, si 6(x,t) = 6(%, —%) = *P)\(g,"() , entonces se tiene la si
. . A -
gulente equivalencia:
(A6 3) (A6-1) = ¢, = a? > ¥ #0
T XX

EJERCICIO 9 (Método de semejanza)

Si las condiciones de contorno para la ecuacibén (A6-1) no se modi-
t1can bajo un cambio de escala del tipo (A6-2), entonces la temperatu
1a 8 satisface la igualdad:

(A6 4) B(x,t) = 6(Ax,A%t) , ¥x,t , ¥Ar#0
Si se pone A = , se obtiene
2av/t

: X 1 X
(A6-5 6 x,t) = ef - ’ = ¢f ———

) G t) <2a/f ha2> (23/1)
con lo cual, la temperatura 6 depende s6lo del argumento 1z = —~€;:

2av't

1lamada varniable de semefanza. Entonces:
i) La funciébn 6 = 6(x,t) es solucibn de (A6 1) si y sblo si la fun

cibn ¢ = ®(z) es solucibn de la ecuacibn diferencial:
(A6 6) »'(z) +2z29'(z) =0

ii) La solucibn general de (A6-6) est4 dada por:
z
(A6-7) &(z) = C1 + C2 .‘. exp(-u?)du , C1 , C, : constantes .
o
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EJERCICIO 10.
Se define como funcibén de ervwi a.

X
(A6 8) f(x)= —Z-I exp(-u?)du = erf(x) , xeR
/o Jo

i) La funcién f tiene las siguientes propiedades:
a) f£(0) ; b)) f(+to) =1 ;¢ f(-x) = - f£f(x)

B T

exp(-x?)>0 , ¥ xeR ; e) f'(x)=-2xf'(x)< 0 ,
¥ x>0
f) Puede ser representada por una serie de potencias f(x) =

2 4+ © n+l
W E (—1)rl X , cuyo radio de convergencia es +wo .
=0

d) t'(x)

(2n+1)n!

ii) Teniendo en cuenta la funcién de error f , la temperatura ¢

viene dada por:

(A6-9) 8(x,t) = A + Bf(zai(/_z)

donde las constantes A y B se determinan de las condiciones

de contorno del problema correspondiente a la ecuacibn (A6-1).

i1i) Aplicar el método anterior para resolver los problemas:

= a2 =2
ﬂt a exx,x>0,t>0 et a Bxx,erR,t 0
I) <8(x,0) =08, > x>0 IT1) 60 si xz0
o -
8(0,t) =6b , t>0 0 si x<U0 .
EJERCICIO 11,

Se define como f§uncibn de earror complementaria a:
(A6-10) erfc(x) =1 - f(x)

Ademis, se definen las funciones iteradas de error complementaria de

la siguiente manera:

i° erfc(x) = erfc(x) + 00
(A6-11) i' erfc(x) = ierfc(x) = f erfc(t)dt
+ oo X
i erfc(x) = f i erfc(t)dt , n = 2,3,...
X

Entonces se tienen las siguientes propiedades:
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1) Integrando por partes, se tiene:

¥4 00 2 2
- 1 -t
exp(-t?)dt = e_xl’é_(l‘_l - 3 f SR dt
X 5'e t
Repitiendo el proceso, se obtiene:
VT erfc(x) = exp(-x2 [l- 1,3 (! _(n-3)!!

v (.13 (2n-1)!! e (-t )
oo [ et

+ Q0 2 +
-t dt -x?
Como f Q‘Piﬁ_l dt < exp(-x?) f > = exp( XZ%—I y COomo
X t x t (Zn-1) x

el témino de la derecha tiende a 0 cuando X + +o ,entonces
se tiene la siguiente aproximacibn, vAlidapara valoresde x gran-

des:
(A6-12) /1 x exp(x?) erfc(x) = 1 - 1,3 __ 35
2x? 22 x* 2% x¢

i1) Verificar que se tienen las expresiones:

a) ierfc(x) = E)—‘Eg—_-)(—z—l - x erfc(x)

(A6-13) 1/17 ,
b) i? erfc(x) = Y [(l +2x%)erfc(x) - /-—_: x exp(-xz)]
n
EJERCICIO 12.

i) Deducir la siguiente férmila de recurrencia:
(A6-14) 2n i" erfc(x) = N2 erfc(x) - 2x in! erfc (x)

i1) Verificar que:

(A6-15) i" erfc(0) = ————
2°T(1 +3)
iii) Verificar que la funciébn y(x) = i" erfc(x) satisface laecuacidn
diferencial:
(A6 16) y'" + 2xy' - 2ny = 0
iv) La funcién 6(x,t) = t" g(— X ) es solucibén de (A6-1) si y sb-
2a/t

lo si la funcién g = g(z) (z = ) es solucién de la ecua

) ) . )
cién diferencial: arvt

(A6-17) g'(z) +2z g'(z) - bmg(z) =0

v) Verificar que la funcién 6(x,t) = tV2 50 erfe ( ) es solu-

Za/?:_
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ci6n de (A6-1), ¥ ne N

vi) Aplicar el resultado anterior para verificar quem la funcién

8(x,t) = - 3%1(—&- /t ierfc (——L—- es solucibn del siguiente pro
problema: 2a/t
g Gt = a2 G)xx , x>0 , t>0
(A6-18) 8(x,0) =0 R x >0
( k ex(O,t) = h , t>0
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