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Problemas unidimensionales de conduccion

del calor con frontera movil

Domingo Alberto TARZIA

Continuando la Introduccién del presente Seminario, en este Cursi-
1lo se estudiarin los problemas de frontera mdvil para la ecuacibndel
calor unidimensional. Se tendr4 como base trabajos de principios de si
glo, en especial al [11, Cap.29]. Dicho Capitulo, a mi criterio,esti es
crito de una manera clara e inteligente y por lo tanto su lectura es
vivamente recomendada, como as{ también los trabajos originaies (1,9,
10,12-14].

Previamente se analizarin algunas propiedades basicas de la ecua-
cién del calor unidimensional; sobre todo su solucibén fundamental y 1la
llamada férmula de salto que son elementos necesarios para obtener la
existencia de una solucibén, expresable por los potenciales de calor, en
problemas de conduccién del calor con fronteras mbviles. Asimismo se ve
ran consecuencias de la férmula de Green que nos daridn un método para

obtener la unicidad de soluciones regulares.

La importancia de los problemas con frontera movil no radica s6lo en
si misma (ver en [18, p. 154-158] numerosas referencias sobre diferentes
métodos tebricos, numéricos y aplicaciones) sino que su estudio es ne-
cesario para los problemas de frontera libre, en especial para el pro-
blema de Stefan. Mis alin, se veri en el Cursillo C5 que un problema de
frontera libre de tipo Stefan podri interpretarse como el 1imite deuna
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sucesifn de problemas de frontera mbvil.
Para comenzar se verin:

I. DIVERSOS PROBLEMAS DE FRONTERA MOVIL CON SOLUCION EXPLICITA.

Una formulacién matemAtica general de problemas de conducdibén del
"calor unidimensional con una grontera mévil (conocida a prionl) para
un medio semi-infinito es la siguiente: Hallar las funciones 6, =

=6,(x,t) y 6, = 8, (x,t) de manera que satisfagan el sistema:

a? o, =8, , O0<x<s(t) , t>0
XX t

al e, =9, , s(t) <x , t>0

6,(0,t) =y, (t) , t>0

8,(s(t),t) =0, (s(t),t) =y, (t) , t>0
0,(x,00 = h(x) , x>0 =5(0)

donde 8= s(t) es la dada ley de movimiento de la frontera mdvil con
la condicién s(0) =0 y y,,¢, y h son funciones dadas.

El problema anterior puede separarse en dos problemas de conduccién
del calor: uno para el intervalo (0,s(t)) y el otro para el interva
lo (s(t), +w) . El primer problema consiste en hallar 6, = 0, (x,t),
solucién de:

afel =8 , 0O<x<s(t) , t>0 (s(0)=0)

XX t
(2) 0,(0,0) =¥ (® t>0
0,(3(),1) = v, (), € >0

y el segundo consiste en hallar 6, = 8,(x,t) , solucibn de:

a:en.-e2 , s(t)<x , t>0
XX t
3 8,(x,0) *h(x) , x>0=s(0)
6,(s(t),t) =y (t) ’ t>0

donde s = s(t) es la dada frontera mbvil con s(0) = 0

OBSERVACION 1.
Numerosos problemas de este tipo han sido considerados en [15-17],
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algunos de los cuales serin presentados aquf. Para una mayor informa-
cién de las soluciones exactas dadas y su forma de obtencién se reco-

mienda ver dichos trabajos.

EJERCICIO 1.
Bajo las hipbtesis:

(@) v, (©) =AYy () =AY m=0,1,2,...) , s(t) =BVE ,h(x) =0,

lus problemas (2) y (3) tienen por solucidn a:

c, )™ 4" erfc( ) + (Y Pepge (X
2a,vt 2a vt

Bl(x,t)
(5)

6,(x,t) = C,(bt)yV2 {0 érfc(

Zasz)
donde las constantes C, (i =1,2,3) estan dadas por:

A, i erfc ( —-ﬁ—) - A, i erfc(0)

231

C, = - ,
' A, i" erfc(0) - A, i erfc B
{t) 231

C, = -

A
= 2 - n/2 .n .n B\
C, = n/Z n B , A=k i erfc(0) [1 erfc(ja-)
4 i erfc (55—) N g .
2 - 1 erfc (3*-)]
al

Cabe destacar que esta solucibdn puede ser extendida a los casos enque
las funciones ¢y V¥, sean polinomios de cualquier potencia en t

¢ Yt . Para el caso particular:

(7) py () =A , ¢()=A  (n=0)
la solucibén viene dada por:
erf X ) erfc (»—X A)
Zalft_ 232‘/1'?
(8) 0 (x,t) = A+ (A,-A) T s 8,00t = A

2 B
erfc (Tﬁf)

Z

erf (2_3_)
EJERCICIO 2
Bajo las hipbtesis:

(9) () =0 , h() =Ax+B , s(t) =8/

el problema (3) tiene por solucibn:
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0 8,(x,t) = Ax + B + C. /t ierfc (Za:/f)+ C, erfc (-——‘7‘7)
C = -AB C = -B
' 1ierfc (zi) ’ erfc -22—2)
2
EJERCICIO 3.

Bajo la hipbdtesis h(x) = 0 , el problema (3) tiene las soluciones

siguientes (por simplicidad se usa 6 = 6, ,a=a, , ¥= ¥, ):

A) Caso s(t) =8/t : . y
c oxp (£5) xex"('u;zc)

] = ] = _g
i) 8(x,t) : e si w(t) =3
A
ii) 6(x,t) = C exp (fa ) /E'ié t si y(t) = %_

‘B) Caso s(t) =Bt :

i) 6(x,t) =C erfc( X ) si p(t) = C erfc (—Bi'%{—)

2av/t

3 o Cooof X2 - - & exp(-£2L
ii) 6(x,t) /f_exp( hazt) 51 v(t) /E_exp( lﬁaz)

o(x,t) = C exp[- 'z’?f"i (x - Bt)] Vix,t)

111) Ve, t) = glexpl- S5y (x - Bt)lerfe (05 - £ ) +

2a/t
+ exp{ Sa? (x - Bt]erfc(;a%-b%ff)] si yY(t) =C
t
iv) 6(x,t) = C exp|- —Er(x Bt)] f V(x,t)dt si p(t) = Ct
o .
t
v) e8(x,t) =3¢ exp[- £« ~Bt]]f %%‘_J;l dv si w(t) = .7%
o z

C) Caso s(t) = pt>/2
2
i) o(x,t) = —%"77 exp(- X ) si  p(t) = € exp(- %)
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II. LA SOLUCION FUNDAMENTAL PARA LA ECUACION DEL CALOR u =u
Sea K(x,t;£,7) la funcibén definida por:

exp[ w] s1i t > 1

2/1t=='(t=-='r::):’ S b(t-1)

(1) KextE,1) = {
0 si t st

conocida como la solucibn fundamental de la ecuacibébn del calor, 1la
cual goza de las propiedades siguientes:

LEMA 1:
i) K es una funcién C en las variables x,t excepto en el pun-

to x=f ,t=1) , satisface la ecuacibén del calor

(12) K, - K =0
y la condicién siguiente
+ o0
(13) f K(x,t;€,1)dx = 1
- Q0

ii) K es una funcién C” en las variables £,T excepto en el pun-

to (§=x, t=1t) , satisface la ecuacibén adjunta del calor

(14) Keg +K =0
y las siguientes propiedades
(15) Kx = - l(E , Ki = - l(T

iii) Derivando un n(mero cualquiera de veces la funcién K respecto
de las variables x,t,E,T se obtienennuevas funciones l(i (x,t;&,1)
que tienen las mismas propiedades que la funciébn K . Cadauna de
estas funciones consideradas como funcién de las variables x,t
es una solucién de la ecuacibn del calor u_ -u, =0 , regular
en todo el plano excepto en el punto (x=f , 1=t) ; considera-
da como funcién de las variables £,t es una solucién de la ecua
cién adjunta del calor u  *u =0 , regular en todo el plano
excepto en el punto (E=x , T =t). Ademids, todas estas funciomes

son identicamente nulas para t s 1

DEMOSTRACION.
Toda derivada parcial de K , respecto de x,t , es una suma fini
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ta de témminos de la forma:
- 2
(tp.(:)ngzi |- 2eon |
donde P es un polinomio y ne N . Esta expresibén tiende a cero
cuando (t-T1) -+ 0" siempre que x -§ no tienda también a cero.
| El resto queda como EJERCICIO 4.

OBSERVACION 2.
De la solucibén fundamental K se pueden deducir por cuadraturas,
nuevas integrales de la ecuacibn del calor. Sean P(£,t) y Q(E,7)

dos funciones continuas cualesquierade las coordenadas (&,t) , lascua-

les semueven a lolargo de unacurva C . La integral curvilinea:
(10) u(x,t) =I K(x,t;€,1) [P(g,1)dE + Q(g,T)d1]
C
representa una integral de la ecuacién del calor U o "~ u= 0 , 1la

cual es regular, junto con todas sus derivadas parciales, en todo do-
minio D que no tenga ning(in punto en comin con la curva C ; mis
afin, si el punto (x,t) € D , entonces se pueden aplicar las férmulas

habituales de derivacién un n(mero cualquiera de veces.

De acuerdo a la definicién de K , para el cllculo de u(x,t) se
debe tomar la porcién de C situado por debajo de la caracteristica
t = cte pasando por el punto (x,t) , es decir T < t . Ademis, u
es nula para todo punto (x,t) situado por debajo de la caracteristi
ca que pasa por el punto de C de ordenada minima; también es nulapa
ra para todo punto situado en dicha caracteristica que no pertenezca
a C . Por otra parte, arriba de la caracteristica que deja a C por

debajo, u es una funcién holomorfa de las variables x,t

Para analizar que sucede con u(x,t) cuando el punto (x,t) se
acerca a un punto de la curva C , se estudiarin dos casos (ver pari

grafo siguiente):
(I) 1a curva C es un segmento de caracterfstica representado por el
intervalo (a,b) con a <b .

(II) 1la curva C esté representada por £ = s(t) , donde s es
una funcién continua en el intervalo (a,b) con a <b



III. FORMULA DE POISSON Y DEL SALTO PARA LA SOLUCION FUNDAMENTAL.

En primer lugar estudiaremos el Caso (I) en que la curva C es
un segmento de caracteristica t = 1t representado por el intervalo
(a,b) , con a <b . Sea la siguiente integral definida:

. b | |
17) u(x,t) = f K(x,t;€,1)9(E)dE
‘ a
dQnde‘ ~p‘ es una funcién continua en (a,b) . La funciébn u satisfa

ce la ecuacibn del calor W " U = 0 , es regular en todo punto que

satisfaga t > 1 , es nula en todo punto debajo de la caracteristica
t =1 , y en todo punto de esta caracteristica fuera del segmento
la,b] (es decir, para x <a 6 x >b) . Solo resta estudiar cual

es el 1imite de la expresién

b
L1 wlE) _ (x-§)? - N
(a8 ubed) —2/1?.’; v il L

cuando el punto (x,t) , con t>t1 , tiende hacia un punto pertene-
ciente a (a,b) x {t} . Para ello veremos, enprimer lugar, el siguien
te: '

LEMA 2.

Sea: | - b exP(" xz)
It

(19) I(t) = f F(x)  ,
. -k

donde F es una funcién continua o al menos integrable y acotada, te
niendo a lo sumo discontinuidades de primera especie (saltos). Enton-

ces se tienen los resultados:

(1) 0 si 0<ac<b

(20) lim 1(t) = (ii) /Fp(ot) si a=0<b
t+0* (iii) -/7 F(0) si b<a=0

(iv) /7 (FO) +F(07)) si a<0<b

DEMOSTRAC ION.

i) Sea M= sup |F(x)| . Por lo tanto, se tiene que [1(t)]| s
x e [a,b]
S M (b-a)exp(; az) lo cual tiende a cero cuando t + 0°
3 i) -

ii) Sean B8,n dos nlmeros que satisfagan 0 <n < B < b de manera

39



ko

que |F(x) - F(0')] sn, ¥x e [0,8] . Se puede elegir B pe
quefio de manera que n sea inferior a cualquier nlmero dado. Se
puede escribir

I(t)y = Il(t) +1,(t) + I,(¢) , donde
o (5o 5 "By
. = R | : - _ X
@1) { 1,(t) = ") I =l a1 () R expg( -ﬁ—)dt
o) 2 ’
Lo - [ reo - Fo) i i) ,
= xX) - —_=ldt .
2 . /t
De acuerdo a la parte i), se tiene que lim Ia(t) =0 . Haciendo
t » 0*
en la expresién de 1. el cambio de variable 1z = X , Se obtiene:
1 2/t |
B/2/t
1,(t) =2F(@©") I exp(-z2)dz +~ v7 F(0') , cuando t » 0"
o
Por otra parte, dado € > 0 , se tiene:
5 oxp(- £2) (8127
[1,(t)] s nJ' Bkl WL 1 ¥ JF 2n J’ exp(-z3)dz s n /7 < €
vt
0 0
eligiendo B de manera que n < £ , con lo cual se obtiene que

Ve
1(t) »/7 F(0") , cuando t~0" .

Para el caso (iii) se usa el resultado obtenido para (ii), y para

el caso (iv) se utilizan los resultados de los dos casos anteriores

~ b b a
para la descomposicibén siguiente: I =J - I .
a o Jo

Ahora veremos el estudio correspondiente a (18).

LEMA 3.

Si ¢ es continua en f(a,b] y si u(x,t) estd dada por (18), en
tonces se tiene:

i) K (xo) si X € (a,b)

(22) lim u(x,t) = ;f—(;-l—)- si X =a
(x,t) + (x,,7)
x = xo’t > T i(zl)_)'
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11)
(23) 1lim u(x,t) = ¢(x) , ¥x_ € (a,b) (F6rmula de Poisson)
(x,t) > (x_,7) ° ?
t>r1

Mas afm, si X, es uno de los extremos a & b , el limite de lain
tegral (18) depende de la forma como el punto (x,t) se acercaal pun
to 1imite (a,tr) 6 (b,T)

DEMOSTRAC ION.

1) Se quiere hallar el 1limite de la integral
Ib 70 ¢ (x5*m) o2
- - — |d
(24) u(x ,t) = Zf exp[ ll(t-‘l’)] n

cuando t » t* | Si x, € (a,b) , entonces a X < 0 y b- X, 0
con lo cual el limite es e(x ) ;si x =a 6 x, =b

*P(Za)_ 6 ”PT(b). respectivamente aplicando (20).

, se obtie-

ne

i1) Supongamos ahora que (x,t) ( ,T) de una manera cualquiera con

X, € (a,b) . Se qumre pues hallar el limite de la integral

(25) u(x,t) = —— f «r(xm) exp[ nz ]dn =1 (x,t) +1 (x,t),

o (RS
donde:
1 b—x \P(xo) n2 d
]. X,t = —— c - —_ n =
() 2/ Jy Jt- 1 xp[ “(t-T)]
_b-x
elx,) | 2/t .
(20) = ) exp(-z*)dz ,
/m _a X
2/t-1
] er-x e(x+n) - xp(xo) n? .
t = TS T T T e T T i
v e "p[ Bt 1)] "
Para la primera integral se tiene que I,(x,t) > v(x) , cuando

(x,t) » (XO,T) , con X € (a,b)

i cuanto a la segunda integral, se tiene que |12(x,t)| + 0 , cuando
b-x

(x, t) > (x , 1), con x, € (a,b) , usando la descomposicién [ =

“a-x
I J , donde € >0 pequeno. Para ello, sea
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5 = sup [#(x+n) - ~p(x0)| , con lo cual el valor
X € (xo—e , xo+e) ,MN € (-€,€)

absoluto de la segunda integral es inferior a & , y por lo tantopue
de ser mis pequeiio que todo nfmero positivo dado tomando € suficien
temente pequefio. Siendo € elegido de esta manera, se demuestra que
" la primera y la tercera integral tiendena 0 , cuando (x,t) + (X, 1),
con x € (a,b) (EJERCICIO S), obteniéndose de este modo la {6umula
de Poisson (23), que en forma mis explicita resulta ser:
(27) 1im I v(E)K(x,t;€,T)dE = ~p(xo) , ¥ X, € (a,b)
x,t) + (xo,r) a
t >

OBSERVACION 3. |

Es importante observar que la presente demostraci6én no puede apli-
carse cuando el punto (x,t) tiende hacia uno de los puntos extremos
(a,1) 6 (b,1) , pues la segunda expresién de la integral I, (x,t)
(26) estd indeterminada cuando x +a (x *b) y t + 1* simulténea-
mente. El limite de esta integral depende de la manera como el punto
(x,t) se acerque a (XO,T) con x =a 6 b . Para ello, analizare
mos, por ejemplo, el caso X, =a . Sabemos que u(x,t) y Il(x,t)
tienen igual limite cuando (x,t) » (a,T) , siempre que Ix(x,t) ten
ga limite.

Ademis, I (x,t) puede descomponerse como sigue:

b-x
0
v(x ) v () | 2/t
(28) ll(x,t) - a-x exp(-z?)dz + = exp(-z?)dz

< 2vVt-1 0
v (x) |
El segundo sumando tiende a 2 cuando (x,t) + (a,7) ; en cambio,
el primer sumando tiene limite si y sélo si X + - cuando

. ) 2V -1
(x,t) + (a,t) , y en dicho caso el 1imite del primer sumando seri:

v (x,)

2

erf(A) . Resumiendo,se tiene el siguiente resultado:

COROLARIO 4.
Si 1{m X -« ) entonces
(X,t) * (a’T) 2 t-T ' ‘P(x )
(29) 14m u(x,t) = 2° (1 + erf(1))

(x,t) *+ (a,T1)
t >




En caso contrario u(x,t) no tiene limite.
Algo similar puede decirse para el caso X, = b (EJE‘RCICIO 6).

OBSERVACION 4 [11].
Si ¢ es continua en (-, +) de manera que v(£)exp(-K£2?) sea

acotada, entonces la integral definida

_ 1 ") _ (x-£)2
(30) Y I_m s o ) %

es una solucibén de la ecuacibn del calor wo - u, =0 que es holomor

fa en la banda limitada por t =1 y t =1 +K'K :
v(x ) cuando el punto (x,t) » (x ,1) , siendo este Gltimo resulta-

y tiende hacia

d¢ conocido también como {6amula de Podisson. Ademds, si ¢(&)exp(-KE?)
es acotada para toda constante positiva K , entonces u(x,y) es ho
lomorfa en toda la regiébn t > 1 . lo mismo puede decirse si ¢ es
acotada.

Por otra parte, si ¢ esdiscontinua en X, ,se tiene lim+ u(xo,t)=
' t>T1

= \;‘(xo) , en cambio no existe el limite de u(x,t) cuando (x,t) -

> (\0,1) con t>r1

Ahora estudiaremos el caso (11) en que la curva C esti representa
da de la siguiente manera:
£ =s(t) , con s funcién continua
i) C
a<t<b , con a<b

Sea la siguiente integral definida:

b3

t .
o) [ sy
S 2/1TL VY-t (’Xp[ b(t-1) ]1

(52) ®(x,t) = f K(x,t;s(1),t)e(t)dr = si t -~ a
C

zO sS1 t s 4

Jonde ¢ es una funcibén continua en [a,b]

la funcién ¢ satisface la ecuacibn del calor ¢ ® =0 e
de clase C en toda regibn del plano que no tenga ningm punto en co
min con la curva C , y es ademids continua cuando el punto  (x,t)

viene sobre la curva C , pues la integral (32) es uniformemente con-
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vergente en un entorno de un punto cualquiera de este arco En efec

to, sea M = sup v(t): , con lo cual se tiene:

1 e[a,b] M t t-t
d1 o
33 d(x,t) - d(x,t SQ_J‘ =M , ast <tsb
(33) low,t) - ot s % ) 2 - o

0
que es pequeno con la diferencia (t - t.)
Otras propiedades que caracterizan a la funciébn ¢ son:

LEMA & [11].
1) Si t > b entonces ¢ es una funcidén holomorfa de las dos va-

riables (x,t).

i1) Si t € (a,b) entonces ® es una funcién holomorfa de la va-

riable x

iii) Si (xo,t) £C , ¥te[a,b] , entonces Q(xo,t) es una fun
cién de clase C en (a,b) , pero no es, en general, una fun
cibén holomorfa de la variable t en el caso en que ¢ sea sO-
lo una funcibén continua cualquiera. Mis alm, llamando f(t) =
= <I>(xo,t) , ésta resulta ser una funcibn de clase 2 deHolmgren

en (a,b) , es decir:

a) feC(a,b)
w0 |

i
b) IM,r >0/ |f(“)(t)|<MEI?)—'— , ¥te (a,b)
I
OBSERVACION 5.

El concepto de funcibén de clase 2 fue introducido por Holmgren en
sus trabajos [12,13]. Por otra parte, la clase 1 esti formada por las

funciones hofomongas, las cuales son también de clase 2.

Por otra parte, veremos que ‘bx es discontinua cuando el punto
(x,t) atraviesa la curva C , obteniéndose como consecuencia la im-
portante {§6mmula del salto (43).

La derivada de ¢ respecto de x esté dada por:
t
1
o (x,t) =J; K, (x,t55(1),0)v(r)dt = - 5 ¥(x,t)

(35) . t x-s (1) (x-s(1))?
Y(x,t) = -i—/%: J; ¢(T) -(—':-_7)—37-2- exp[- T(T—T)_—]dT
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La funcién ¥ es una solucién de la ecuacibn del calor Y - ¥.=0
y regular en toda la banda a < t <b excepto sobre la curva C
Se puede extender su definicién a todo el plano (x,t) tomando
v(1) =0, ¥1>b .De esta forma resulta ser una funcién holomorfa
de la variable x para cada t = cte . Ademis, si (x,,t) gC
¥ t € [a,b] , entonces W(xo,t) es una funcién de t de clase 2 de

Holmgren en (a,b)

A continuacibén veremos una propiedad auxiliar. Sea F 1la funcibn

dctinida por:

t |
-s (1) (x-s(1))*
(50) F(x,t) =J‘ XS exp|- XSy,
. (032 [ et |

integral que tiene sentido cuando (x,t) € C , es decir para x=s(t)
con t € [a,b] ; por otra parte veremos que F(x,t) tiende hacia 11
mites diferentes seglm que el punto (x,t) esté a la derecha o ala
1cquierda de la curva C
LEMA 6.

Si s € C'(a,b) , entonces se tiene el resultado siguiente:
(%,) lim  F(x,t) = F(s(t),t) + 1

x + s(t)

donde  +(-) significa que el punto x se mueve por la derecha (1z

auicrda) de s(t) para cada t € (a,b)

DEMOSTRACION. Sea

t N 2

L s' (1) (x-s(1))
3 = - L == - - | dt
(38) F1 (x,t) L = exp N0 di

que resulta ser continua sobre la curva (€ por ser wna integral que

tiene la forma ya estudiada en (32).

Ademés, haciendo los cambios de variables 1z = 32(—/%(—;—) y Z -
- _ -1
s() s se obtienen respectivamente:
2V t-T + 00
(39) F(x,t) + F (x,t) = 4 exp(-z%)dz ,
x-s(a)

2/t - a
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0

(40) F(s(t),t) + F (s(t),t) = .l;(t) “s(a) hexp(-2*%)dz

2/t-a

Pasando al 1imite cuando x -+ s(t)i y teniendo en cuenta (39) y (40)

'y que F es continua, se deduce que:
+ +00

1im , F(x,t) - F(s(t),t) = I exp(—zz)dz =+ 2/
X + s(t) 0

que resulta ser (37), resultado que en forma mis explicitase reducea:
P 1 t X ST
1im | —— iii_%, [ l‘h -
x > s(t)" 2/m I 2 L(t-1)

S(0) © 50 opf (5 = (D) [gr -
2/_ I (t- -[) XP[ bh(t-1) J Tl

(41)

Esta Gltima expresifén es un caso particular de la conocida férmula
del salto que obtendremos a continuacién.
LEMA 7 [11].

Si s € C'(a,b) y v es Lipschitz en (a,b) entonces se tiene la
siguiente {6/umula del salto:

1im | ¥(x,t) =t ¢(t) +__ I y s(t) - ;;;) x
x » s(t)” (t-1)

(42)

. (s(t) - s(M))?*14
exp{ L) ]d‘t

que resulta ser equivalente a la siguiente expresién:
t

1im | e (0K (x,t;5(1),1)dt =
(43) x > s(t) Jy

-t
=¥ﬁ(7tl + J; w(T)lg((S(t),t;S(T),T)dT
DEMOSTRAC ION. (EJERCICIO 7)

Utilizar la descomposicién siguiente:

Y, t) = —— J . X - s(t) _(x -s()? .
fo(t) - o(t)] X PR xp[ ]dT




b7

t

ﬂﬂ[ x-s() . [ (- s@)
2 J ¥ exp[- Tn

y aplicar el resultado anterior al segundo sumando para obtener (42).

OBSERVACION 6.
En [7,8], la férmula del salto es obtenida bajo las hipbtesis:

(44) | v €C°(@,b) , s Lipschitz en (a,b)

las cuales son mis débiles que las exigidas en el Lema 7 pero con una

demostracién muchisimo mis laboriosa.

COROLARIO 8.

Si 1la curva C es un segmento paralelo al eje t (s(t) = X,
¥t e (a,b)) , entonces la integral del segundo miembro en (42) esnu
la y por lo tanto se tiene: |

t
(45) 1fm | ~p\('r)l(x(x,t;xo,'r)d'r = 3 fizﬂ
X =+ x; a ‘

IV. ALGUNAS CONSECUENCIAS DE LA FORMULA DE GREEN. ESTUDIO DE {A UNICIDAD,
Sean:
Lv) = Vex " Vg operadon del calon,
(46)
L*WV) = Ve * Ve operadon adjunto del calon.

LEMA 9.
Si u,v son dos funciones regulares enundominio D del plano x,t
cuya frontera es 8D , entonces se tiene la {6nmufa de Green siguiente:

(47) ﬂ[vfé’(u) - ug*(W)]dx dt = f uv dx + (vux - uvx)dt
D aD

DEMOSTRACION.
Se utiliza el teorema de Green en el plano teniendo en cuenta la
igualdad:
: - ad = - - {i
(48) Ve - ugtv) = (v - w,), - (ev),

COROLARIO 10 (EJERCICIO 7).
1) Si Y(u) =0 y £*(v) =0 , entonces se tiene:
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(49) z)uv dx + (v u -u vx)dt = 0

Casos particulares para Vv = 1,x,x?-2t se obtienen respectivamente:

(1) Pudxrudt=0 , () $xudce (xu-u)de =0
: oD oD
€50)
(iii) f u(x?-2t)dx + [(x2—2t)ux - 2xujdt = 0
oD
2) Si L(u) =0, v=1 y se toma la relacién de Green para u en
tonces se tiene:

(51) 2 J| u2axdt - $Pu?ax + z2uu dt
I/ $ X

Como una consecuencia importante de (51) se deduce la unicidad en
el problema de frontera mdvil siguiente:

u, - u = 0 en D= t(x,t)/sl(t) <x<sz(t) , ac<t <bt
u(x,0) = h(x) , s, (a) sx 552(a)
(52)
u(s,(t),t) = £,(t) , a<tc<b
u(sl(t),t) = fl(t) , a<t<b

donde f,, f,, h son funciones continuas y S,»S, son funciones Lips

chitz con s <s (hipbtesis bajo las cuales veremos que existiri

2
solucién).

LEMA 11,
Si el problema (52) tiene soluciones regulares en D , entonces to
das coinciden.

DEMOSTRACION.
Sean u y u, dos soluciones regulares de (52). Sea z=u, -u,
que satisface Z(z) =0 en D y z/apD =0 en la frontera parabblica

apD de D .Sea P = (‘xo,to) €D ysean P, = (sz(to)’to) y P,
= (sl(to),to) . Consideremos como D' el dominio D f :t <to( . En
tonces, utilizando (51) para 1z y el conjunto D' , se tie
ne:



' : 2(t ) . .
(53) z‘q; z_; dx dt + j z2(x,t oJdx = ,
s, (to)
con locual z =0 en D' . Como el punto (xo,to) es arbitrarioen
D , se obtiene la unicidad para el problema (52).

EJERCICIO 8.

Demostrar la unicidad en el problema (52) utilizando el principio
del miximo (ver Cursillo C2). Este método, consistente en utilizar el
hecho de que la funcién z (ver demostracién del Lema anterior) no pue
de tener ni miximo ni minimo en el interior de D , era ya conocidoa

principios de siglo (ver [9, p. 372].

OBSERVACION 7.

Un tercer método para demostrar la unicidad de soluciones regulares
en el problema (52) ha sido utilizado. Sean D y 2z como en el lLema
11. Sea la integral s (t)

(54) J(v) =5 I 22 (x,t)dx , tefab] ,
s, (t)

realizada sobre el segmento (sl(t),sz(t)) . Entonces, se tiene:

2 d"sz(t) s, (t)
(t) = 2z, dx = I dx
dt s () 1(t) Zxx

1]

(95)

s, (t)
I zZdx 0 , ¥te (a,b)
s, (t)

Como z(x,a) =0 , ¥ xe€[s (a),s,(a)] , se obtiene J(a) =0 vy
por lo tanto J(t) S0 , ¥ t € [a,b] . Por hipbdtesis J es no ne-

Hi

gativa, con locual J = 0 en [a,b] . De la continuidad de 2z se

Jeduce que z = 0, de donde surge la unicidad del problema (52).

OBSERVACION 8.

Siempre hemos supuesto que las soluciones son regufanes (hipdtesis
de continuidad necesarias para que los métodos y procedimientos utili
zados sean aplicables). Un anilisis de las hipdtesis para que cada uno
de los tres métodos utilizados para la demostracibén de la unicidad de
solucibn en (52) sea posible, esti realizado en la conferencia [3].

k9
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los inconvenientes surgen por la existenciade las 1lamadas sodfuciones
singutanres ; éstas son aquellas funciones, soluciones de 1la ecuacibn del ca
lor, que tienden a cero cuando uno se acerca a la frontera normalmen-

te, sin ser ellas mismas idénticamente nulas. Por ejemplo, la funcidn
2

, X X

56) X,t) = — exp(- 1—

( v 2t/mt XP( ’*t)

es una solucibén singular para la ecuacibén del calor u, -u =0
en el dominio x>0 , t>0 . Obsérvese quer ¢y no es continua en
0,0)

OBSERVACION 9.

Un nuevo método, consistente en aplicar el Teorema de punto fijode
Banach, ha sido utilizado para probar la unicidad (y por ende, laexis
tencia) de solucibn en un problema de frontera mbvil con condiciones
de contorno no-lineales [5] (ver el Ejemplo 5, que sera tratado mis

adelante).

LEMA 12,
Sea D el dominio definido en (52) y sean

Dt = t(x,r) /s,(1) <x <s,(1) , a<rt <t‘1 , te€ (a,b)
A = (s,@,a) , B=(s,(a),a)
(57) P = (s (t),1) ’ Q = (s,(t),t)

o . R
8p D= PABQ : frontera parabdlica de D,

9 Dt= ap Dt UEI? : frontera de Dt
Si u es una solucibén regular de la ecuacibn del calor o U s 0
en D , entonces se tiene para u la representacibdn integral siguien
te |
u(x,t) = f K(x,t;¢,t)u(f,t)dg +
(58) ’p Pt

+ [K(x,t;E.T)ug(E.T) - u(E,T)KE(x,t;E.T)]dT
DEMOSTRACION.
Sean M = (x,t) €D y M'(x,t+h) € D con h > 0 destinado a ten
der a 0 . Si se utiliza la férmula (47) tomando u = u(x,t) (que
satisface la ecuacibén del calor () =0 ) , v = K(x,t+h;E,71) (que
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sitisface la ecuacibn adjunta del calor £*(v) = 0 ) vy se reemplazan

las variables x,t por las £,T entonces se obtiene

(54) f u(g,t)K(x,t+h;€,t)dg =f uv dg+ (Vvu
PQ PA BQ

1 primer miembro de (59) tiene por limite u(x,t) cuando h~+ 0

- uv,)dt

£ 3

pucs s, (t) < x < s,(t) ; en cambio el limite del segundo miembro de

(59) se obtiene rapidamente por continuidad, obteniéndose de este mo-
de (58).

OB5ERVACION 10.
la fé6rmula (59) no da la solucidén al problema de contorno (52) pucs
¢l segundo miembro no puede ser calculado si no se conoce simulténea-

mente u oy ug a lo largo de las curvas s, y s._ . Sin embargo ,

1 2
~¢ puede eliminar u, sobre toda porcidén de contorno compuesto de un

€
segmento de recta (ver [11, p. 321]).

De la solucibébn fundamental K se definen:

G(x,t;E,1) =K(x,t;€,1) - K(-x,t;€,1) : Funcibnde Green en x>0
(60)
N(x,t;E,1) =K(x,t;E,1) +K(-x,t;E,1) : Funcibnde Neumannen x>0

lias cuales tienen las siguientes propiledades:

tJERCICIO 9.
i) GEE +GT =0 , 1ii) N€£+NT =0 , 111) Gx = - NE
(61) iv) Nx = - GE , V) G(x,t;0,1) =0, vi) G(0,t;E,t) = 0

}
o

vii) GE(O,t;O,T) = viii) Ng(x,t;0,1)= 0

51
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EJERCICIO 10.

Si u = u(£,1) satisface Ugg = U = 0 , entonces se tienen las
siguientes (dentcdades de Green:

i) (G uE
(61) .« . -
ii) (N UE - UNE)E — (N u)Ts 0

- UGE)E ~ (Gu)T= 0

las cuales serén (tiles para problemas con condicién de contorno ti-

po Dirichlet y Neumann respectivamente.

EJERCICIO 11,

1) Si u es una solucién regular del problema

i) uxx-ut=0 , 0<x<s(t) , t>0

(63) 1i1) u(x,0) = h(x) , 0sxsb =s(0)
i11) u(s(t),t) =0 , t>0
iv) u(0,t) = f(t) t>0

se integra la identidad de Green (62i) en el dominio D, . =
= )(E,t) /0O <& <s(1) , e <k <t-ez (e >0) y se realiza el 1imite
cuando € +» 0 , entonces se obtiene la siguiente representacién in-

tegral:

b t
u(x,t) =J' h(£)G(x,t;£,0)dE + I f("t)GE(x,t;O,r)dr +
0

0
(04)

t
+ J' u, (s(1),1)6(x,t;s(r)dr
0o &

2) Si u es una solucién regular del problema (63 bis) (problema (63)

con la condicibén (63 ivbis) en lugar de la (63 iv) , donde

’

(63 iv bis) “x(‘)") -g(t) , t>0

se integra la identidad de Green (62 ii) en el dominio Dt o Y se rea
4

liza e) lfmite € +~ 0 , entonces se obtiene la siguiente representa

cibn integral:

t t :
u(x,t) = J- h(E)N(x,t;£,0)dE - I g(T)N(x,t;0,t)dt +
0 0

(65) t
+ f uE(s(r),r)N(x,t;s(T),*t)dr
n _




OBSERVACION 11,

Las férmulas (64) y (65) serin utilizadas en el problema de Stefan
a una fase para obtener la ecuacién integral equivalente para la nue-
va funcibn incégnita v(t) = ux(s(t),t) (conocido como método de
Frcedman [7]) con condiciones de contormo (63 iv) y (63iv bis)(ver Cur
s11llo C5).

Como una consecuencia de todo lovisto anteriormente se deducen las si

gulentes propiedades [9-14].

LEMA 13.
Si u es una solucibn regular de la ecuacidén del calor L
= 0 en un dominio D , entonces:

i) Todas las derivadas parciales de u son regulares en D

11) A lo largo de un segmento t = cte , interior a D , u e€s una
funcién holomorfa en la variable x -

111) A lo largo de un segmento Xx = cte, interior a D , u es una
funcibén de clase 2 de Holmgren en la variable t (lo mismo pue-
de decirse para u ).

1v) Inversamente, dadas dos funciones = ¢(t) vy Y(t) de cla
se 2 de Holmgren en (a,b) , existe uma (mlca so]uc16n de 1a
ecuacibén del calor que satisface las condiciones de Cauchy para
X =X_
0

(66) u(x,,t) = vlt) , u (x ,t) = ¥(t)

y que es regular en el rectingulo limitado por las rectas t =a,
t=b,x=x *r ,con r>0 convenientemente elegido. la ani

ca solucibn esti dada por la serie uniformemente convergente:

el (1) oy g2, o) (B) (o x y2]

(67) u(x,t) = E x.)

| T(zn)! G

v) La Gltima propiedad vale también si se toma un arco decurva AB,
representada por x = s(t) , holomorfa en t emn el intervalo
(a,b) , en lugar de un segmento paralelo al eje t . Si u es
una solucién regular de la ecuacibn u, - u =0 enun dominic

D que contiene al arco AB en su interior, entonces la {uncidn
u(s(t),t) es de clase 2 de Holmgren en {a,b)

Inversamente, dadas dos funciones v y ¢ de clase 2 deHolm
gren en (a,b) , existe una Unica solucibén de la ecuacibén delca
lor que resulta ser regular en un dominio que contlene al arco
AB y es limitado por t=a , t=b , x = s(t) * ,con r>0
convenientemente elegido, y que satisface a lo largo de AB las

53
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condiciones de Cauchy siguientes:
(68) u(s(t),t) =»(t) , u (s(t),t) = ()

OBSERVACION 12.
~ Los Gltimos resultados resultan Gtiles en el estudio del 1lamado

problema invernso de Stegan (ver Cursillo C4).

V. ALGUNOS EJEMPLOS DE EXISTENCIA DE SOLUCION.

Se analizari aquf la existencia de solucién de algunos problemas de
frontera mévil para la ecuacibn del calor, dados en una formulacién
bastante general, a través de las ecuaciones integrales de Volterra
de segunda especie [11, cap. 30}, teoria que asegurari laexistencia de
solucién bajo las hipbtesis que se darin. Conviene recalcar que se su
pone que. Las soluciones son representables pon Los potenciales de ca-
Lon a trhavés de La solucibn fundamental, el cual no es el Sso de las
soluciones singulares (ver [3]). Por otra parte, la unicidad de solu-
cién se obtiene como consecuencia de algunos de los métodos vistos an
teriormente. Se cosiderarin los siguientes problemas:

1) ) uw -u =0 en D=}(,t)/s(®)<x,ac<t<b|
(69) iil)  u(x,a) = ( , X 2 s(a)

iii)  u(s(t),t) = f(t) , a<t<b
donde f € C°(a,b) y s es una funcibén Lipschitz en (a,b)

Para la existencia de solucién de (69), se representarf a u como
una integral del tipo (35), analizada anteriormente, de la forma si
guiente:

t
(70) u(x,t) = I ADK (x, 55 (1), T)dr
a

donde A es una funcibén continua a ser determinada en (a,b)

La funcibn u , definida por (70), es una solucién regular en D
de (691i) , que verifica ademfs la condicién (69 ii).Para satisfacer la
restante condicibn (69 iii) se utiliza 1la correspondiente férmula del
salto cuando x » zs(t:)+ , obteniéndose de este modo la ecuacién inte
gral de Volterra de segunda especie siguiente:
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t
(71) -l%t-l+f A(r)l&(s(t),t;s(r),r)dr=f(t) , te(a,b)

a
que determinarf la funcién A

COROLARIO 14,

Si en el ejemplo 1), la frontera mdvil es fija, es decir s(t)=
= S ¥ t ¢ (a,b) , entonces la ecuacibn intégral (71) puede resol
verse inmediatamente teniendo por solucién a A(t) = - 2f(t) . Es de
cir que

t
(72) ulx,t) = - 2 I f(t)lg((x,t;xo,r)dr
a

es la solucién del problema:

u -u =0 X>X t>a
XX t ’ o'’

(73) u(x,a) =0 , xe2x
u(xo,t) = f(t), t>a

o

2)
i) u,-u =0 en D=}(x,t) /s, (t) <x<s (t) , a<t<b]
74 { i) ulxa) =0 , s,(0) sx5s,(0)

iii) u(s,(v),t) = £, (t) , a<t<b
iv)  u(s,(t),t) = f,(t) , a<t<b

donde s,,s, y f,,f, son funciones Lipschitz y continuas en (a,b)
respectivamente, con s, < s, . Sin pérdida de generalidad se ha su-

puesto que la temperatura inicial es nula.

Para la existencia de solucibén de (74), se tratard de representar
a u por una suna de dos integrales del tipo (35), analizadas ante-

riormente, de la forma siguiente:
t

t
(75) u(x,t) = I A, (T)]S((x,t;sl('r),-r)d-r + f Az(r)lg((x,t;sz('r),r)d'r
a a
donde X,,A, son dos funciones‘ continuas a ser determinadas en el in-
tervalo (a,b)
La funcibn u , derinida por (75), es una solucibén regular en D

de (751) , que verifica ademis la condicibén (75i1) . Para satisfacer
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las dos restantes condiciones (75 ili-iv) se utiliza la correspondien-
+ - .

te férmula del salto cuando x » s, (t) y x~+ s,(t) respectivamente.

El sistema de ecuaciones integrales de Volterra de segunda especie que

se obtiene es el siguiente:

A, (1) t
-~ 2 + )\1 (T)&(Sl (t),t;Sl(T),T) ’T)dT +

a

t
+ I )\2(1')18((5l (t),t;sz(‘r),‘r)dr = f1 (t)
(76) “a

+

’ oA
a

t
+ j Az(T)l&(sz(t),t;sz('r),'r)d'r = f,(t)
a .

que determinard las funciones A ,A,
EJERCICIO 12.

Resolver los problemas (69) y (74) considerando que la temperatura
inicial es no nula, es decir:

(69 iibis) u(x,0) =h(Xx) , x 2 s(a) en el problema (69) ,

(74 11bis) u(x,0)

h(x) , s,(a) sx Ss,(a) en el problema (74) .

3)
i) uxx-ut=0 en D=l(x,t)/0<x<s(t),0<t<T:
77 ii) u(x,0) = hx) , 0sxsb = s(0)
iii) u(s(t),t) =0 , _ 0<t<T
iv) ux(O,t) = g(t) , 0<t«T

donde h € C°f{0,b] , g € C°(0,T) y s es una funcién Lipschitz en
(0,T) con b>0

Para la existencia de solucién de (77), se representarid a u de la
manera siguiente:

t
u(x,t) = H(x,t) + I K(x,t;0,1t)A, (t)dT +
0

t
(78) + f K(x,t;5 (1), 1A, (1)dt
0

t
con H(x,t) -J K(x,t;£,0)h(E)dE
0




donde A s, son dos funciones continuas a ser determinadas en el in
tervalo (0,T)

La funcién u , definida por (78), satisface (77 i, ii). De las
dos condiciones restantes resulta el sistema de ecuaciones integrales
Siguiente:

¢ _
i) - —;— A () + I K (0,t55(1),T)2, (1)du =g(t) -H (0,t)

(79) t 0 t
ii) I K(s(t),t;0,t)A, (t)dt + f K(s(t),t;s(t),1)A,(1)dt=
0 0 = - H(s(t),t)

Verificar que (791, ii) es equivalente al siguiente sistema de ecua
civnes integrales de Volterra de segunda especie (79 1,iibis) (EJERCI
Cio 13), (ver [2]), donde:

t t
3 | d
I pee k, (t,0)A, (1)dt + J;) 3t k,(t,1)r, (t)dt +
(79 ii bis) 0 t
RET f Hs(1),1) 4,
0

z ot vt - T
COn t .
kl (t,'[) = j K(S(Y)QY’O’T) dy ,
T vt -y
(80) .
- K(s(¥),y;s(1),1) -
k (t,1) = f 2 ~2= dy
2 . }t_y
sistema que determinard las funciones A , A,

Mas alin, en [2] se demuestra que si h verifica ademids la condi-

c16n
(81) IN>0/ 0shXx) £Nbx) , ¥xe |U,b]
entonces ux(s(t),t) existe y es continuo en (0,T] . Lste resulta

do sera (til en el estudio tebrico del problema de Stefan a una fase

(ver Cursillo C5).

EJERCICIO 14,
1) Hallar la solucibén del problema

uxx-ut=0 , X > s(t) , 0<t<T
(82) ux,0) =0 , x 2 s(0)

{t
o

u (s(t),t) 0<t<T
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donde g e C°(0,T) y s es una funcibn Lipschitz en (0,T) ,

mediante una representacidn integral para u del tipo (32).

0 en [0,t] , la solucibén del

IH

ii) Verificar que, en el caso s

problema (82) viene dada por:

t
(83) u(x,t) = - 2 f g(t)K(x,t;0,t)dr
0

Mas alin, si g(t) = g, en (0,T) , entonces se tiene:
. X
(84) u(x,t) = - 2 g vt ierfc (———-)
0 2/t
iii) Hallar la solucibn de (82) para el caso en que se tenga
(85) u(x,0) = h(x) , x 2 s(0)

donde h € C°[s(0), +m)

4)
i) u_-u, =0 en D={(x,t)/ 0<x<s(t), 0<t«<T}
XX t
11) u(x,0) =h(x) , 0 sxsb=s(0)
(86)
111) u(s(t),t) = X(t) 0 <t<T
iv) ux(O,t) = g(t) 0<t«<T
con he C*0,b) , X eC°[0,T) , ge C°[0,T] , s es Lipschit-
ziana en [0,T] , con h(0) =0, h(b) =x(0) y b>0 . En es-
te problema que es una variante del anterior (77) la solucibn se
r4 representada por otros sumandos que darin directamente un sis
tema de ecuaciones integrales deVolterra de segunda especie [4,5].
La solucién de (86) puede representarse de la manera siguiente:
EJERCICIO 15,

b t
u(x,t) =f h(x)K(x,t;£,0)d¢ +f A, (OK(x,t;0,t)dT +
(87) 0 0

t
+J Az(T)lS((x,t;s(T),T)dT
0 ,

donde A ,\, satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones integrales

de Volterra de segunda especie:



t
A, (1) =I Klz(t,r))\z(r)d‘r + £ (1) ,
0

(88) t t

)\2(1) =J K“(t,T)XI(T)dT + IO Kzz(t,’l’)Az(T)dT + fz(’l') ,
con:

s(t) ’ 1
Ku(t,T)=zK(o,t;s(r),r)[<2(t_T)) " J ,
Kzl(t,T) =- ZK(S(t) )t;O)T) ’ ’
- : s(t) - s(1)

o) { K EOTKE® 65,0 =2

‘ b
.. h®) o by, . £ 0)dE -
£,(0) = - Z= exp(- ) ZJO h' (E)K(0,t;€,0)dg - 2g(t)

b
£(t) = - ZJ h(£)K(s (t),t;€,0)dE + 2X(t)
0

A continuacién se verid una aplicacién del Ejemplo 4) al problemu no-

lineal siguilente:

5)
i) uxx—ut=0 en D=t(x,t)/0<x<s(t) ,0<t<T‘
11) ux,0) = h(x) , 0 sxsb=s(0)
(90)
111)  u(s(t),t) = x(t) . 0<t<T
iv) ux(O,t") = G(u(0,t),t) R 0<t<T

donde h € C'[0,b] , X € C°[0,T] , G € C°(-o0, +@) x [0,T] , s es
Lipschitziana en |[0,T] , con h(0) = 0 , h() =x(0) y b >0

Se considera el siguiente operador:

(91) FiBR*BR/ F(y) = z
donde

B =y ecoio,1 / llyll= méx ly®)] s R]
(92) 0stsT

z(t) = v(0,t) con v =v(x,t) 0nica solucibén de (82)toman
do g(t) = G(y(v),t)

En [4] se demuestra que para un R > 0 oportuno se puede aplicar
el teorema de punto fijo de Schauder, con lo cual se garantiza laexis
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tencia de solucibén en (90) (Ejercicio 16).

EJERCICIO 17.
Si ademds G = G(£,t) es una funcidén mondtona creciente de £ €
€ (-wo,+m) entonces aplicando el principio del miximo el problema

(90) admite a lo sumo una solucidn.

OBSERVACION 13.

En [5} se demuestra que bajo ciertas hipbtesis complementarias so-
bre G , la aplicacién F es una contraccién en [0,T] para un da-
do T convenientemente pequeio, 1lamado To . La constante de con-
traccibn k(T)) y el mismo T  mno dependen del dato inicial con 1o
cual la demostracién puede repetirse en [n To , (n+1) To] (n € N) ypor
lo tanto se tiene la existencia y unicidad de solucién en  [0,T) ,
cualquiera sea T > 0 , aplicando el Teorema de punto fijo de Ba-
nach. Ademids, se demuestran propiedades sobre dependencia continua vy
mondtona de la solucibén respecto de los datos, existencia y unicidad
en el caso en que s(0) = 0 . En otro trabajo [6] se realizan estima

ciones para u Yy sus derivadas.
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