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INTRCDUCCION

El temario del curso " LAS ECUACIONES E INECUACIONES VARIACICNA-
LES EN LA MECANICA DEL CONTINUO,; TECRIA, APLICACIONES Y APROXIMA-
CIOM NMUMERICA " incluyé los siguientes t5picos:

« Inecuaciones variacionales en Rn,
. lInecuaciones variacionales en espacios de Hilbert, Teorema de Lax - Milgram, Teo~
rema de Stampacchia - Lions,
. Aplicaciones a la Mecénica del Continuo:
a, Problemas térmicos.
b, Elesticidad lineal, Desigualdad de Korn, Formulacién variacional dual y mixta,
c. Fluido visco-plastico de Bingham,
ds Ecvacidn de Stokes,
. Aplicaciones a problemes de frontera libre:
a. Problema del obstdculo,
b. Problema del dique porosc. Transformacién de Baiocchi.
¢. Problema del cambio de fase (Problema de Stefan),
«  Aproximacion numérica:
as Diversos métodos iterativos para los problemas variaclonales,
b, Método de los elementos finitos, Aplicaciones.

En este cuadarnillo se prosentan ulgunos temaos que lo complementan, como ser:

I-  Formulacidn variacional dual de la elasticidad.

ll- Forraulacidn variacional mixta de la elasticidad,

lHl- Aproximacién numérica de ecuaciones e inecuaciones variacionales,
IV- M8todos iterativos para los problemas variacionales,

V- Inecuaciones variacionales con formas bilineales no negativas,

V- Inecuaciones variacionales con eperadores mondionos.

V- Formulacidn variacional primal, dual y mixta del problema :

(P) u./“\ =0
Vill-Formulacién variacional mixta,
IX~ Los inecuaciones variacionales y su aplicacién o problemas de control Sptimo,
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I- FORMULACION VARIACIONAL DUAL DE LA ELASTICIDAD LINEAL

En la formulacidn veriacional primal de la elasticidad lineal lu incdgnita es
ol despluzamientio d,

La bisqueda de los pequefios despluzamientos u partir del ostxdo natyral de un
sélido eldstico, homogenoo e isSiopo flsometido 1 una densidad velomica F enfuy
a una densidad superficial g en /Y y estando empotrudo en 3 poreidn restunte de su~
perficie [ , se obtiene resolviendo el problema (salvo cusos de ambiguedad, estd impli-
cita la sumatoriu cuando dos mduces se repiten),

\-ai,i(@)=f; en py, i=1,2,3
(P) / W/f=0,i=1,23
&G;i(ﬁ’).ﬂi/ﬁ‘=gi, i=1,2,3

siondo la ley de comportumients:

qé(u’):-x E @) SLA'H/* Ec(.)(a’) ) L p=hes3

donde:

SL‘J :

}\,)& . coeficientes de LAME ( >\7)0 ,)*70>

delta de KROMECKED

K): (U\)UZ)UQ.: veetor desplazamiento

fOu\
&()W) ) tensor de deformaciones linearizado
Q.. : tensor dz tensionas

A.,é‘



Lo formulacién variacional del problema (P) estd dada por:
|, D N~ ol
(Po %é”u )= LT, ek
ek

donde: u=(Hw) , Fel Cm)} Te Q,([q))
Sy Bue)

3@7) = st ks
<L,T =§ fﬁ ’&1+S’Wd()“

fdemés, la dnico solucién de (P1) minimiza la energla potencial total del cuer

L (3@) L TR) AP

donde: o = L =

- _._) . — N \)-
7

Observacién:

Flsicamenie, es importante el céleuls de las tensiones 6‘ Como 0-— es una
combinacién lineal de las derivadaos de los desplazamientos M. , exnsfen difi culfades
desde el punto,_d de vista del céleulo numérico, sobre todo cuando por el método emplea
do la solucnonu, de (P1) 8 (Pg)es C° y no cl,

La formulacidn variacional dual consistird en formular el problema en funcién
de los G (hueva incdgnita) con la ereacién de una energia complementaria que se tra

taré de mmlmlzc\r

Sean:

:3 a (ZL) Q(E(m)ﬁ/ac :2{ (4, :4,2,3)) 'Cx,d' ,-A'é L?(Jl) (L=h2,3)}
Ejes oo, 1)
2= jag/- %srﬁw Rete), € -



Q=K Co O dx - A
o Q& —R/ ol (t3)= i {5 5}&(2/4+3,\)§1§1%dl
=142 (G509) ) -2 (G O%Q,;(ﬂ)
I:Q >R/ (9= 4 AT, Q) @nerc{r\a (OMFemeanaria
9*—l’ 2 Coe}\uwﬁ‘&. di  Porsson <04 \)<4/Z>

/ | | |
- 2ut3N) S0 ¢ modvfo dg Yo G .
E = /&_Lﬁi_—l Ve

/u

Verificar lus siguientes proposiciones:

1) € es un espacio de H lLBa.RT con el producto escalar: 5

(4 fr) = Z &zﬂa, Ad)Lm f (Z i) )(“ *3 ()>L@>

2) CQ_Q N t, h— < L@'/ O«)) ] de manera que vale la siguiente
igvaldad:
| 2T
g | & 6 (¥) da- - TR Sr@ R )R dy
‘ -
Gr‘(iﬂ),( i d/}\ZJr'ZJ ’3 uldi)debe interpretarse cormo 4 a ﬂ>)' U > >
3) G(—)) N Z (por lo tanto: ?7/’)

4 oo/ _,ﬂ‘ZZ ,( })7,(52 J,%}t((
J/&«Aé\) ). "

(Basta tomar: 0 <

5) OL (Z) t) 7/(5 ‘ Z“ Q )’V [4S Zo (Por lo fanfoO(es #., = eliptico)

6) i) Bxiste una solucién O del problema:
%o((@,-z«o-);o NZeE
ONE-<

i) Ademds, (5 os solucidn del problema de minimizacién:

I(o*)éI(l),ﬁ‘ZeZ , et



O .
T(O) =
_;,) ;
(W

KHVZ{& )ﬂ |
¥e

6 e

pabecdlis

q

) 6»&»»%\/1

fo
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- FORMULACION VARIACIONAL MIXTA DE LA ELASTICIDAD LINEAL

Sca el siguiente problema mixto (o problema primal=dual):

encontrar: f) EQ M/
! /5( ) =0 \%TEQ
© gz " f*? " 1, el
dmcia
3\% (gr) e@@ /q “ﬂr (i 2). 4, &eL >HM>§

% Mx}‘z,/ L&H(‘])B/ /\L/ —O% (meAJa(F)W
A QKQ—AH\/ Y =~L» (T; #())] 1y E Y“%W(&)

b Gt 7“\/ M)*)—»@ )

LéA 4 w >

#1 Hﬂ ﬂ%’,&)Q Q,(ﬁ)) clt/{/\fy\clj% de {W‘bd For undaol de
%/_ ('%«"(323%& QQ'?U«)) : Jw@éa}i de. &vvféo, §>or dad.
N de /‘JJA\)@(%QQ, (m == )v(')>




Verificar las siguientes proposicicnes:

= —
1) ) ?:6(“7) 3’ A=W s una solucidn del problema (P),

—_> I
donde W y G(u) son el desplezamiento y ¢l tensor de tensiones dz la elasticidad lienal
respectivamente,

if) Lasoluciédn de (P) es Gnica.
2) el lagrangiane é . &)‘M — R y  definids por:

alc ,)x) =1 *ig:9)+ /3(‘3} ; /A) — LY(/M) (snorgfa de HELLING ER~

REISSMER)

tienc un fnicc punte de ensilladura (?,)\) que os la solucidn del problema mixto (P),

1@(\7;/*) & ZEW;%)QZ{%(%,X) , ~¥€f€(§2 ,,SVL/MM
o @;N ¢ QM

~
3) El elemento ?Ebz es solucidn de un problema de minimizacidn con restriccidn, es
decir:

T(pe 1), ¥9et
7 pet
Con Z ((: &) 3 IQ—-} K a determinar,

4) Hallar la formulacién variacional correspondiente al problema de minimizacién (?’2).



I = APROXIMACION MUMERICA DE ECUACIONES F INECUACIONES VARIACIC-
MNALES,

El objets esencicl del Andlisis Numérico es reemplezar el problema continuo (en
un espacio de dimensién infinita), por un preblema apreximedo en un espacio de dimensidn
finita,

I) Aproximacién numérica de ecuacionas variacionales:

Preblema continuo:

&(uig) -Z L)'LT7 ) N eV
"y eV

donde:

V: espucio‘ de Hilbert, V'dualdeV .
d VxV—3RK 7"f0rmc1 bilineal, continua QB(M;U)‘ LM M “U“ )¥u)U&v>
simétrica y coerciva (3&70/ 3(5;%) 2ol anL) VRV )

L eV
Por ol Teorema de LAM=PMILGRAM axiste un Gnice elemonto U eV sclucidn de (P])

Problema discreto o aproximado: L - AVL \!
(P ) 8(“9\}‘\56\): £ }bﬁ>; \yﬁé N
A
f\ Uf\& \]&
donde VQ\C \Y {Método de Aproximacidn Interna) es un sub-espacio vecterial de

dimensi-n finity I\Jg , con h >0 pardmetro destinado o tender a cero (en general , = %
L
con m nctural)

Verificar las siguientes proposiciones:
1) Existe un dnico elemento Ug\& \/F\ solucidn de (Pi@
2) lema de CEA: Co
) lema de CE/ H[k-Ue\H L _M__ I}\* s\ L(—Ug\“
L ey

3) ug\: P\/ { Uk> , donde PV es ol operador proyoceisn sabre \/g’ con respecto
al produets escalar 3(-;+). %

4) Usand~ 3) se obtiene:
- -
W-Up I £ Al M Iv\f lu=ve
-ty | £ 4 2 N, A
Esta astimacidn meioru lo obtenida en 2), pues Ol £},



P

. . {ma
5) (D ” Ug\” & L ) X E\, ;s donde C es\f:g;stanfe independiente de h,
b 3, i) & 3l ¥

6) Supongamos que exista "“5 <V (denso en V) y una oplicacidn

)1;,\‘{5_,7\}'?; / ,afm |r-hgv)=0, Ve U

X h—0
Entonces {«tﬂ_)\% | AL- ugv | =0, con lo cual el problema aproximado es
convergente,
7) Précticamente se da una baser\J % Wy oo o “)va g del espacio V| de
R
manera que la solucién UE\: Z U UL)A: del provlema (ﬁ f\,> se obticne
(=1
por la resolucién del sistema lineal:
N
Zaw 9= L Ly M g
=4

Verificar que (%) tiene dnica solucién Uy y s ua\‘)f\‘
Observacidn:

El método de los elementos finitos as en su forma simple un métedo de aproximacidn
interna en el cual los sub-espacios V. sen elegidos de una manera particular, £n general,
se trata que la matriz de coeficientes del sistema lineal (35) tenga la mayor cantidad de
ceros posible, Practicamente, se tiene la propicdad siguiente:

rodide (éo?(w)mjyr(w) o = JWw w) O .

Ne dichu propiedud surge la importancia de la buenudocc:on de la base %"‘)Li
de V.« Para una informacidn completu del tema, ver por ejemplo, PuZ, CIARLET, The
finite element method for elliptic problems, MNorth-»lland, ;.msferdam (1979).

) Aproximacion numérica de inscuaciones variacionales

Problema continuo:

(w;7-w) 7 <Lju-uy , ¥ ueK

() é ueK

donde K es un conjunto convexs, cerrado y no vacio de V, v @ os una forma no simétrica,
Por el Teorema de LIOMNSSTAMPACCHIA, existe un Gnico elemente ue K solu-
cidn de (PZ)‘
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Problema aproximade:

Q; \ %5 W\’G—Hr\)?/ L Uﬁ'MW)#@\G\L&

Ug\& Ke\

donde X es un sub=conjunio convexs, cerrads y no vacio de Vh

¥

En general, X, no es un sub-conjunto de K,
Verificar las siguientes proposiciones:

2) Existe undnico elemento U r\e Kf\ sclueién de Uz t\)

2) 1) L dpllcacn:m H \—>V' , definidc por LAU\ Vo= Alu, U_) Jvlu ve/

as lineal y eontinua ,
ii) Sec H otro espacio de Hilbert, de norma , - , con las siguientes propiedades:

V = H (V esdonso an )

V—> H (laidentidad de V en H es inyectiva y continua)

5i se identifica H cen su dual H' (Teorema de representacidn de RIESZ) entonces
Hoa—-sV',
\/ i S 2
Practicamente se tiens ol cuso: = H(,( g H= L(\R‘) Ver (12))

10) 5i AU\—L < H , entonces:

1) (ol H“ uM[ A U{M«Ll (‘b{ Ue\‘-{lﬂe) U I>+ M “M Uf\” “H 6‘3\”
%\}\Y%KJ{\ Muek

Partir de lu desigualdad:

o ';u-ug\“zé Q(U-umu-um:a(u;u) +&(ug\‘;ugg-a(ujug\)_a(u@;u) )

ii) Existe (70 (constante independiente de h) , tal que:

pu-Ugf £ Q{wa (Je- Bl L) [u- %l)

Ue\&
+ Mu L\ L\ lug\ 4 J
efe., RN DR S I ’ Tyt ¢
(Utilizar 1o desigualdad ’K}é E% 4 —‘Qgé‘i vélida «\f&?@ )

11) De 10) ii) se obtiencn:

peev = utgl< e Inp etk
\;g\e
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/2
05, e x> lelee [T (h- Lk \“’W]
AN

12) Para el cuso en que no se introdurea el espacio de HILBERT H (solo se tiene

J:[U\Q\/ 3 LG\/ obtaner ¢l resultado correspondiente ol 190) i),

Chservacidn:

Es interesante recalear que lus estimaciones antericres son vdlidas para el cuso en
que la forma d no es simétrica,

13) Soan \= H"(m
%J\!\/ >R /A (M;0)= % Tu. T
S Ke HZ(JI:) , enfonces Rue L_(j\)

(tener presente que V = H O(Jﬁt) > H- Lz(ﬂ) ).
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IV - METODOS ITERATIVOS PARA LOS FROBLEMAS VARIACIONALES

Sean:
"

V: espacio de HILBERT,

¥: eonjunts convexs, cerrado ¥ no vacio de V,

SRR

contiua (13w, LM Jull Wi}, ¥uve NV Mr0y,

< worciva ( Jovo [ o)z ol ¥veN ) )

V':dualdeV , f€V,

LeV' wn <L;v>=(, v),¥veV,

AV v/ (Aur)=3 ), Mu,ve V,

> [R., forma bilineal, simétrica,

Y

> K, operader proyeccidn sobre K

"k

\

Secn los siguientes problemcs:

Alu;v-u)7 <L ;0 >y, N Uek
ek

e (AU 0)= <L;uy, ¥ueN
ueV

)

1) Consideremos el siguiente clgoritmo:
a) Wee V , arbitrariomente elegide

(~) { b) eonocido uh, se define U cormo la Gnica sclucidn de:

nti

Uy = (Un- P(AG-1) , 7o

/
i) 5i se elige de manera que 0< < ,Z_O,J entonces M U, —ul=0
o f i M’ M~7+00“ w4l 4
donde W es la Gnico solucién de (P]) (Utilizar el teorema del punto fijo y el teorema

de LIGNS- STAMPACCHIA)

ii) Lo condicidn b) de (A) puede penerse bajo la siguiente  forma variacional:
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(g 19y ) 7 (-t ) - P ;0= )~ <17 7

WreK
“m ek

iii) Si se considera el problema (Pp) , entonees el algoritmo (A) puede reamplazarse por
a) “oe vV » arbitrariomente elegido

®)
b) Conocido uh se define U nrA como:

Upyy = Uy =P (Aty—f) , 70

obtenfandose el mismo resultado que en 1)
2) Supongamos que la forma d no saa simétrica y que exista: b: VxV ———>R, forn:.
bilineal, contlhua, coerclvay simétrica.

Consideremos ol siguiente algoritmo:

a) UgeV . arbitrariamente elegido

b)eonocido Wy se define U, como la dnica solucisn de
© Eb(um )= bl 0)= £[a(Un0)- < L7 ] ¥V

Unyy &V

)] m \fm - Wy ) @s una norma equivalente a “\7“ enV.
ii)Sea ﬁ?\t Up —W ¢ donde W es la solucidn de (Pz) + Entoncos:

A b(§, -9 v)=-F3(5v),¥veV.

b)Eligiendo V= %XH’ %{)\6 Y 3 U= %W\+4+ %’h eV A) AR

T g (- 2pr 4 £ N0

\ iii) Si se elige f) de maneraque 04 ? < _2_3_1_ se tiene:
. M
Lim U= Uj=0.
A—>tco

Observacidn:

“n cada iteracidn del algeritmo (C) se debe resolver un problema variacionai dei
mismo tipo que el problema incSgnita (P2) pero mucho mds simple si la forma b es bien e
gida,
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3) Supongamos que la forma d no sea simétrica y que ademGs existan:

W: espacio de Hilbert con norma m . \H
Wl v (inyeccidn continua, es decir: 3 C?O/ “\T\\ 4 mvm /V\x‘\\})

b: WxW —3R, forma bilineal, continua, coerciva y simétrica.

Por simplicidad, se toma por nermaen W oo m \)'m = /\‘ b(V; V) ) AJ\T&\'\«'

Consideramos el clgoritmo siguiente:

@) Use W , arbitrariamente slogido

b) conecido W, se define Uy, como la dnica solucién de:
’ %b(uhﬂi = blin; ) - F[ (tn;v)= <L 'DJ Voew

Unpr € |

ﬁ%,_ Up—W , donde W es la solucibn de (P,) s se supone neW .
Entonces:

b (fypy- 5oy 0)= ~f M 7), YW
i) Eligiendo V=5, (- F, € W 3 V= ‘§ JF3,eW en ) 50 cbtion:

P (2o PMc ) 14,1 ..ma,uf (K

iii) Si se elige f de maneraque 0< f" < 2 » se tiene:
MzcZ
%a) Ufy\ —> WK enV fuerte .

b) [Ln —_— en W débil |,
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V = INECUACIONES VARIACIONALES CON FORMAS BILINEALES NO NEG A7 Ve

T

Sean:
V: espacio de HILBERT con producto escalar (. , o)
K: conjunto convexo, cerrade y no vacio de V,
L & V') a:VxV——>R, forma bilineal, contlhua ( |3(t(;\7)l & M ”\lf: I v |

%LKA) Ue \/) y no negativa C a.(\)‘)' ‘)-) /O/ \)L\)(:\/‘j‘?
Sea el problema:
A, 7-w) 7 <L;U-wy, ¥ oeK
)
¢ hek
1) Introduccién

Supongamos que (P) tenga al menos una solucién. Sea X el conjunto:
X=%' Ue K / W essolucidn de (P)g
i) Sea el operader lineal y continue
> v/ KAWM ,*'17 >=4d (u)'\))) VM)UQV
> V"' definido por TW)= AW)-L e wrad-

AV

entonces, el operador T: V
tono.

IS I ST )z <Lyvn>, ¥UeK
We K
iif) X es un conjunto convexo y cerrado.

2) Método de Regularizacidn:

Sean G & V',
b: VxV =R, forma bilineal, continuay coerciva.

X+ &, eatonces 31 Uce X/ b(Uo; - Uo) 7 < GV o > NUEX
) ¥E70, 3] lge K / A4 v-U )4 g(ué;znuépﬂggfé%z
iii) La aplicacién VeV — > J(v , v)e R es semi-contfua inferiermen-
te on V débil,
iv) X ? &> {l U&“ {0 (constante independiente de € )
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v) Si X :,{:¢, entonces {Q‘AI'V\ \\H&~HD‘\:O

E—0
vi) Qe puede decirse del elemento U e X  en los siguientes casos particuic:as:

0 b7y =(4;9)
y blw) = (w;v) 3 G=0.

vil) Si el convexo y cerrade K es acotado en V, entonces (P) tiene al menos uri ot .
cibng

viif) Si K no es acotado en V, sea
P4
Con Bylo)= ioe\// <R }
(Para R suficientemente grande, KR :’é. 525 )

Sea ademds, el problema:

%d'{“’a 0-We) 7 < L v-We 7, ¥ Ve Kg
We e K

entonces:
a) El conjunto XR = % V)Rék&/ U‘)K es solucidn de (PR) § es no vacio,
b) Si Wké XP\ Con ”u)R“ £ R , entonces WP\G X

c)Sipwaundade R >0, XR contiene al menos dos elementos, entonces X :#¢‘
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VI - INECUACIONES VARIACIONALES CON CPERADCRES MONCOTONOS

Sean
X : espacio de Banach reflexivo con dual X'y dualidad <+ -3 )
K : conjunto convexo, cerrade y no vaclo de X .

Definiciones:

Sea el operador A : D(A) C. X ——> X',
i) A es mondtono 6_;> £ AM-—A\)-/'H’\)-?ZO ) AVIU(/U'& :D(A)

i) A es estrictamente mondtono &=

a) A es mondtono -
b) <A(A-Alf,'“-‘77 =0 & U=V

iii) St D(A) es convexc, entonces:

A os hemicontinwo &> lafuncién ¢ [o;{] —< A Gkt 400} u-U>

as continud.

iv)A: K > X! ( k < D(A) ) es contfnuo.sobre los sub-espacios de dimen-

sibn finita <> . M—>x' es continua X Mc X
T Smoneién fintre, - K[

N\

Verificar lus siguientes proposiciones:

D Sen (AK—>x' (K< D(A))
by [CAK R 70 ,%0eK
he K
Py \CAT; U-U> 7/0)4\76\(
nek

Entonces:
i) (P]) y A monoteno _— (Pz)
if) (°3) y Ahemicontinnoe —=> (Py)
iii) A mondtono y hemicontinuo, entonces Py &> (PZ)

2) Si A es mon&tono y hemicontinuo, entonces el conjunto de las soluciones del problema
(P]) & (P9) es un conjunto convexo y cerrado de K,
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3) Sea Kaeotadecy  Oe& K (no restrictivo)s

St A: K > X' es mondtono y contfnuo sobre los espacios de dimensidn finita en-
tonees existe al mencs una selucién UL de (Pl )e

Si ademés A es estrictamente monétono, el elemento W es Gnico,
Para la existencia, verificur:
1) A M subespacio de dimensién finita do X ( dom M = m)
3, € Ky=KnM /AT U-Gr 70, ¥Ry
Utilizar las aplicaciones:
it M ——> X (inyeccién)
"X —> M A, M (@ual do )
A Ky — M
y los resultados de inecuacicnes variacienales en dimensidn finita y la equivalencia 1)iii)
ii) sea S(U) = 2(‘-&6}(/ Z A\)')- V-Uw7 70 % (convexo y cerrado)
entonces: + We O S(\)’) solucidn de (Py)
Para ello verificar y uﬁlizulff &
a) S(U) es débilmente cerrado, ¥ U & K .
b)K es débilmente compacto . |

c) SQS(O) e debilmente compacto . m
3
d) M= S.. 3{045 .;6»,,\3 = §u€ NSy .

(=4
e) equivalencia 1)iit)

A) St AtX ——> X' es mondtono y Hemicontinuo , entonces A es eontfnuo sobre los sub-
espacios de dimensidn finita de 3,
Peara ello verificar:

i) A lleva conjuntos acotados en conjuntos acotados (porel absurdo)

) Uy—> VU AR W = w= AT

5) Sea A X —3 X! monotono y hemicontinus, K ocotodo}entonces existe al menos una
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[ ¥4 L3 4 . / L] .
solucidn del prcblema (P,).- Si Ademds A\ es estrictumente mondtono la solucidn es dnica.

6) Si K es no acotado, sea:
K=k (1 Belo), R70
(Para R suficientemente grande , con KR #: @/ )

Sea el problema:

CAug s =gy 70, ¥IeKy

Sea Al ——> X' mondtono y continuo sobre los sub—espacios de dimensién finita de £

(6 A: X —>X' monotonc y hemicontinuo)
Verificur:
i) 3 uR < KK solucién de (PyR)

i) 3 W solucién de (P]) <::> 3 R>O / la solucién UR &lﬂ- (ﬁg)
satisfuce la desigualdad H uﬂ u LK.
iii) Cosos en que la condicidn H up\“ <R secumple:

/ Seam \?Oe k } “ %H(ﬁ / 4 Aﬁ;lf—‘?o> >0 SJJEK CUY\“U'”=R
entonces \\u&“ £ K .

S . Yapipe
b)Sea A coercive, es decir:

r 319.c K/ S, < Av-Ado; 0-Yor _ |

Il =7 d Vo /
entonces tomando H > “A&Po l[ ) R~ N\Po“ y
£ AJ_ A\PO J V- HOO> D2 H “UP'&?O'“) lVIL H\TH > N y  se tene la

hipétesis anterior a)

~

7) Aplicaciones:

i) Sean V : espacio de HILBERT

K : conjunto convexo, cerrado, acotado y no vacio de V,

sivo)

T:V3v/ 3 a) “T\J\—T\TH L “u—\)“ (T operador no expan

b)T (K) < K
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entonces axiste un conjuntoc convexc de puntos fijos de T,
Para ello, verificar y utilizar:

a) A=l-T: K —>V (| identidad) es mondtonos

b) }L\EK/ (AM;\)‘—M)ZO/AVI&&K .

c)T (u) =K.
ii) Sean JL ¢ Rﬂ , dominio acotado,
A LZ(SL) — )__2 (JL) , mondtonc, coercivo y conti-
nuo,

K=%Ué LZ(J?,)/ V70 m C{}D Jﬂﬁ,i

Estudiar los problemcs:

A U-1) 70, ¥eK ek, Auek
m é(ub::_)K )7/0 Ve , @) {u./{w:o)wc{»’ld‘tﬂ-



VAR

VI - FORMULACION VARIACIONAL RRIMAL, DUALY MIXTA DEL PROBLEMA

Sean

~A\k:‘§ M -D_,
o 3 =0

A n{YL . dominio acotado con frontera regular [ y
< versor normal exterior ) .

V=) MaH=L) el

=R ﬂR/Qauv jvuiwdx

L\’—’%R/ L (v) = S J&L

3N 7}P\/ JW) = Aavv) L(v) (Qr\w%\a HaQ)

Q Hidw; ) = {@,u\ /dm@eH%
H&Q/ J&\/ -0 wﬂg

Z:%%&Q/ dw(%w%o wﬂi @'(,Llo )

QR / o) S by don < WH)

L0 =R/ T 4o 191,

<€ﬂ6‘*%*3 COM?\e mentna)

(%QM"%{P\/[WBH ) jci\v /\Ad)c
TH—= R/ = —Lﬁ
Z@ Q V\“‘?R/ ZZ(QW) J,F%/u)ﬂfw

\ (\I__&%fu/\ ?fd%>



1) Foemulacidn veriocional primal

i) Verificar que I formulacién variacional del problema (P) estd dada por:

dw;v)= L{v), ¥veV
al wev

it) El problema (P'l) tiene una dnica solucidn UEV .

iii) La solucién W de (Py) es lu Gnica solucidn del problema:

°,) 33(@ & Jw) MveV
keV

2) Formulacién veriacional dual

i) Q es un espacic de HILBERT con el preducte escalar:

(19)q= (P 1 (1P o),

Adem&s , sc tiene la ugunenfe férmula de GREEN

Sqr de-—-jdu @) v dx +<%m 07, N9, N H{)

donde - 500 > representq la duclidad H H/Z(F)
({y, >\e L([‘ H}IZ(F) 8 /AQ H/z Qn‘}O'}C{Zﬁ» <>\)/~‘> = >\/~ A&)
ii) Existe ung Onicu solucidén P € Z del problema:

;)

O(()‘);(_}~F§:O) V%t%
ped |
iti) La solucién ?ez de (P3) es lu Gﬁica so_I_tfqi;_én del problema de minimizacién:

o I

iv) *)__,_ K?lk c Z , donde U_ es la solucidn de (P‘)
oo I+ J(w=

3) Formulacién variacional primal-dual o mixta:

Sea =t siguiente problema:
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[ hiNe QM
i) Verificar que p = V7lk 7 >\ - W es solucién de (P5)

ii) La solucién &#, }x) € Q)J\/\ de (Ps) es dnica,

iii) Verificar que las dos ecuaciones de (Pg) son equivalentes al sistema:

o {DEM) -0, ¥ge
T DBmN (=0 Hpel

donde 0 ]\1} representa la derivadu de Zop segén CATEAUX en la variable i-&si
ma(i=1 2)

iv) Verificar que @ )& -;é M es un punto de ensilladura de -¢ es decir

Lyl BlpN £ B[40, ¥4eQ  peM
e M se llama el multiplicador de LAGRANGE asociado a la res
triccién " pe Z" )

4) Owa formulacién variacional del problema (P)

Q=2 , M= Mo, e,
ol: Q=R /ol jmdx

A= R/ I@f L (49)

| PON=RY pig=-] TG 45
YM— R/ S -’ailﬁdx)

\ GGt = R/ igp- T +pGp) -1

Sean:

i) Verificar que el problema:



(P7) ,
. .l e \ e
tiene una solucidn Unica ?:— Ve Y N >\: W e 1/\ , donde W es o solucidn de
(Py7e '
R

i1) Lo sclucidn (?/)\) de (P Y s un punto de ensilladura de »ZZ .
iif) Mostrar que FQ Q as solucidn de un problemc de minimizacién con restriccién,
es cdecir:

T(pLTG), ¥y ot

Tei
con £ a determinarse.,

iv) Verificar que el problema (P?,) es equivalente al problema:

W\H) O M L
(h'g) *'JM/ r)f «S: QM
M=o

v} Relacionar (P,.) con (0).
[
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VIl - FORMULACION VARIACIONAL MIXTA

Sean:
[ Q, M : espacios de Hilbert con Q'y M! sus duales respectivos,
C Q' —> Qy Q' m‘—éM los iscmerfismos éorresponc!ienfes (Teo-
remc de representacidn de RIESZ),
o Qx @@ —>R, forma bilineal y conthua,

fB - Qx M 3R, forma bilineal y contfnhua,
Ye @, fem
Ell probleno variacional mixto (6 primal dual) consiste en encontrar <J>)' )\) QQXM /
PR+ (m) Wa 34%“1
Al =T (1) el
1)

i) Btiste un operader A : Q—-—) G llnacl y contfnun/

3 mfu;n T

ii) Existe un oparador B:Q —— Mlineal y contihuo /

%m Py=LEP ¥geQ, Hpeh
181 = o
MmO 7 O A B = L)

% B(p)=0T(Y)

donde B*: M —>( es el opercxdor adjunto de B definido por:

(Bg[ }g - (4, g/) AJQ}&@ %f&eM
iv) Ker (B) = %g{eQ/ /5(9‘ W)=0 AVL)AE Hg (= Z)

2) Verificar que las dos condliciones siguientes son equivalentes b > 0) -
b
grfwf \\Q(l& M “M >¥}*€M (condicién de BREZZI)
i | B/‘“ 2 b “MM ,¥/A e M
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3) Si f)) verifica la condicién de BREZZ! entonces:
i) B* : M —>Im B*< ¢ es un isomorfismo
i) Im B*) = (Ker (B))J'
ifi) B : @Q—>M es sobre

4) Verificar que las tres condiciones son equivalentes (&70 %\7 O)

) ;‘g M“%“ ”/*“M) NpeM
% )A JEQIIPTACTIS S L0

“P’/*“QZ Il et
" \\5‘3(\\m7/ B\9lg ya el
il A B AT ASTWMOFSMOS en
%3 67 < Y ;%H(% e

5) Teorema de BREZZI

Si r& verifica la condicidn de BREZZ1 y O( es Z=ellptica (8 coerciva sobre Ker (B) )
enfonces:

si = b 4pcQ F Ker (6 se tiene
Y f g / %7’46 (Ker(m
i) Qy)) ¢ Q £ M as solucidn de (P) & (Py) <==>

(%)
(PZ) é O&f?olg[) \’/ ) &&F«, ) ) v%é‘z
Ex= zw) i
if) Existen Onicos ?OQ_ :E} &E;‘_ ) >\ - M solucldn de (pz)

6) Sean:

T:a—R/ TQ= Lol39) -1

B8l =R/ (4 p) = 1)+ &)= Fp) (Lagongond)
| Si se tienen lus mismas hipStesis que en 5) y ademds (X es simétrica y no negativa sobre X
(Oz(q»“q.) 7/ O]-\}% & (52) entonces:

i) tiene un dnico punto de ensilladurc que resulta ser la solucién del problema
mixto, es decir:
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B(by £ L) £ 2019,)) ,H2eQ HpeM
) ?(ji)sj XewM) P

ii) Existe un Unico E% solucidn del probléma de minimo *
(P4) (he 19, ¥get
[ be £

i1i) La solucidn Fe% de (P4) es el primer argumento del Gnico puntc de ensilladu-

ra Q;))\) de @

7) Aplicar el Teorema de BREZZ| en la formulacién variacional mixta de la elastici-
dod (Ver la préctica con idéntico titulo),

3) Aplicar el Teorema de BREZZ] en la formulacién variacional mixta del problema

— Au= ~F w JL
% U-/P =0

(Ver la practica con idéntico titulo).
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IX = LAS INECUACIONES VARIACIONALES Y SU APLICACION A PROBLEMAS
DE CONTROL OPTIMO

Introduccién:
Sean: V: espacioc de HILBERT con dual V%
d: VxV > R, forma bilinedl, contfhua ( ‘a(“;v)lé—. M Jju HU'N/

5& K0e V s M»0 ) ; coerciva ( a(ﬁ;ﬁ) 7™ Hﬁllz)\flfe\//d?o)
LeV!

Por el teorema de LIONS=STAMPACCHIA existe un Gnice elemento y & V solucidn
de la ecuacidn variacional:

digiv) =4 o> HoeV
¢!

Sea A:V ——> V' el operador lineal y continuo definido por:

(AWT Y = Auyr) M u,0eN.

1 i) y es solucién de (P.I) & Ay=LenV!

(°y)

i1) A es un isomorfismoc de Ven V"'

Definicién de un problema de control y sus propiedades:

Sean: { L : espacic de Hilbert (espacio de los controles),
we L) : Control,
B: L ——> V', operador lineal y contthuo

Sea un sistema (flsico, mecénico, etc) regido por el operador A, Para cada control
we L) (fijo) el estado del sistema  estd dodo por y((1,), Gnica solucién de:

®)  Aly (W)= L+3 (W)

Se define la observacién % (U) € H del estado del sistema y () € V correspondien
te al control we U por:

Z(W)=Cf(w))

donde:
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H: espacic de Hilbert
C:V ~ H, operador lineal y continuo

Para tedo control e LY, se define el costo @ minimizar por:
T Vag ™R/ Fl)= [[2x) - ZO]]ZJ, (N, )

donde: Zo <€ H,

Dad ¢ LY : conjunto convexo, cerrads y no vaclo ( Ua& o5 ol
conjunto de controles admisibles),

N: D — » operador lineal, continuc, siméfrico y coercivo (3 79/
Z -,
Q\)\)‘;J)UZ(B il ¥ e U>
Entonces, el problema de contrel éptimo esté dado por:

) T & Jw) , Moelag
’ ke Dy

2) y( L ) es solucién de (P2) é:) y{ W) es solucién del problemea variacional:
| 5 Uy eV
@) a(a(bk)’-\7>:<‘L)U>+<B(W)) 7 )
‘d(w e\
3) La aplicacién < L) > 5‘“\ € \/ es affn, es decir:

é Fw=C + G

Con C]g Ve Gyt L) —>V cperador lineal y contihuo

4) El operador J puede esaribirse bajo la forma:
Jto)=4 Jw;w) -Tow)+ 12, ~Ztc))]2 Vrel)
dondo:  { JL(w0)= Z(Z\A- (0): 2 5)- %0)>H+Q(M U) Y veld
%z@ -7 (2,-%0) ; 2(0)-0), , ¥I<b
Cn TTLw0) 2 (N\F;u)uz/é “Ghu el

5) Existe un Gnico elemento | ¢ UAd (Hamade control optimal) solucién del proble-
ma (P,)e
3
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8 Ue D3y essolucion de (Py) & %f JI(@}&P\A‘) ZO)VJeUQD\
ke by
& é](u)au@ »Z(O)(WUQ 70 )Jﬁe Uaol 6)
e Dad
é( (1= Zoy 200) %u)) + (Nu; Uu> 70 ey
We U&d
7) Coso Particular (N =0):
i) La forma bilineal T es no negativa (T{ v;0) 70, Ve U)

if) Si L\a& es ademés acotado, existe un sub-conjunto X ne vaclo de 1 ao\ /

ey W) = It JW) MueX .
’ Te Dadl ’

iii) X es un conjuntc convexo y cerrado de L) que se llarac el conjunto de los con-
trcles optimales,

Complementcr este punto 7) con la préctica: "Inecuaciones variacionales con formes
bilineales no negativas™

8) Sean: l
H':dvalde H, W' :duvalde U ,

A"V ——> V!, operador dual de A (es un isomorfismo)
l
B*:V ——> LY, operader dual de B

Cr: H'——> V', operador dual de C

AH H —HY el ISOmorf"smo candnico ( £ A kY +7 = (‘H)H >
A D e— L\ , el isomorfismo canénico

Ademé&s, por definicidn se tienen:

G)QCAUA 07, — ¢ A Cu, C\¥>, ,(Cu C\Y)H)q‘m\l
b)<AU\T>, -<A oy, vu) MyoeV

Verificer:
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o o < 02 Q0 (o
L
We Ugo\_ ’ Moe Dd&
Ii) Para todo control 'V & u ; se define el estado adjunto AF(U) <\ Fo(:

K o) =C A, (209)-%)

C) <> 9 @? B*y(m Nw; \I-u>u7/o e Ugg
e U agl
“ §< B b4 Ay N vk > | 70, M oelUad
e Uad

iii) Utilizando los resultados antericres, se tiene:
I (W= B*flm A N e
iv) Resumiendo, se tiene:
W es el control optimal  &=)
Aj(u): L+ By,  £(w= C&(L&)
P { A pw ~ AL (ZW - )
(AL 8" bty Nl Vi), 70, ¥Ue Uad

ke Uad.

9) Aplicacién:

Sean: V= HL(.\R) ) U@d: H': U:E(JD que se identifica con su dual,
S(U,-\?)——Sﬂﬁ)bt X _V’)U da ,A=—A ( A:laplaciano)
Ay = Mentidad, A#\: Identidad

GV —>H inyeccidn,

B: L} ——> V identided

N: L) —> L identidad

Ze ) , Le Wy v

2 2
o= | (oo~ 20a) de +S Voo dx
JU A
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Entonces:

i) (Po) es equivalente a resolver el sistema de ccuaciones a derivades parciales

p+l{\y~L enjl

A¥p -y == Zo en

y/p =0,po/p =0
Slendo el control optimal : A= ——F .

i) si N:U—U ,no es la identidad como en i), pero es un operador lineal, con-

tihuo, siméirico y coercuvo 1 entonces (Po) es equivalente a resolver el sistema de ecug
ciones a derivadas parciales:

-1
Ay + N p=LenJl
A*p - y = -Zo en JL

Y/P =0, P/rl

i
o

=1
siendo el controf optimal: W = = N



33;

OBSERVACION FINAL

Numerosos otros temas de la Mecénica &l continuo ( como ser: Problemas de Frota
miento, Problema de SIGMORIMI, Plasticidad, Flostoplasticidad, etes) en los cuales Ta
teoria de las inecuaciones veariacionales puede aplicarse, no han sido considerados aquf,
para tratarse con mayor amplitud en un posterior curso més especifico "Las inecuaciones
Veriacionales y la Teoria *atemética de la Mecénica del Contihuo", Lo mismo podria~
mos decir sobre problemes de frontera libre (como ser: problemas de frontera libre en ki
dréulica, en teoria de control, en semiconductores, en fisica del plasma, problemas de
dominio optimal, etc)s

Ademés, diversos temas que complementan y extienden los temes y métedos desarro
llados en el presente curso (algunos de los cuales serén expuestos oportunamente) son:

1. Divergos temes presentados en este cuadernillo,

2. Funcidn polar y sub-diferenciabilided, El problema primal y el problema dual en
optimizacién,

« Langrangiano y punto de ensilladura, Lo dualided a través de los problemas de

Péx-Mih,

El método de los clementos finitos,

La ecuacién de Laplace,

. Minimizacién de funcionales y su aproximacidn,

« El Problema de la reflexidn y de la refraccién a través del célavlo de variacio-
nes.

8, El clleulo de variaciones en la Mecénicay en la Flsica,

9., Estudio de la regularided de inecuaciones variacionales y su aplicacién al proble

ma del obstéeulo, ( -

10, El método de penalizacidn en inecuaciones variacionales,

11, El método de regulcrizacién en inecuaciones variacionales,

12, Ineouaciones variacionales semi-coercives.

13. Inecuacicnes variacionales de orden cuarto,

NOO A W

Unc extensa bibliografia sobre los sujetos tratados en el curso, como asimismo su
redaccién final, aparecerén en la coleccidn CUADERMOS del Instituto de Matemética
"Beppo Levi,

Para finalizer, ccbe destacarse que todos los problemes estudiados hasta el presente
han sido problemes estacionarios, es decir sin la presencia de la veriable tiempo, de
gron importancia en determinados problemas fisicos, Un primer Curso sobre los inecuc-
ciones variacionales de evolucidn y sus aplicaciones serd realizado en Rosario por el
Profesor G, DUVAUT de la Universided Pierre-et-Narie-Curie (Porfs VI)-Francia, du-
rante el segundo semestre del eorriente affo 1920,~

Domingo A. TARZIA
Febraro de 1980,-





