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Etude de l’inéquation variationnelle proposée
par Duvaut pour le probléme de Stefan
a deux phases, II.

DoMINGO ALBERTO TARZIA (*)

Sunto. — 8¢ studia il comportamento delle soluzioni delle disequazioni varia-
zionali paraboliche di tipo II riguardanti il problema di Stefan a due
fast in vari casi quando il calore latente di fusione tende a zero e quando
il tempo tende all’infinito.

1. — Introduction.

On continue le travail [31], et toutes les notations qui ne chan-
gent pas né seront pas répetées ici. Par (I —n), on fera reference
& la formule (n) de [31].

- Boient %, et u,, les solutions des inéquations variationnelles
(I-27) et (I-28) respectivement, pour chaque L > 0, «> 0. Le plan
de ce travail est le suivant:

(i) On démontre que les applications L — u,(u,,)€ L*(0,T;V)
et L — uy(u,,) € L*0, T; H) sont lipschitziennes pour chaque o> 0

(ii) On étudie le comportement de u,(u,,) lorsque L — 0, et
on démontre que u.(u.s) converge, dans des espaces convenables (9),
vers un élément w(ws) qui est solution d’une équation variation-
nelle laquelle étudie, aprés un changement de variable, le cas d’évo-
lution du probléme de Stefan dont la chaleur latente de fusion est
négligeable, et tenant compte de la condition (I-7) ((I-7 bis)) sur I4.
Enfin, on démontre que u, — w lorsque o — + oo, dans les espa-
ces (23).

(iii) Pour le cas ¢ = 0 et & = 0, on étudie le comportement
asymptotique des inéquations variationnelles paraboliques de type I

(*) Ce travail a été fini d’étre écrit pendant la durée d’une bourse du
CNR italien (G.N.F.M.) que l'auteur a eu & I'Istituto di Matematica
« U. Dini», Universitd degli Studi di Firenze.
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correspondantes aux fonctions u;, w, 4;, et ws. On démontre que
u.(t) et w(t) convergent vers u,, et que u,,(f) et w,(f) convergent
vers u%, selon (32). On remarque que le comportement asympto-
tique est indépendant de la chaleur latente de fusion Z > 0. En
plus, on obtient le comportement asymptotique des températures
0.(t) et 6*(t) vers 0,, et des températures 0.,(t) et 0,(t) vers 62,
tous dans L3(R2) fort.

2. — Comportement avec la chaleur latente de fusion des inéquations
variationnelles correspondantes & deux problémes de Stefan

deux ‘phases.

THEOREME 1. — i) Les applications L> 0 - u, € L*(0,T; V) et
L >0 —>u;e L0, T; H) sont lipschitziennes, c’est-d-dire 8i u, est la
solution de Vinéquation variationnelle (I-27) pour L, (t = 1, 2), alors
il extiste deux constantes A et B (indépendantes de L, et L,) telles que:

{ a) ”uzl._ “;u”L'(o.f:l) <AIL2 - Lll .

1
) D) ls— sz, eim<BlLs— L]

ii) Des estimations analogues aux (1) sont aussi valables pour
les fonotions uy s, solution de Uinéquation variationnelle (I-28) pour
L, (i=1,2)

DEMONSTERATION. — i) On note u; = u, ({=1,2). 8i on prend
v = u,(t) € K dans Vinéquation variationnelle correspondant & w,,
et v = u,(t) € K dans I'inéquation variationnelle correspondant & u,,
on les ajoute, on tient compte des propriétés (I-32), (I-36) et du
fait que

(2) i, (@) — 11, (), ©> = (Goz,— Joz,y ?) = (Ls — L,)(Ho(6o), v),

on utilise Pinégalité (I-57) avec & = (C,)Vs, et aprés on intégre
sur [0, t], alors il en résulte:

4
@) G ua'<s)||;ds+ao||a<t)u;<‘:"—f mes (Q)(L, — L), Vte[o, T,
0

ou
(4) 8(t) = uy(t) —w (W)€ V,  8(t) = uy(t) —w;(t) € Vo,

(8) d>0: a(o, 0)>0lo]t, VoeV,.
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De (3), on en déduit les estimations (1) avec:
(6) A = 2[Tmes(2)1/2/Cy, B = 2[T mes(£)/ayC,]¥2.

ii) Avec une méthode analogue & celle de la partie i), on trouve
que la constante de Lipschitz pour [y, —u; |0, r.m €5t A, définie
par (6), et que celle de [[uza — Ur al 20, ry) 08t Ba = B(ag/a)¥/s. W

Si on introduit les notations suivantes:

[
Joo = O30 — 0,05, Go(t) = goo +fg(3) ds ,
0

(N
{Jolt)y vD = {Go(t), v>—|h(t)vdy
Iy
on aura
8) {fult)y 0> = {fol?)y v> + L(Ho(6,), ©)

THEORRME 2. — Sous les hypothéses du Théoréme 1-6, et lorsque
L—>0:

Uu,—~>w  dans L*(0,T; V) faible étoile et L0, T;V) faible,
9) { u1 >’ dans L®(0,T; V) faible étoile et L*0,T; V) faible,
u; > " dans L0, T; H) faible,

ot w(t) est la seule solution de U'équation variationnelle:
(B@'®), v — ') + afo(t), s — o'(1) =

= {fo(t)y v — ' ()}, Vve K, te[0,T],

g, w0)=0.

(10)

o'(t)eK,

DEMONSTRATION. — Pour démontrer 'unicité ‘de 1'équation va-
riationnelle (10), on utilise des méthodes classiques en supposant
qu’il y en a deux solutions. Pour montrer que la fonction %, tend
vers un élément w, qui est solution de (10), lorsque I — 0, on
établit des estimations a priori sur %, qui permettent le passage
3 la limite.

Soit £ la solution de I’équation variationnelle (I-55), et soit
(11) { zh(t) = uy(t) —tfeV,,

2(t) = uy(t) —&E€V,, 2,0)=0.
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Si on choisit v = & dans 'inéquation variationnelle correspon-
dant & u,, on ajoute — (B(£), & —u;(f)) aux deux membres, on
tient compte du fait que a(§, 2;(t)) = 0 pour 0 < L< L, avec L, > 0
constante, et on utilise (I-32) et l'inégalité (I-57), alors il vient:

1

” 2(8) |7 4 5 [a(z:(?); 20(8)) ] <1 + €:]2u(t) |5 +

d
+ di [<fol?), 2:(8))] te[0, T].

Si on intégre sur [0, ], et on utilise (5) et I'inégalité (I-57) avee
= V /2, on obtient:

i

t
00 14 2 0 2
3 [leorizas + Sl <o+ efleortvas,  veero,,
0

0

d’ol1, en appliquant P’inégalité de Gronwall, il en résulte:
l2z(®)lv<es,  Vte[0, T1],

(12) f lex(s)|zds<es, Vite[o, T],

ou les constantes ¢; utilisées sont inépendantes de L.

Soit maintenant un instant ¢€[0, 7') et un nombre A > 0 tel
que t + he[0, T]. Si on prend v = uy(t + k) dans (I-27) & lins-
tant ¢, et v = u,(t) dans (I-27) & Pinstant ¢ -- k, on les ajoute, on
utilise (I-32), on intégre sur [0, ?], on divise par k% et on passe &
la limite » — 0, on utilise (5) et (I-57), il en résulte:

t t

Co|Ie4() |3 ds + 212i(t) I3 < + o |les(s) lvds,  Vee[o, TT,

d’ou, on en déduit:

lez(®)lv<ea vie[o, T],
13 ]
(19) [lids<on, victom,

ou les constantes ¢; utilisées sont indépendantes de L.
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Des estimations (12) et (13), il vient:

X U, uz € borné de L*(0,T;V) et L*0,T;V),
(14) uz € borné de L0, T; H),

d’ou, lorsque L — 0, au moins pour une sous-suite on a (9). Alors,
on a les conséquences suivantes:

0(0) =0, (0)=1u,
(15)

w'() ek, 9é—”eK.

11 reste encore & démontrer que w est solution de (10). L’élément u,
vérifie I’'inéquation variationnelle:

a(u(t), v — uz(t)) + (o) — p(uz(®)) + Lij(v) — Lij(uz(t)) >

(16) > (fo(t), v —ug(t)d + L(Ho(00)7 v —'wi(t)) , VveK,tel0,T],

w(t)

ui(t)e K, eK, wu,0)=0.

Si dans (16) on choisit » € X, défini par (I-65), on intégre sur [0, T']
on utilise la semi-continuité dans V faible des applications:

a7) v — a(v, v), v —>yp(v) ,

alors, & la limite L — 0, et en utilisant une méthode analogue &
celle du Théoréme I-6, on obtient (10).

REMARQUE 1. — L’existence de la solution de (10) peut étre
démontrée directement pour un raisonnement similaire & celui fait
au Théoréme I-7 en utilisant [4], mais le passage & la limite L — 0
nous donne un fait thermique concret.

REMARQUE 2. — On étudie la température 6* = 6*(x, t), définie
dans @, vérifiant les conditions (I-3), (I-5 bis), (I-7), (I-8) et (I-10), our:

iy 6t=0, i) 62=0,

(I-5 bis) {111) k, VO: ‘n—k, Vs n=0.
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Si ’on fait le changement de fonction inconnue, définie par:
H

(18) w(@, ) = [[1,6% (@, 8) — k,0* (@, )1 ds,
0

on obtient que w est solution de I’équation variationnelle (10).

REMARQUE 3. — Le probleme (I-3), (I-5 bis), (I-7), (I-8) et (I-10)
peut se résoudre en faisant un changement de fonction inconnue
différent & celui de (18). Il est donné par:

(19) w* = k0% — K, 0%

Lemme 3. — On généralise les estimations (1) pour le cas L = 0
en oblenant:

(20) { "ué_ w, “z'(o, T;V)<AL ’ VL > O )

Huz'—wup‘”(o,f;y)<BL, VL>O ’

o A, B sont donnés par (6).

REMARQUE 4. — Le comportement de la solution du probléme
de Stefan pour le cas unidimensionnel et lorsque la chaleur latente
de fusion tend vers zéro a été étudié dans [26].

THEOREME 4. — Sous les hypothéses du Théoréme 1-6, on obtient
pour les fonctions wu,, des résultats similaires aux précédents dans
lequels le réle de la fonction w est pris par la fonction wa qui est la
seule solution, pour chaque o> 0, de I’équation variationnelle:

(21) (.B(w;(t))y 'v) + aa(wa(t), v) = {fos(t),v), VveV, te[0,T],
w,()eV, wit)eV, wx(0)=0,

avee f,, défint par:

(22) Coalt), 0> = <Folt)y 0> + oo dy .
I,

THEOREME 5. — Lorsque o — + oo, on a que:

wa >  dang L>(0,T; V) faible étoile et L*0,T; V) faidble,
(23) { wy, >’ dans L*(0,T; V) faible étoile et L0, T; V) faible,
whr > o’ dans L0, T; H) faible.
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DEMONSTRATION. — On utilise une méthode analogue & celle du
Théoréme I-6.

3. — Comportement asymptotique des inéquations variationnelles cor-
respondantes & quatre problémes de Stefan. Application aux
inéquations variationnelles paraboliques de type II.

Dans tout ce paragraphe on supposera que I’apport d’énergie g
dans Q et le flux de chaleur % sur I', sont nuls, c’est-a-dire:

(24) g=0 dans Q, A=0 sur Ix(0,T),

done, on aura f.(!) = g,.. En plus, on supposera que I’on est sous
les hypothéses des Théorémes précédents qui nous assurent I’exi-
stence et I’unicité des solutions u,,, 4., wa, .

On définit les fonections u, et % comme les solutions des pro-
blémes (25) et (26) respectivement [27, 28]:

A(Uooy UV — Ueo) = 0, Voe K,
(26) {u,,,eK,

as(u%, v) = osz,,'vdy, VoeV (a>0),
(26) r,

U V.

REMARQUE 5. — L’élément &, défini par (I-55), est 1’élément u,,
donné par (25).

LEMME 6. — On a:
(27) j(v) —j(u) < (Ho('v), v—u), Vu,veH.

DEMONSTRATION. — L’inégalité (27) vient du fait que Vu, v € H,
on a:

j(u) — §(v) + (Ho(0), v — u) = J' (1— H,y(v)) ut do + J' u-Hy(v) dw>0 .
2 2

THEOREME 7. — Pour le cas (24), on obtient les estimations sui-
vantes:
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i) Pour chaque o« >1, L> 0, on a:

a) al("“’za(t), uia(t)(<a1(u1, uy) , Vi>0,
+o0
os | f [l (6) [ s < ay(ts, 1,)/2C5
0 (a—1)[[wfult) — by <arfm, w), VE>0.
r,

ii) La propriété (28) est aussi valable pour was au liew de uys:

iii) Pour chaque L >0, on a:

a) a(ui(t), ui(t)) <a(uy, ), Vi>0 ’

29 e
) B [luie) l3ds <atu, w)/20,.
0

iv) La propriété (29) est aussi valable pour w au liew de wuy:

DEMONSTRATION. — On ne fera que la partie i). Si on réprend
la démonstration du Théoreme I-6, partie (A.2), on obtient:

3

oo 135 + § au(uiat), w3al0) + 25 [ruiatt — iy <
I

0

ay(Uyy Uy) Vi>o0,

d’ou (28). Les autres trois cas se démontrent d’une maniére analogue

REMARQUE 6. — i) On peut aussi obtenir pour le cas 0 < x<1,
des estimations similaires & (28).

ii) En tenant compte de la définition (25) de u,, il en résulte
I’équivalence:

(29a) <> (30)  a(ws(t) — U, Up(t) — Usp) <A(Us— Ugy U — Uos) 5

Vi>0.
LEMME 8. — On a les équivalences suivantes:

i) o) =teo <> Ue = Uy,
(31) ii) Ura(l) = tug <= Uy = Uy,
iii) wa(t) = tug <> ug = U, .
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DEMONSTRATION. — On ne utilise que les définitions des six 616-
ments w, Uy, Wyy Ugy S, Uy.

REMARQUE 7. — De (31), on en déduit le fait que si I’égalité du
coté droite est vraie alors la température correspondant & la fonc-
tion du coté gauche est indépendante du temps ¢ et, en plus, elle
gera toujours égale & la température initiale 6,.

THEOREME 9. — Les fonctions ura(l), wa(t), ur(t), w(t) ont le com-
portement asymplotique suivant:

. «( . ,
i) lim "iét_(_) — Uy || = lim |uz,(t)—us|n=0, VL>O0,

t—>+o00 14 t—+o0

. . a)a(t) * : 7 ]

ii) lim S e = lim |, () — |z =0, VL>0,
t—+oo v t->+oo

(32)

. 'uL(t) T . _

iii) lim T e || = lim |u;(t) — %o |g=0, VL >0,
t—>+oo 14 f—>+o00

iv) lim @) _ Up | = lim |o'(t) — U |z=0.
{t—+tco t \ 4 t—+4co

DEMONSTRATION. — On ne fera que les cas i). Soit

(33) { zLa(t) = uLa(t) —tug € V’

21a(t) = Uga(t) — Uz €V,  2,4(0) =0.

Si lon prend v = 2 €V dans (I-28) et v = z,,(f)€ V dans (26),
on les ajoute, on tient compte de (I-32) et (27), on intégre sur [0, ¢]
on utilise (I-48), alors on obtient:

¢
: Aa
CO ”zla(s) leids + _2_ HzLa(t)”?’<MLa ”zLa(t) "H 9 Vt>0 ]

(34) ;
Mo = |gor— B(uZ) — LHy(uc) |z
d’ou
l22a(®) |y <2M10fAey,  VE>0,
(35)

+c0
f |224(8) | & ds <2 M3, /24 Cy
1]



598 DOMINGO ALBERTO TARZIA

c’est-a-dire la limite de la partie gauche de (321i). De (35), (28)
et 1a Remarque 8 (ci-dessous), on en déduit la limite de la partie
droite de (32 i).

REMARQUE 8. — i) 8i F, F'e L0, T; H), alors on a:

(36) L 1F ]

<|F'(®)|a -

ii) 8i f est une fonection réelle qui vérifie

400 400
(67 [Pwydt<+oo, [rAdt<+oo (feHHD,+ o0))
0 0

alors on a:

(38) lim f(t) = 0.

$—>+o0

La démonstration de cette derniére propriété peut se trouver
dans [15, p. 72] ou le comportement asymptotique du probléme
de Stefan n-dimensionnel & deux phases a été étudié en wutilisant
la formulation faible. Par ailleurs, pour obtenir (38) il est suffisant
qu’il existe ¢, > 0 tel que fe H(f,, +c0). W

Maintenant, on est en conditions d’étudier le ecomportement des
températures 0,.(¢), 0.(f), 0.(t) et G*(t) lorsque le temps tend vers
linfini. Soient:

i) 0.,,=—;—u$—%lu; dans 2,
(39) 1’ X

il) 0%=—(ui)r——(u%)- dans Q.
2 ky

LeMvEe 10. - On a:
i) lim [6.4(t) — 6%z = lim |6s(t)—6%|zg=0, VL>0,
t—»+4o00 $—>+o00

“0) 1 ii)  lim [6u(t) — 6ufw= lim [6%()—Oufx=0, VL>0.
t—>+oo t—>too

DEMONSTRATION. — Pour obtenir (40), on utilise (32) et le fait
suivant:

(41)  Max (Ju* —v*|g; Ju-—o-lg) <|u—ols, Vu,veH.
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REMARQUE 9. — Le Théoréme 9 nous donne aussi une conver-
gence des températures 0,.(f), Os(t) et 0.(t), 6*(t) vers 6% et 0,
respectivement dans ¥V fort, mais cette fois la convergence doit
s'éntendre comme une convergence de type moyenne temporelle
car, par exemple, on a:

i) lim f[k 01.(8) — k,0%.(s)] ds —
—>+o0
t—++o00 14

Par ailleurs, on a une convergence similare & (42) pour les tem-
pératures 0.(t) et 0*(t).

REMARQUE 10. — Il est important de remarquer ici que chaque
fois que l'on fait la limite ¢ — -+ oo, avee L = cte, soit pour u,,(t)
ou u,(t) (6,,(t) ou 0,(t)), on obtient une limite qui est indépendante
de L et cela peut se comprendre tres bien physiquement.

REMARQUE 11. — Dans [29], on peut trouver un tableau ol un
résumé a 6té fait pour toutes les limites correspondantes aux six
fonctions u,,, %;, w,, ®, 4,, 4%. Une généralisation pour le eom-
portement asymptotique avec g = 0 et £ = 0 a été6 donné dans [30].
Boit f I’élément défini par:

(43) <f@), 0> = <fu(®)y ©> — (Goz, ), VOEV,

qui ne dépend pas de la chaleur latente de fusion L > 0, alors on
a le résultat suivant: 8’il existe f, eV’ tel que

(44) f'—fo€ L0, +00; V'), f'€L0, +o0; V')

et 8i’on appelle 4, I'unique solution de ’équation variationnelle [27]:

{a’(umr'v_uco)=<foo7'v—um>’ V;UEK7
(4b)

*, € K,

alors la solution %, de l’inéquation wvariationnelle (I1-27) et 1'é1é-
ment «, ont les propriétés (32 iii). En plus, si 'on définie la tem-
pérature 6, par (39 i), alors on a (40ii) et (42 ii), qui nous donnent
le comportement asymptotique de la température 0,(t) vers 6.

38
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Par ailleurs, les hypothéses (44) sont vérifiées si ’apport d’éner-
gie g et le flux de chaleur A pour le cas d’évolution et, g, et A,
pour les cas stationnaire respectivement satisfont les hypothéses
suivantes:

g — 9o € LY0, + 003 V'), g'€L¥0, 4 03 V'),
(46) h—hye LY0, + c0; I), k'eL}(0, + oo;I),
avec I = L2*(I,) ou H-'*(I}),

en prenant f, par:

(47) (fuoy 0 = o 9y —[ B0y .
Iy

En plus, un résultat analogue au précédent peut s’obtenir pour
les autres fonctions définis dans ce travail.

REMARQUE 12. — Le Théoréme 9 et la Remarque 11 nous don-
nent le comportement & l'infini de la solution d’une inéquation
variationnelle d’évolution de type II [12], avec la présence d’un
opérateur § non linéaire, en utilisant la méthode de la Remarque 8.
Cette méthode a été aussi utilisée pour étudier le comportement
asymptotique de la cristallisation d’un métal en coulée continue [5]
dans [23], et du probléme de la digue [2, 3, 32] dans [24].

REMARQUE 13. — Le comportement asymptotique pour le cas
unidimensionnel a été étudié: pour le cas fini avec données, au-
deux cotés fixes, de température [6, 16], flux de chaleur [7]; pour
le cas semi-infini avec température du changement de phase dépen-
dent de la position et avec données, sur le cote fixe, de tempéra-
ture [22], flux de chaleur [21], loi de Newton [21]; pour le cas
infini [14, 18]. Par ailleurs, dans [15, 16], il a ét6 démontré la con-
vergence uniforme dans la variable spatial & travers de la formu-
lation faible.

Ils ont été réalisés des nombreux travaux pour le probléme
multidimensionnel de Stefan & deux phases en utilisant les inéqua-
tions variationnelles. Parmi eux, on peut citer [1, 8,9, 10, 11, 13,
17,20, 25]. Les inéquations variationnelles, pour le cas unidimen-
gionnel, ont été utilisées dans [19].

REMERCIEMENT. — Ce travail représente le développement d’une
partie de ma thése [29] effectuée sous la direction de Monsieur le
Professeur G. Duvaut & qui je lui en suis trés reconnaissant. Je
remercie aussi & I’Arbitre pour les indications trés précises pour en
améliorer la rédaction.
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