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Etude de l’inéquation variationnelle
proposée par Duvaut
pour le probléme de Stefan a deux phases, I.

- DomiNGo ALBERTO TARzIA (Rosario, Argentina)

Sunto. — Si danno alouni risultaii relativi all’esistenza e all’'umicitc di dise-
quazions variazionali riguardanii il problema di Stefan a due fasi.

1. — Introduction.

Le probléeme de Stefan a été étudié par de nombreux auteurs
avec les travaux de revision [2, 4, 8, 17, 19, 21-27, 29, 30, 35 et leurs
bibliographies]. On étudie le champ de température 6(x,t) définie
pour « € 2 (ouvert, connexe et borné de R® avec frontiére I" = 02
assez reguliére) et t € (0, T) avec 7 > 0, temps donné. A chaque
instant ¢ > 0, ’ensemble £2 est divisé en deux régions occupées par
la phase solide (£,(t)) et la phase liquide (£2,(¢)) qui sont séparées
par la frontiére libre £(¢) (£(0) est une donnée du probléme). On
va considerer que la température du changement de phase du
systéme {2 est representée par 6 = 0 (zéro degré centigrade) qui
est physiquement le cas eau-glace. Cette hypothése n’est pas une
restriction & 1’étude du probléme. En plus, on néglige les varia-
tions de volume.

On introduit:

¢= U 2ux{} (=12, X=U LOx{,

(1) o<t< o<i<T

Q=02x(0,T)=¢,uUeuUZ.
La température § peut s’exprimer dans @ par:
bi(z, t) <0  8i (z,t)€Q,,

(2) b(z,t) = 0 8i (z,t)e X,
Oy(x, ) > 0 8i (z,1)€Q,.
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L’équation de la chaleur dans @, (¢ =1, 2) s’écrit:

"y 00,

@) L O —hde=g
ki>0: conductivité calorique dans Q.
) 0,> 0: . - chaleur spéeifique par unité de volume dans @,,

g = g(z,t): apport d’énergie par unité de temps et de
volume dans @.

Sur la frontiére libre £(t), on-a:

i) Oy(x,t) =0,
(5) ii) 6,(z,1) =0,
iii) %, V0,'n—k,V0,-n == LV-n
ou: |
n: .  vecteur normal 3 £(t) dans R?, .
{6) V:  vitesse de propagation de £(¢) dans RS,
L > 0: chaleur latente de fusion par unité de volume.

Les conditions aux limites sont:

@ e =b»,

| L 06, - .

i) —-kl-%f I=~h si6I<o0,
® o

: if) -k,%' y=»h% &igr,>o0,

ou:

I'=T,0U1T,: frontiérede Q, I N I', = @ avec mes (I}) > 0,
(9) b =b(x):  température donnée sur I,
h = ﬂ(m, t): ~ flux de chaleur définisur Iy X (0, T').

La condition initiale est donnée par:
(10) 0(x, 0) = 0,() , Vee .

REMARQUE 1. — Si la température b, donnée sur I}, prend des
valeurs négatives et positives on est siir que le probléme est & deux
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phases. . Dans -ce travail on considére cette restriction. - Par ail+
leurs, cette condition n’est pas nécessaire car le probléme peut
étre & deux phases avec b une fonction qui a une signe constante,
mais le flux® de chaleur sur I, doit vérifier une certaine inégalité.
Des exemples conerets, pur le cas stationaire du probleme de Stefan
4 deux phases, sont considerés dans [33]. .

REMARQUE 2. — Il existe une condition de compatibilité donnée
par: :

(11) 6 Ti=b. m

Une variante du probléme précedent est celui qui s’obtiéﬁt ié'ri
remplacant la condition (7) par:

i) —k& gol I = a(k,6,—b,) si 0/I1,<0,
(7 bis) . 26, o

ii) -—sz Iy, = a(k,0, —bo) 8i /17> 0
ou: . , ‘ _ o ,

{by=kyb+—k,b~:  @éfinie sur I,
(12) { «>0: coefficient positif.

On appellera 0 'la fonction inconnue du probléme (3), (5), (7), (8),
et (10), et 0. celle des conditions (3), (5), (7 bis), (8) et (10).

Le plan est le suivant: on étudie la formmulation variationnelle
des problémes en 0 et en 0, & travers le changement de fonction
inconnue (22). On démontre V'existence et I'unicité de la fone-
tion u,,, solution de ’'inéquation variationnelle (28), dans la classe
Uy, Uy, € L2(0, T; HYRQ)), u;, € L¥(0, T; 13(R2)) et son comporte-
ment lorsque o« — -+ oco. En plus, cette fonction limite %, est la
solution de Yinéquation variationelle correspondante au probléme
en 0 pour chaque constante L > 0. Par ailleurs, on caracterise
le cas avec température constante dans les temps par la condi-
tion (73).

2. — Formulation variationnelle.
Suivant 'idée de Duvaut [12-14], voir aussi [10, 11], utilisée pour

le cas g = 0, k = 0 et condition (7), on va transformer les équa-
tions précedentes (3), (5), (7) ou (7 bis), (8) et (10), de maniére 3
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les écrire en terme des distributions dans Q. On introduit:

0,: est la fonction 6; étendue par 0 dans Q,

D(Q) = {9: Q@ - R [¢p est indéfiniment dlﬁérentmble et &
(13) support compact dans @},

D'(@): ’ensemble des distributions sur @,
{,>: la dualité entre D'(Q) et D(Q).

En plus, on a:

(14) an = alQ (VP ’ an = azQ v (_ 2)
avec:
(15) alQ = aQ N Ql ’ aaQ = aQ N Qa

ou on prend l’expression (— 2) car on tient déjd compte que sur
2’ on utilise toujours, pour le vecteur normal la direction de @,
vers Q.

REMARQUE 3. — Si les équations de X' et £(f) sont données par:

(16) 2: 8(x,t)=0, £@t): S(x(),t)=0,
al__drs on a:
a7 Vn,+n,=0 sur X
Ql‘l:
n(wx,t) = (n,(x,t), nyw,t)): verseur normal 3 X,
n . V.8 - 08/ot
as) | - [V.81+4 @8y’ ' [IVL8[*+ (a8/ot) ]’
o8 o8 o8 . L fo8)e
V.5 (5 e 70 st =3 (52

Par ailleurs, le vedteur n dans (5) peut etre remplacé par n,. |
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On a les propriétés suivantes:
THEOREME 1. — Pour ¢ € D(Q), on a:
i)
<0’, %, — %, 40,, (p> =fg¢pdwdt— k3 V.0, n pdo,
(19) 3

00
<0’1 1 k1A01,¢p>=J.g¢pdwdt+ k,V,0, n.pdo.
a x

ii) 8% x2 = xa, (fonotio-n caraotéristique de U’ensembdle Q,), alors:

(20) (%, 9)= J' om.do
iii)

@1) 2 (G + O — Ad + b =g—LZZ  dane D(q).

iv) Les trois propriétés précedentes sont aussi valables pour le
probléme en a, c’est-d-dire avec la condition (7 bis) au lteu de (7).

DEMONSTRATION. — On utilise (3), (5), (13), (14), (15) et le Théo-
réme de Green pour démontrer les proprietés (19) & (21).

En plus, si on fait les mémes définitions (13) & (15) pour le pro-
bléme en «, on démontre de maniére analogue les propnétés (19)
& (21) por chaque a> 0.

REMARQUE 4. — Toutes les informations du probléme (3), (5),
(7), (8) et (10) sont maintenant données par (21), (7), (8), et (10),
et celles du probléme (3), (5), (7 bis), (8) et (10) sont données par
(21), (7 bis), (8) et (10). [

On introduit les nouvelles fonctions inconnues [12]:

%(x, ?) —f[kaaa(w, 8) + ki6y(, 8)]ds =

(22) | —I[k30+(w, 8) — k,0—(z, 8)]ds ,

salty 1) = f (02, ) — by 02(, 8)]ds
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REMARQUE 5. — Il est clair qu’une- fois ‘qu’on a pu.connaitre
% (us) on pourra aussi connaitre 0 (0a) par les rélations s'u_iva,ntes:

1 1

(23) O=()yr—+ (@), Ox=+ ( u) — —(ua)' ~dans @
k, k,

ol on note u' par oufect. -

On introduit les notations suivantés:

[ V = H(Q),. L H = Lx9Q), e

Vo= {ve V /[vl\=0}, K:{veV/'b/I’,'=ba},
V'(Vo):espace dual de V(V,) lorsqu’ on identifie H & son dual,
{,y>: dualité entre V' et V (aussi entre Vo et Vo),

(u, v) =|uvdr, B 0 a(u,) = fVu-V'v dar,
I5] ' 2
lolx = (v, ), Iolly = tatv, o) + ||vl|H]*

a;{u, v) = a(u, v) + afuv dy, j(v)=]o* dz, ,
o I, A
) gor = 0205—C,05+4-LHo(0o), Hol(0s) = x3(0),

Gi(t) = Jor + g(s)d.é y | H,: fonction de Hc:Wiside,
. : 0. . . { .
1 Blo) = %v+-4€—lv‘, - k(1) r;fﬁ(s) ds,
0
<fL(t), v =<GL(t)y v) —|h(t)v ‘1)’ ’
| - o
ral®)y 0> = (fult), 0> + at [Bov dy .

S X I'l
Alors on a:

THEOREME 2. — Les fonctums U ct Ua satzsjo'nt les conditions sui-
vantes: : :

i) :
Bu') — Au = G, — Ly,
(25) ull'y = tb, |
o Iy="h,  u(0)=0.

on
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i) - | |
Pluy) = Au, = Gy — Ly, -
a’ua
6) — S 1y = a(a—thy)
a’ua

iii) 81 u est une solution réguliére de (20), alors u cst 'soiuiio;i
de - l’méquatwn vanatwnnelle d’évolution du type II mwante

(8 (w ®), v —w () + a(u(t), v—w'(®)) + Li(v) —LJ(u (t))>
>{fultho—w' @), Vvek, telo, T],
(27) () el, : Sl . 4

Qt(t)

- e X, . u(0)=0.

iv) 8% ua est une solution réguliére de (26), alb};q Ua est solu-
tion de l’inéquation -bariationnelle d’évolutz‘on du type II suivanie:
(Blua®), o—u ,(t)) + aa(ua(t), v —uo(t) + (o) —

= L) > ), v— w0, VoeV, teld, T,
u.()eV, .
Us() eV, 4s(0)=0.

(28)

DEMONSTRATION. — i) Si on inteégre. (21) par rapport & la va-
riable ¢, on tient compte des définitions (24) et du fait que:

o0+ 20 60" 00
5 =5 o, S =—a Ho(—0)

(29) in

on déduit (25). D’une manicre am.logue on demontre 11)
iii) 8i on prend v € I, on multiplie 'équation (26) par (v—u (t))
on intégre sur £, ot s8i on tient compte de la propriété:

(30)  j(v) — j(w'(2)) — (xa(t), v — w'(2)) =fv;f dx +fv-dw>0 ,
20) M)

on en déduit (27). D'une manitre analogue on démontre iv).
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REMARQUE 6. — Les inéquations variationnelles du type II ont
été introduites dans [15].

REMARQUE 7. — La condition (11) peut étre remplacée par la
hypothése suivante:

(31) k0 —k,0;€K . u

Avant de démontrer que les problémes (28) et (27) ont une solution
et une seule, on démontrera des propriétés auxiliaires.

THEOREME 3. — i) L'opérateur f est une application biunivoque et
bicontinue de H dans H, et il est fortement monotone, c’est-d-dire:

(32) 3C,> 0 / (B(v) — B(w), v — u) > Cylo—u |3, Vu,veH.

En plus, il existe une constante M, > 0 telle que:

(33)  Gollv—ula<[B(v)—B(u)[a < My|v— 4]y, Vu,veH .
ii) Il ewxiste:

O’

(34) v:H >R / w0 = o2 [0t + o ol

a7, I

qus est Gdteaux-différentiable tel que y'= B et y est strictement con-
vexe. En plus, on a:

(35) % llvlla<w(v)<% lolz, VveH.

iii) L'opérateur j vérifie les propriétés suivantes:

(36) { j(v) <[mes ()R], VveH,
j(v —u)>j(v) —j(w), Vu,veH.
iv) En plus, Vopérateur:
(37) ¢: H>R/p=1y+ Lj

est s.c.i. dans V faible et strictement convexe.

DEMONSTRATION. — i) Il suffit de prendre:

C, C, C, ¢
(38) (L,--mm(k’B k1)>0 M.,—-max(k’B k1)>0
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ii) La fonction réelle y(x) = (C,/2k,)(x")* + (Cy/2k,)(x™)* est
strictement convexe et dérivable, ayant une dérivée égale a:

(39) y'(x) = -(éaﬁ—— ﬁ e~ =f(x), VzekR.

En utilisant (39) et en appliquant le Théoréme de Lebesgue pour
w,veH, on en déduit y'= f au sens de Glteaux. Du fait que
y est différentiable selon Géteaux et que sa différentielle 8 est for-
tement monotone, on en déduit que y est strictement convexe.
En plus, on a (35).

iii) On utilise I’inégalité de Cauchy-Schwartz et la propriété:
(40) zt<yt 4 (2—y)*, Vz,yeR,

por déduire (36). On démontre aisément la condition iv).

THEOREME 4. — Il existe un seul elément u, €V tel quel:

4 (ﬂ(‘“l), v—%) + Lj(v) — Lj(4) > {fra(0)y v—2%>, VoeV,
(41) weV |
qus ne dépend pas de a> 0. En plus, Vélément u, est donné par:
(42) wy = k0t — k07 € K .

DEMONSTRATION. — Par définition, on a f,,(0) = gz, Va> 0,
qui ne dépend pas de x> 0. Alors,

J(u)<J(v), VvevV,
(41) <= (43) { ueV
ou:
(44) J(v) = @(v) — (Goz, v) » VveV.

Apres le Théoréme 3, J vérifie les propriétés classiques [6] pour
qu’il existe un seul élément u, €V qui vérifie (43). L’élément w,
est solution de (41) si et seulement si

(B(th) — oo, ¥ — 1) > L[j(01) — §(0) + (Ho(6o), v — )],

(45) : VoeV,
%, € 1 4
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ou: _ ..
(46)  Gor = oo -+ LH(6,) oo = Caly — 0,67 dans Q.
Par ailleurs, 1’6lément k,0F — %,07 est solution de (45), et done, de
Punicité de u,, il en résulte (42).
REMARQUE 8. — i) Il existe 4, > 0, tel que:
(47) ay(v, v) = a(v, v) + {02 dy>31llvl|’y, . WveV.
n _ ,

ii) Pour chaque &> 0, Vaa(v, v) est une norme équivalente
& celle de V. En plus, on a: ‘ "

T aa(v, v)> Az|v]3 Vo eV,
(48) { (7 ) " nV,y ¥y

Aa= A, min (1, ).

REMARQUE 9. - Il .exlis‘tev l’is;)morﬁhisme:
(49)  Aa: V—»IV’:/<Aa(u),‘v> = qa(@, v), - Vu,veV.
En plus, on a les propriétés suivantes: | .

0 i) B, F'e L’(O,"_T; V') = ANF) ’ AN(F) ELZ‘(‘Q’ ;v).
(50) iiy F'el¥0,T;V") = AMF)eLY0,T;V). =m

On est maintenant en conditions dé démontrer le:

THEOREME 5. — Soit f,, € L¥0, T; V') avec f,, € L0, T; V') et
fre L}0, T; V'), et b e HY¥IY), alors pour chaque o> 0 et L> 0, il
existe une fonction unique u,, € 0([0,-T1; V) qui vérifie (28) et en plus
Uy, €L20, T; V) avee uy (0) = uy, Va> 0, VL> 0.

DEMONSTRATION. — On a 'équivalence suivante:

aa(.uLa(t)y v— u}za(t) ) + (P(‘U) - (P('u’}za(t)) - ‘ ]
> (fralt)y v —uz.(t)>, VovevV, tel0, T,

’u’}:a(t) € V b ) R

ur(y €V, u5(0)=0.

(28) <> (51)

Alors, moyennant les hypothéses faites sur f,,, I’existence et I'uni-
cité de uw, € K de (41) et 1a Remarque 9, on peut appliquer Brézis
[3, p. 116] pour obtenir existence et I'unicité de u,, € C([0, T]; V)
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avec u,, € L*(0;, T; V) de I'inéquation variationnelle (51). En plus,
8i on prend ¢t = 0 dans (28), on note que ’on a nécessairement par
unicité de (41):

62)  w0)=w, Va>0,VL>0.

THEOREME 6. — Sous les 'hypothéses ‘du Théoréme 5 et f, € L°-
(0, T; V'), et lorsque &« — -+ oo, on a:

uz, —> ug dans L0, T; V) faible étoile et L*(0, T'; V) faidle,
(53) uz, — uz, dans L0, T; V) faible étoile et L0, T; V) faible
UL, —> UL dansg L*0, T; H) faible

ou u; est Vunique solution de Vinéquation variationnelle (27).

DEMONSTRATION. — i) Unicité. Soient- u,(t) et uy(t) deux solu-
tions de (27). Si on prend v = u,(t) € K dans l'inéquation vérifiée
par uy(t) et v = uy(f) € K dans linéquation vérifiée par u,(t), on
les ajoute, on utilise 'inégalité (32) et on intégre par rapport &
la variable ¢, on en déduit:

: .’ 1 . B ) -
(54) (J.,0 |6(s) | 2 ds + ga(a(t),_a(t))@, ~ Vte[o, 11,

0(1) = uy(t) —w(t) € Vo, 6(0) =0,

done, 6(f) = 0 dans [0, T], d’ott unicité de la solution de (27).

" ii) Existence: On va montrer que la solution u,, de (28)
tend vers un élément u, solution de (27) lorsque & — -+ oco. Pour
cela, on établit des estimations & pr10r1 A) sur Uso qui permettent
le passage & la limite B).

A) Estimations d priori:

A.1) Soit & la solution de 1’équation variationnelle (c.f. Re-
marque 11): -

af,v—§&) =0, AV'UGK,
(55) { teK. o "
Soit:
2na(l) = ura(t) —t6, .
(66) { 21.(t) = ur.(t) —&,  21,(0) = 0.

Alors si on choisit v = & € K dans (28), on ajoute aux deux membres
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de l'inégalité qui en résulte le terme — (B(&),2,,(t))— a(t§, #,,(3)),
on utilise les inégalités (32) et (36), on en déduit:

% gi [34(224(8); 224 (8) )] < 01|22 (0) | ¥ + C2]|22a() | & +

+ 3 [Fult), 20> — alt, 22 0)],  t€[0, 71

Oofl22.(t) | & +

Si on utilise I'inégalité:

57 e %
(87) W<zt 3¥ £>0

avec ¢ = 4/C, et on intégre de 0 & ¢, il en résulte:

$
e [l ds + . enatt), snatt) <0+ esanattly -+
-0

+ o |lez@)rds, te(o, T1.

0

Comme « est destiné & tendre vers -} oo, on peut supposer que
a>1. Alors, si on tient compte de la Remarque 8 et on utilise

une autre fois I'inégalité (57) avec ¢ = V 4,/2, il en résulte:

(—1)

) 3 [lera@uds + 5 el + At dy <
(v}

t r,

<C+ ¢ HzLa(s)"Vds , Vtel0,T].

0

En appliquant 'inégalité de Gronwall, on a:

(69) 1224 () 7 <65 5 vielo, T],
d’ot on en déduit:
3
i) f ha(8) | 2 ds <es, Vie[o, T,
(60) °

i) (@—1)[(unt) —Bpdy<e, Viel,T)
r,

ou les constantes ¢, utilisées sont indépendantes de a.
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A.2) Soit un instant ¢e[0, T'), et un nombre h > 0 tel que
1+ hel0, T). Si on prend v = uy.(t 4 h) dans (28) & Pinstant &
et v = uy.(!) dans (28) & Pinstant (¢ 4 k), on les ajoute, on tient
compte de la Remarque 8 et de l'inégalité (32), on intégre sur
[0, t], on divise par h® et on passe & la limite A — 0, il en résulte:

1)

o [Iuia(@)lds + 3 s8] + f wha(t) — bo)rdy <
0

<610 + cufur.(®)]v + 012!““1.“(3)

En utilisant Pinégalité (57) avec & = V4,2, il vient:

(¢ —1)

L]
o [Iuta0nds + 3 Iuiut®l + (4ha(t) — bo)dy <
0

<013+ 12| [uZ.(8)]+ds, vte [0, T,

0

d’olt en appliquant I'inégalité de Gronwall, on obtient:

i) [uza(®)|r<ei, Vte[o, T,
(61) ii) !““2«(8)||i!d8<015, Vi e [0, T),
i) (o« —1)[(uial) — B dy<e,  Vee[o, )

ou les constantes ¢; utilisées sont indépendantes de «.
Des estimations A.1) et A.2), et lorsque o« — + oo, on a:

i) wuz, et uz, e borné de L0, T;V) et L0, T;V),
ii) wr,€borné de L*(0, T; H),

62) .
iii) estimation (60 ii),

iv) estimation (61 iii).

56
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B)‘Passage d la limite:

- 11 résulte des est1mat10ns (62) que lorsque x> + oo, au moins
pour une sous smte, on a (53) et les estlma.uons (60 ii) et (61 iii).
Alors, on a les conséquences suivantes: : .

ur(0) =0, ug(0)=1u,,

g,

(63)

ur(t) e K,

en - utilisant la.semi-continuité inférieure dans V faible de l’appli-
cation:

(64) ‘ v —|vidy .

r

Il reste donc & démontrer que %, est solution de (27). Soit:
(65) o Jc={v'eL=(o, T; V)/ot)eK}. |
Si on choisit v €, dans (28), on integre sur [0, '] et on tient
compte que I'integrale sur I est affectée de signe négatif, on obtient:
f [a{tzal8)y 2(9) + (0(8) — <), o) — (4] >

> f [a(u,(t), up, () + «p(uL,(t) )]t =

= }a(upa(T), uza(T)) + P(Uza(t) ) , VoeXk.

Si on utlhse, maintenant, la semi-continuité inférieure dans V faible
des"’a.pphca.tlons

(66) o p—am,v),  v->p)

alors, & la limite « — + oo, on en déduit:

T I
67 [Ta(u), o) — ui®) + p(v() — o(wy(h) —

’ — {f(t), v(t) — u_;(t))] at>0, Yoedl.
Soient ve K, te (0, T). Soit v, € X, défini par:

ur(8) sis¢(t—et4e)
v i se(t—egt - ¢)

Vo(8) = {
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avec ¢ >0 destiné & tendre vers 0. Alors, si on utilise v, € i dans.
(67), on divise par 2¢ et on passe & la limite ¢ — 0, il en résulte (27)
sauf peut-étre un ensemble de mesure nulle.

REMARQUE 10. — L’élément u;,, donné par le Théoréme 5, a.
la propriété supplementaire u;y, e L*0, T; H). Par ailleurs, la hypo-
thése f.€ L™(0, T; V') pourrait &tre éliminée dans le Théoréme 6.

REMARQUE 11. — L’élément défini par (55) représente, aprés un.
changement de fonction inconnue, la température stationnaire du
probléme de Stefan & deux phases [18, 31, 32, 34] pour le cas g =0
et h = 0. | | . |

REMARQUE 12. — Il convient de réma,rQuer ici 'importance de-
la forte-monotonie de l’opérateur ﬂ, propriété qui a été trés souvent.
utilisée. ]

On peut obtenir Pexistence de I’élément w; dans le Théoréme 6,.
sans utiliser le passage & la limite « — -+ oo, par un changement.
de fonction inconnue et utilisation d’un résultat de [3], selon le:

THEOREME 7. — Sous les hypotheses fi, fzéii 0,7;V, f,,eLl
(0, T; V) et b e H¥I), il existe une solution et une seule Ug de~
l’méquatzon variationnelle (27) pour chaque L > 0.

DEMONSTRATION. — Il suffit de démontrer I’existence de la solu-
tion de I’inéquation (27), car 'unicité a été donnée dans le Théo--
réme 6. Soit & I'élément donné par (55), et soit aussi:

“{Mn%%@%gém,

(68) 4 21(t) = up(t)—E&eV,, 21(0) = 0-.

Si on fa1t le changement (68) de fonction mconnue da.ns (27), on.
obtlent

a(z;(t), v —21(t)) + 10(v) — no(zL 1)) > {fu(t), v —21(%)>,

Vv e Vo te [o, 1]
(89) 1 250y e Vo ’ ’

zr(t) e Vo, 21(0) =0,
ou:

(70) M: Vo—R [ No(v) = 'P.(’U + &), VveV,.

En utilisant 1’élément 2, = u, — § avec u, solution de (41), lexi--
stence de z, solution de (69), ou ’existence de u, solution de (27),.,
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qui vérifie 2, € O([0, T]; V,) et 2, € L>(0, T'; V,) est donnée par [3].
En plus, par unicité, on a que 2,(0) = 2z, = u,— &. »

Si on suppose que le flux de chaleur est nul sur la partie I,
de frontiére et qu’il n’existe pas non plus un apport d’énergie par
unité de temps et de volume, c’est-a-dire:

(11) g=0 dans @, k=0 sur I,x(0,T),

on a le:

THEOREME 8. — Sous les hypothéses (71), Délément u; est la solu-
tion de Vinéquation variationnelle:

(B(uz()), o — u(®) + a(u(t), v —u(®)) + Lj(w) — Lj(uz(t)) >

>(gor, v—ui(t)), VvelkK, telo,T],
(72) urt)e K

Y ek, ug(0) =0,

t
et on a Véguivalence suivanie:
(73) ut) =t <> f=u,

o% uz, & et u, sont définis par (72), (65), et (41) respectivement. En
plus, la condition (73) mous donmne une propriété de la solution de
Vinéquation variationnelle (72): Si la température initiale 6, donnée
est telle qu'on ait & = k05 — k.07, alors sous les hypothéses (71) la
température dans 2 ne dépendra pas du temps t, et en plus, elle sera
toujours égale d la température initiale 0,.

REMARQUE 13. — La condition (8), avec le changement de fonc-
tion inconnue (22), simplifie la formulation mathématique du pro-
bléme, et en plus, c’est & notre avis la condition physique la plus
réaliste. 8i au lieu de (8), on considére — (26/2n){r, = h6 + hy,
comme dans [13, 20], on obtient une inéquation variationnelle plus
compliquée que celle de (27).

REMARQUE 14. — Le probléme en «, c’est-a-dire avec la con-
dition (7 bis), a été crée avec ’objectif mathématique de démon-
trer sa convergence lorsque « —» 4 oco. C’est cela, & notre avis,
une maniére de démontrer ’existence de la solution de 'inéquation
variationnelle (27) pour le cas b = b(x, t), qui reste encore ouvert
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par une démonstration directe car pour ce cas, les Théorémes 4
et b sont vraies et ’estimation A.1) du Théoréme 6 est aussi valable
mais pas l'estimation A.2).

REMARQUE 15. — Des autres études sur ce probléme on été
effectuées dans [6, 7,18]. Dans [6], Damlamian démontre 1’équiva-
lence entre la formulation de Duvaut et Frémond avec sa méthode
plus générale et abstraite. Dans ce travail on a choisi celle de
Duvaut. Un probléme analogue, dans un milieu poreux, est donné
dans [1, 16].

REMARQUE 16. — Avec ce travail on étend des résultats de [15]
pour le cas B 5= I (Identité) en utilisant la théorie de [3] avec f un
opérateur forte-monotone. La méthode des inéquations variation-
nelles, pour le cas f = I, a été aussi traité dans [9] par un procédé
thermodynamique, et dans[28] pour des problémes de contrble
optimal.

REMARQUE 17. — Dans un prochaine travail [34], on étudiera
la limite des fonctions u;,(¢) et u,(¢) lorsque la chaleur latente L
tend vers zéro et lorsque le temps ¢ tend vers l’infini.

Remerciement. Ce travail représente le développement d’une
partie de ma thése [32] effectuée sous la direction de Monsieur le
Professeur G. Duvaut & qui je lui en suis trés reconnaissant. Je
remercie aussi & 1’Arbitre por les indications trés précises pour en
améliorer la rédaction.
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