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RESUMEN

Cuando el coeficiente de conduccion térmica k de un material semi-infinito es
daesconocido, puede plantearse una nueva variante para el calculo simultineo de
algunos de sus coeficientes térmicos. Esta determinacion es obtenida a través de
un problema inverso o directo de Stefan a dos fases con una sobre-condicién en el
borde fijo del material de cambio de fase. Esta variante es nueva respecto de la
desarrollada en [StaTaStoTal siguiendo el método presentado en [Ta2) para el

problema a una fase.

ABSTRACT

When the thermal coefficient k of a semi-infinite material is unknown, a new
variant for the simultaneous determination of some of its thermal coefficients can
be stated This statement is attained by means of an inverse or direct two-phase
Stefan problem with an over-condition on the fixed face of the phase change
material. This variant is a new varijant respect to the one developed in [StaTa,

StoTal followina the method presented for the one-phase change problem in [TaZl

L INTRODUCCION.
Se considera un cuerpo semi-infinito, representado por x > 0 , que inicialmente
se encuentra en su fase solida a una temperatura uniforme - C ¢ 0 y al cual se

le impone una temperatura constante B >0 en el borde fijo x =0 parat > 0. Si
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se considera, sin pérdida de generalidad, que la temperature de cambio de fase es
0'C entonces se tiena un problema de conduccion gel calor con cambio de fase. Se
supone que la densidad de masa es constante en ambas fases (Ver §IV para

densidades desiguales).

Cuando el coeficiente de conduccion térmica de la fase ligquida k; es
desconocido, puede plantearse una nueva variante de la dada en (StaTal para el
calculo simultaneo de k; y un segundo coeficiente térmico desconocido
correspondiente a la fase liquida, sdlida o coeficiente gue caracterisa la frontera
libre que separa ambas fases. Se generaliza a un problema a dos fases lo

realizado en [TaZl

Esta daterminacién es obtenida a través de un problema de frontera mévil y
libre [Ta4) del tipo de Stefan a dos fases (en nuestro caso, un problema de fusién)
con una sobre-condicion sobre el borde fijo x = 0 del material de cambio de fase
de la forma [Tail

W 02, (00) = — —Hﬁ- >0
con Hy > 0 el coeficiente que caracteriza el gradiente de temperatura en el borde
fijo x=0. En la condicidon (1) no aparece el coeficiente k; 4 por ende, la medicién
del flujo de calor es substituida por la de la pendiente de la temperatura en
x = 0 . El coeficiente Hy debe ser calculado experimentalmente a través de un
proceso de cambio de fase con las condiciones iniciales 4 de contorno mencionadas

anteriormente. Esta variante es Util desde &l punto de vista practico.

Numerosas referencias sobra la detarminacion de coeficiéntes pueden

encontrarse en (StaTa, Ta3l

Se supone que la temperatura 6 = @&(x,t) del matarial estid definida por :

O2(x,t)>0 si D<x¢stty , +t>0 ,

2 ox,t) = 0 si x=st) ,t>0 ,
64(x,t)<0 si x>st) , t>0 ,

donde x = s(t) representa la interfase sdlida-liquida que separa ambas fases.
Las condiciones, gue se deben satisfacer, estan dadas por

ezt—ﬁzezxx=0 ’ D<X<S(t), t)D,
Glt—ai Oux=0 2 x>s(t); t>0,
@ Oy(BAIL) = Op(s(tIt) = O , kg Oy (SWIL) — kp O (SEIL) = 0 1 5(L), t > O,
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Q) s0) = .0, 01(x,0) = 9(+o0t) = —C <0 , x>0 , t>0 ,

00t =B>0 ezx(O,t)=—%-,t>0,

donde k,0,c,&,]1 son los coeficientes de conduccion térmica, densidad de masa, calor
especifico, difusion térmica y calor latente respectivamente, siendo ademas los

subindices utilizados: i=1 (fase solida) y i=2 (fase liquida).

Se pueden formular dos prpblemas. segun sea x = s(t) desconocida (frontera

libre) o conocida (frontera mdévil) a priori :

Problema Py : Dados B, C, Hy > O y los coeficientes térmicos k; , 1, 0, ¢, , cp
> 0 , se quiere hallar {el(x,t.), 020x,t), s(t), kz} de manera que se satisfagan las

condiciones (3).

Problema P : Dados B, C, Hyg >0 y st) =2 ¢ Jt con ¢ > 0 (coeficiente
conocido, que debe ser determinado exerimentalmente) se quiere hallar {el(x,t.),
Ox(x,t), kp , 3 } donde j es un coeficiente térmico tomado entre k; , 1, 0, ¢, , cz ,
siendo los otros cuatro coeficientes considerados como datos del problema, de

manera que se satisfagan las condiciones (3).

En los seis posibles casos se obtienen :
i) férmulas analiticas para la determinacién simultanea de las incdognitas.
ii) desigualdades que relacionan los diversos parametros del material y de los
datos del problema en cuestion.
iil) en algunos casos se detarmina que el problema es mal planteado al no existir

solucién cualesquiera sean los datos.

I SOLUCION DEL PROBLEMA P,
Se obtiene la siguiente propiedad :

Teorema 1 . Cualesquiera sean los datos B, C, Hy > 0 4y los coeficientes

térmicos k; , 1, 0, ¢y , c2 > O , el problema P; tiene una unica solucién dada por

- - C ) —
D 0t = s (Forap — fx/z ag Aty )

(4)

£x/2 ap 4t ) )

o729 iibst)y =2 ¢ ﬁ

iDext) =B (1~

donde los coeficientes k; 4 ¢ estan dados por :
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O Bz Ca i
&) kp = , ® o= _j'i“ =t
2 R HoZ  F(Ep) Ho A% 2

siendo £ > O la Unica solucién de la ecuacién

) Fo=x , x>0 ,
con
= 2 2 £{x)
(x) = erf(x) = - , =
f(x er x ﬁ I exp{—-u”) du G(x) ¥
D
@ Fi0 = SXDEXD Fat0 = 2X0X0)
S e 5v)) roTe = 0 '

B i — B C2 - Ck HO
S(x) TR oo Foo = e Fa00 _B_T%Tl' £(x) Fy(S(0) .

Demostracion. Substitugendo (4) en (3) y definiendo

k.
) 2= . £.=F , con ai=(—p—4&-i-)"2 (i=4,2)

se obtiene que los coeficientes k; Yy ¢ deben satisfacer el siguiente sistema de

ecuaciones
. ko H -2 Ck ..
y =2 o (—E,0 — L ) =4, id) FE = B :
10 1 —TJT-O’— expi—gz 210 a;, A% F;(E, i1, i (Gg) Ho 3z N%

Despejando a; de (10ii) 4 teniendo presente gue k; = 0 ¢z a§ se deduce (3).
De (10ii) 4 (9) se obtiena

(11 £y = Sy A
W por ende, de (9), se deduce (6).

Teniendo en cuenta (11), la ecuacién (10i) con incéngnita €3 , es equivalente a

1la ecuacion (7) gue tiene Unica solucidon debido a las siguientes propiedades :

Fu0hH=1 , Fieoodmtoo , Fy'30;  Fa0N=too , Fpleo0)=0 , Fu'<0 ,
+ o, 2 — ) - + — )
12) GO )—ﬁ , Gleo0)=0 , G'«<0 ; S0 )3-2—3?7'—0— ) S(+0)=4o0 , 850 ,

FOhH=+00 , Fl4eood=—oo , F'¢D
con lo cual se deduce la tesis. Ademas, la unicidad de solucion se tiene por la
unicidad de la solucién de Neumann para el problema da Stefan a dos fases con

datos de temperatura inicial g de borde constantes [Cala, Fr, Rul



Il SOLUCION DEL PROBLEMA Py’

En el problema P; pueden presentarse cinco diferentes casos, pues el segundo
coeficiente térmico desconocido (ademas de k; ) puede ser uno cualguiera entre los

cinco parametros siguientes : k; , 1, 0, ¢y , cz .

Teorema 2. (Determinacion simulténea de k; y k, ) : La condicidn nesesaria para
que el problema P, con coeficientes desconocidos k; u k; tenga una Unica solucién
es que los datos B, C, o, Hyp > 0 y los coeficientes térmicos 1, 0, c¢; , c; > O

verifiguen las dasigualdades
3 B 2
(%)) Glw) — ,
1 < [+ 3 HD 4‘“ < QR

donde w; = wg(C, o, Hg , 1, 5, c3) >0 es la Unica solucion de la ecuacién

14 Ni(x) =0 ' X > o )
con
US W0 = expl—xd — < St tl 2

o Hgcz

En tal caso, la temperatura esta dada por (4i,ii) y los coeficientes térmicos

desconocidos estan expresados de la siauiente manera

n'z 2
16 kp = 2529 237 . 1?7 ky = L BT 9.0
€2 £1

donde £€; > O es la Unica solucidn de la ecuacidn

B
18) O(X) = ————————e , 0 ;
X T Ho A5 X >

g £; > 0 es la Unica solucidn de la ecuacidén

1 1 o Hp Gz 2,
19 5 T ( T exp(—€3 - 1) , x>0,
con
(20 Q) = AT x explx®) (4 — £

Demostracion. Si se substituye (4) en (3) y se define £2 4 £, por (9) se obtiene
(10i,i1). De (9) se deducen (16) y (17). De (9 y (10ii) se obtiene gue £; satisface la
ecuacidn (18), la cual tiene Unica solucidon si y solo si los datos satisfacen la

desigualdad

0
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De (9) y (16) se deduce que £; satisface la ecuacidn (19), la cual, debido a las

propiedades

(22 QoH =0 , Q+od =4 , Q>0 ,
tendra unica solucion si y sb6lo si el segundo miembro de (19) es mayor que & , lo

cual es equivalente a que £, verifique la desigualdad

(23) Ez L4 UL

donde w; @s la Unica solucion de (14).

Utilizando el hecho que la funcidn G es decreciente se deduce que existe un

unico £, . solucién de (19) si y s6lo si

(24) G(m,_) < G(Gg) = —DTT"-B_T‘TT-
0

La condicion (13) se obtiene de (21) y (24).

Para los cuatro restantes casos del problema P , sdlo se enunciaran los

rasultados gue se obtienen sin realizar las correspondientes demostraciones.
Teorema 3.

i) (Determinacién simultanea de k; W cz ) : La condicidon nesesaria u suficiente
para oue el oproblema P; con coeficientes desconocidos k; 4 c; tenga una dnica
solucion es gue los datos B, C, o, Hy » 0 4 los coeficientes térmices 1, 0, oy , k; >

0 verifiguen la desigualdad

—B__
2% 7o <1

En tal caso, la temperatura esta dada por (4i,il) 4 los coeficientes téermicos
descor.ocidos estan expresados de la siguiente manera :

_pleo C k; o 2
@0 = (4 oy FUE)) eed

-1 C ky 3 2 2
(27 Cp = o Ho ( i+ m Fy( 7Y ) ) £z explty)

donde £ » O es la Unica solucion de (18).

ii) (Determinacion simultanea da k; 4 1 » La condicion nesesaria 4 suficiente
para gue el problema P; con coeficientes desconocidos k; 4 1 tenga una unica
solucién es que los datos B, C, o, Hy > 0 4 los occeficientes termicos 0, c, , c; ,

k; > 0 verifiquen las desigualdades
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(28) G(Uz) < —C—T_H%ﬁ- < Tz‘!\’- ’

donde w; = wa(C, 6, Hg , 0, kg , €1 ,C2) >0 es la Unica solucidn de la ecuacion

29 W) =0 , x>0,
con

C Ky
0 Hp cp o2 a; A%

2 2
Wa(x) = exp(—x*) — Fil( gD x
(&cin)]
Wg0H =1 , Wp+o0) = —0  , Wy’ < O
En tal caso, la temperatura esta dada por (4i,ii) y log coeficientes téermicos

desconocidos estan expresados de la siauiente manera :

2

A )]
@31) kp = _L%_E’_ , (32 1=0 Hp g jggz_
2 2

donde £5 > 0 es la unica solucidn de la ecuacion (1B).

iii) (Determinacién simultanea de k; 4 c,» La condicién nesesaria y suficiente
para que el problema P; con coeficientes desconocidos k; 4 c; tenga una uUnica
solucion es gue los datos B, C, o, Hy > 0 y los coeficientes térmicos 0, 1, ¢z , k; >

0 verifiguen las desigualdades

(33 Glwg < WBF < Tzi_
n}

donde wz; = walc, Hg, 1, c2) >0 aes la Unica solucidn de la ecuacion

(34) Wz(x) = O , x>0,

con

(33 Wa(x) = expl—x? — — 1 ¥® ; N3(0+)=1 s Wal+o)=—0o , W5'<0.
o Hy cz

En tal caso, la temperatura estd dada por (4i,ii) y los coeficientes termicos
desconocidos estan expresados de la siguiente manera :
‘kx
0o

QR Cz o2

@6 kp = L2 , @7 cy = €
£2

donde £; > 0 es la unica solucidn de la ecuacion U8) y £, es la Unica solucion de

la ecuacion

0 Ho Cg'G’a L Ed Wa(Ep)

(38 V(x) =
) [
C k1 52

x>0




con
(39) VO = x Fyx) VOH =0 , V4o =400 , V30

iv) (Determinacion simultanea de k; u 0) : La condicidn nesesaria y suficiente
para gue el problema P; con coeficientes desconocidos k; 4y 0 tenga una unica
solucion es que los datos BCoHa»0 4y los coeficientes térmicos 1,6,,65k >0
verifiguen las desigualdades (13). En tal caso, la temperatura esta dada por (4i,ii) y

los coeficientes térmicos desconocidos estan expresadosg de la siguiente manera

(40) ky = 2Kt £ , (41) 0 = —;—-—"‘ & .
€1 €2 o°cy

donde £; > 0 gy £, > O son raspectivamente la solucion de las ecuaciones (18) y (19).

Observacion 1. Si el coeficiente k; es conocido entonces la idea de este
trabajo (definido con la constante Hy ) para la determinacidon simultinea de
coeficientes térmicos de un material a través de un proceso de cambio de fase
coincide con la dada en [StaTal (definido con la constante hg ) a tr;avés de la

relacion ho = kz Ho .

Observacion 2 En el caso en que todos los coeficientes térmicos del material
semi-infinito sean conocidos, entonces la condicién (1) (Ultima condicion de (3) ) es
superflua con lo cual la solucion de Neumann para datos B y C viene dada por (4),
donde al coeficiente ¢ » 0 , gue caracteriza la frontera libre s(t) , s la unica

solucién de la ecuacidn

(42) Ux) = x , x>0
donde
Bk Ck
)=.—-—__.£__— X .___.__i.—-F X ,
U(x o1, 5 F2(ag) 213, 15 1(5;)
43)

UOH = +0 , U4 = -0 , U' < O

En este caso, el coeficiente Hy viene dado por

44) Ho = — 62,(0L) At = ————m—— >0

Reemplazando (44) en las desigualdades, previamente halladas y que deben ser
ciertas para cualaquier material, se obtienen propiedades adicionales (en forma de
desigualdades) que son siempre wverdaderas 4y aque pueden interpretarsa como

desigualdades para el coeficiente o (Ver, por ejemplo, [StaTa, Tail ).
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Observacion 3. Este trabajo simplifica, desde el punto de vista practico, los
datos experimentalas regueridos para la aplicaciéon del método al reemplazar la
medicién del flujo de calor por la de la ﬁ%ndiente de la temperatura en el borde

fijox=0.

Observacion 4. Si la temperatura inicial es igual a la del cambic de fase, es
decir C = 0 , entonces los resultados obtenidos aqui coinciden con los obtenidos
en {Ta2) Mas aun, para el caso (iv) del Teorema 3 se obtiene : Si los datos B, o,
Hy > O wverifican la desigualdad (21), entonces existe un unico elemento £ > 0
solucion de la ecuacion (18). 8i ademis, se satisface la condicion adicional

(45) £2 exp(e?) = -2 2 Ho

entoncas existen infinitas soluciones k; 4 0 , las cuales vienen dadas por la

siguiente relacion (en caso contrario, no existe solucion) :

2
(46) kg _ o C2
[ £2

lo cual resulta ser un complemento a la Observacion 7 de [Taz) O

Si el coeficiente desconocido es k; , en lugar de k, , entonces la variantae
explicitada anteriormente puede también aplicarse cambiando el proceso de fusién
por el de solidificacidon, como se vera mas adelante, considerando ademas la
conveccion inducida por el cambio de densidad de masa en la transicion de fase

s0lido-liguido (es decir, 0y # 03 ).

V. SOBRE LA DETERMINACIDN DE COEFICIENTES TERMICOS CONSIDERANDO El. CAMBIO
DE DENSIDAD DE MASA. '

Se considera el problema de Stefan a dos fases para un cuerpo semi-infinito
que se encuentra inicialmente en la fase liquida a una temperatura D » 0O 4y que en

el borde fijo x = 0 esta sometido a una temperatura — E ¢ O .

Si se tiene en cuenta el salto de densidad en la interfase solido-liquida

x=5(t), se supone que la temperatura 6 = &(xt) del material estd definido por :
Oxt) < 0 si O<x«¢<sity , t>0 ,
47 oxt) = o si x=38t) ,t>0 ,

6x(x,t) > 0 si x>stt) , t>0 ,

y se impona en x = 0 una sobre-condicidn del tipo (1), entonces la formulacion
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matematica del problema viene dada por :

@y Oyyy = Oy , D¢x<st), t>0 ,
.
ap 0g., + 2= P2 siye, =6 x>st), t>0
2 Vaxx 1 2% 2y ’ . .
49 BuS(IL) = Ox(s(L) = O, Ky 8, (S(IL) — kg Op, (SEIL)m0; 1 (L) , £3O,
$O) =0 , 0y+00t) = 0,(x,0) = D<O , x>0, >0,

H
0,0t) = —E <D , 6,00 = TQ- . ©0.
t

Si el coeficiente k; es desconocido y teniendo en cuenta todo lo realizado

anteriormente (para no repetir calculos analogos) se puede plantear el siguiente

Problema 3. Dados DEHM»0 4 stt) = 2 o Nt con ¢>0 se quiera hallar { 0,(x,t) ,

O(x,t) , kg , 03 O Og } de manera que se satisfagan las condiciones (48).

La temperatura viene dada por [BaTa, CaJa, Ru, StoTal

8,(xt) = — E 1__{':(&23_{9_ ,
fED

D o X -
(49) e,(x,t)=_i—_—ﬂ-azo—)-lf(‘zlel+—z—:z—h—) f(gé)] ,

ap 0y — 02 - ki w7z 2
%o = +|Ql ! ¢ = pz "i (3161) aa«l !

y los dos coeficientes térmicos desconocidos k; 4 0, 6 0, deben satisfacer el
siguiente sistema de ecuaciones no-lineales

. kg H 2 ke D
1)—-1*—"—19—“9(—51)— 7, Figg mo

az e
(S0)
i) FE) = E
ag Ho iﬂ

donde
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(51) f2=L , =g , G=£L

A continuacién, 'se dara el resultado correspondiente a la determinacion
simultanea de los coeficientes térmicos k; 4 0 con la particularidad de gue
Py > 0z , es decir gue se incluye a todos los materiales aexceptc al agua (a

determinacion de k; y 0, es dejada al lector).

Teorema 4. lLa condicion necesaria y suficiente para aue el problema P, con
coeficientes desconocidos k; g 02 (con 2 > g2 tengaa una Unica solucidn es gue los
datos D, E, 0, Hg > O u los coeficientes térmicos 1, 0y, ¢; , ¢z , ks verifiquen las

desigualdades

(52) G(Ns) < —U'_Hi-ﬁ— < G(W‘)
o

donda wWg = wg(o,.DHgecyc1) > 0 es la Unica solucidon de la ecuacion

53 Wgtx) =0 , x>0 ,

9 Wg = Wglo,DHqp,Cy,02, 1,0,k > 0 es la Gnica solucidn de la ecuacién

(54) We) =0 , x>0 ,
con

1+DC2 x2

— J— 2 —
Wg(x) = expl—x™) o o, Mo

(55
2
Welx) = exp(—x?) — —X { 1+ D o ] .

En tal caso, la temperature viene dada por (49) y los coeficientes térmicos

daesconocidos estan expresados de la siauiente manera :

2 2
(S6) Ky = _?__C";_‘ol_ , 57 02 = _01_22_%__
£y ka2 £o

donde £, > O es la Unica solucidén de la ecuacion

(58) Gx) = —EH—Eﬁ— f X > 0 ]
o}

w £5 >0 @s la unica solucién de la ecuacidn

U'HD Cy
DCZ ff

(59) =

L = Wet€y) . x>0

con
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_ o2y 1 2
(60 WeX) = expl—x") T X

L3

Demostracion. Teniendo en cuenta (49) y (51), la ecuacidn (50ii) es equivalente
a (58), la cual tiene unica solucidn si y sbdlo si el seaundo miembro de (58) es menor

aue Z , es decir

LS

S
61) sor <!

Mediante diversos calculos elementales se deducen (56), (57) v

k

62 fo=22¢, 2 = 5l

oy €o

con lo cual la ecuacion (50i), con incdanita £5 , @s equivalente a la ecuacion (59), la

cual tiene Unica solucion £5 > 0 si y sélo si (Ver (22)

&3 —‘[’)—‘34—%- Wel€) >1 & £ < we
Ce &y

pues la funcion Ws verifica las siguientes propiedades :
(64) We@H =1 , Wg+om) = —o0 , W' < D

Utilizando (58) u el hecho que la funcibn G es decreciente (Ver (12), la

condicidn (63) es equivalente a

E
(Wg)
(=3e)) Glwg) < T
Por otra parte, utilizando (59 y el hecho de que la funcién Q@ es creciente

(Ver (22)), se tiene la siguiente equivalencia:

——
66) 0y > 0z a'eo>o~l-cik—if’*— o Q(G&)Q(o«‘-ﬁ?l-(;p—‘—) -

D =3 Ei

o Halfp <
AL o cyHo Q( Cz2 &y ]
] ———kz

® WglE) <D @ €3 >ng @

E
)
(67 T < e

Como la condicion (67) implica la (61), debido a (22), las condiciones necesarias

v suficientes se reducen a (6_5) y (67), es decir (32).
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Observacion 5. Utilizando las definiciones de W , Wg 5 @ , se deduce Wgiwg) <

Wslng) = 0 , es decir que

68) Wg < Wg

con lo cual la doble dasigualdad (52) resulta ser coherente.

Observacian 6. El §IV resulta ser una nueva variante de la dada en [StoTa)
para la determinacion de coeficientes termicos considerando el cambio de densidad

de masa ( oy # 03 ).
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