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RESUMEN

Se obtiene una solucion exacta para un modelo de 2zona pastosa para el
problema de Stefan a dos fases para un material semi-infinito con densidades de
masa iguales en las fases sblida y liguida. Se aeneraliza a dos fases el modelo
dado para el problema de Lamé - Clapauron (Stefan) a una fase en [5] (Ver también
[70.

ABSTRACT.

We obtéin an exact solution for a mushy zone model for the two-phase
Stefan problem for a semi-infinite material with mass densities equal in both solid
and liquid phases. We generalise the model given for tha one-phase Lamé -

Clapeyron (Stefan) problem in [3] (see also [7)) to the two-phase case.

1. INTRODUCCION

Se plantea un modelo de zona pastosa ( “mushy zone” ) para el problema de
Stefan a dos fasaes ( con densidades de masa iguales en ambas fases ) para un
material semi-infinito ( representado por x>0 ) en el cual se hacen las siguientas
suposicionas ( se generaliza a dos fases el modelo dado para el problema de Lamé-

Clapayron ( Stefan ) a una fase en [3). Ver también [7)) :

Hi) La fase solida a temperatura 6=0,(x,t)<0 , se encuentra en la region

x > r), §> 0.
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Hy) La fase liguida, a temperatura ©0=0,(xt)>0, se encuentra en la regién
O¢x¢st), t>0.

Hy) La regidén pastosa ocupa la ragion st)Xx<r(t), t>0 a la temperatura

4

é=0 ( de cambio de fase ) u se hacen dos hipotasis sobre su estructura :

i) El material en la zona pastosa contiene una fraccion fija ¢ 1 ( con
D<e<i constante ) del calor latente de fusion 1 por unidad de masa.

ii) El ancho de la 2zona pastosa aes inversamente proporcional al
gradiente de la temperatura en =5—(t), llamando con 7>0 a dicha constante de

proporcionalidad.

Si el material semi-infinito se encuentra inicialmente en estado soélido a
la temperatura inicial constante -C<0, al cual se le impone una temperatura
constante. B>0 en el borde fijo x=0 para t>0, entonces se obtienan los siguientes

resultados:

( i) Una soluciébn exacta para 6,(xt), 9;(x,t), s(t) u r(t} en funcidn de la temperatura
inicial y de borde, de los parametros de la zona pastosa € u 7, y de los

coeficientes térmicos del material

( ii ) Se obtiene una conclusion analoga a la dada en la parte ( i ) 5si se reemplaza
en la hipdtesis ( Hzii ) el gradiente de temperatura en x = s™( t ) por el gradiente

de temperatura en x = rtct).

2. SOLUCIONES EXACTAS PARA DIFERENTES PROBLEMAS.

e S ———————— ——————  Si———————————— ST———v—tr e

( A) Teniendo en cuenta las hipdtesis (H )-(H;) se puede plantear el problema
1) gue consiste en hallar las fronteras libres x=st) y x=r(t), definidas para
t>0 con sO)=r(0)=0 y la temperatura =8(x,t), definida para x»>0 y t>0 de la

siguiente manera :

92(x, 350 si O¢x<s(t), t>0,
ox,t) = 0 si s(t)<x<rt), t>0, €D
0,(x,t)<0 si r(t)<x, >0,
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de manera que se satisfagan las siguientes condiciones :

az0, . = ezt ) O<x<s(t), t>0, (2)
ag Oy = O, rtx, £>0, (3)
$(0)=r(M=0, (4)
92(s(t),t)=0,(r(t),t)=0, t>0 (S)
Ky elx(r‘(t),t)—kz Ozt(s(t),t)ao 1 [(4—e) a(t) + € (L)), (6)
-eiﬁ(t),t) r¢) — sit) =7, t>0 (7)
0,(x,=0,(+e0,t)=— C<0 , x>0, t»0, (8)
92(0,t)=B>0 , t>0, (9

donda 1 > O es el calor latente de fusidn por unidad da masa, ¢ > O es la densidad

de masa comun a ambas fases 4 k;>0, c;>0, a=al= :‘ =—>0 son la conductividad

termica, el calor especifico y el coeficiente de difusion respectivamente de la

fase i ( i=1 : fase solida, i=2 : fase liquida ).
Siguiendo la metodologia de hallar soluciones autosemejantes [2,46) se propone

como solucion de ( P1 ) a:

0, )=A, + By erf(—X—— ), 0x(xt)=A; + By erf(—E—x)
! : 2 a ‘JT_ 2 2 a, ﬁ_ ’(LD)

sit)=2 & 'ﬁ. , rbt=2 w ﬁ '

gue satisfacen las condiciones (2)-(4) . Si se imponen las 6 condiciones restantes
(5)-(9) se obtiere que los 5 coeficientes A1, Bi, Az, B2, w vienen dados en funcion de

o , de la siguiente manera :

Cerf(2)
p2=B, B2= —B— A= 2 B= ——5- .  a
erf ( ) ech(a—i) er‘Fc(a—z)

o
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¥ dap n 2
w=w(o)=0 + exp(-L) erf(-f£-) a2
T el erechy
y @l coaficiente o debe satisfacer la ecuacidn :
Kl(X) = Kg(X), 13

donde las funciones K; 4y K, estan definidas para x > 0 por :

ks B Xy Kk C wix) exp(—x%)
Kl(x)z—a-m—Fz(az) T Fu82) l-'l(x)-_-=—er-§-'RF ,

14)
_ €Y az Am x2 X p _exp(-—xz) -
KQ(X) =0 l (x4 —'———Z—E——- exp(azz) EPF(TZ) 1, FZ(X)_W
con : X
erfx) = —2- J exp(-tH dt ,  erfo) =1 — erfix), (S
=
0

las funciones de error y da error complemantario respectivamente.

Teniendo an cuenta que las funciones K; y K; satisfacen las siguiantes

propiedades :
K 0N=+00 , Ky(+00) = —o0 , Ky<0 ,
(16)
K2(0H=0 , Ka(+oo)=+00 , Ko">0 ,

se deduce que la ecuacidn (13) tiene una uUnica solucion ¢>0, y por ende se obtiene

el siguiente resultado :

Teorema 1 :

Cualesquiera sean los coeficientes térmicos del material k;k;,c,62.0,,82,0150,
los coeficientes térmicos que caracterizan la zona pastosa 7>0 , 0<e<d 4y los
datos B.C>0 , el problema (P,) tiene una solucion exacta dada por (10)-(12), donde el

coeficiente ¢ es la Unica solucién de la ecuacion ( 13).
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(B) Si se reemplaza la condicion (7) por la (17) dada por :
- 63, (Pt (rt) — sit) )=7 , t>0, U7

entonces se puede plantear el problama (P2) que consiste en hallar las fronteras
libres x=s@t) y x=r), definidas para t>0, con s(Q)=r(D)=0, 4 13 temperatura 8=6(xt),
definida para x>0 y t>0 por (1), de manera que se satisfagan las condiciones (2)-(6),
8)(9) y (17

Siguiendo la metodologia dada en (A) se propone como solucidn de (P;) a
(10), donde los coeficientes Ai, Bi ( i = 1,2 ) estan dados, en funcidén de w, por
(11) y el coeficiente o esta dado por :

7 a A®

= =t — i YT g
o=0c(wW=w = a( 1 ) 48

con la condicion de que o(w)>0 , donde :

gix)= =exp(x2) erfcix) (19

i
Fl(X)

La ecuacion para el coeficiente w se expresa, a traves de la condicién (&) ,

de la siguiente manera :

Kx)=Fx) , otx)>0, x>0, (20
donde:
14 —e)7 ag ﬁ X
F(x)=x — 5 g(-a—-;-) ,

(21)
F(O’(X)) k.tCF- X)'

K(x)=
* ‘_r‘ a, A%

obteniendose de este modo el siauiente resultado :

Teorema 2 :

Cualesqguiera sean los coeficientes térmicos del material kgk;,CyCz.04.6501 > 0, los
coeficientes térmicos que caracterizan la zona pastosa 7>0 , 0¢e<i y los datos
B,C>0 , el problema (P2) tiene una solucion exacta dada por (10), (11), (18) , donde el

coeficiente w es la Unica solucidn de la ecuaciéon (200 o (26) que satisface la



condicién ( 23 ).

Demostracign :

Sélo basta verificar que la ecuacion (20) tiene una unica solucion w>0 con
o{w)>0.

Teniendo en cuenta aue la funcidn g satisface las propiedades :
a(0)=1 , a(+o0)=0 , a'<0 , (22)

se tiene la siguiente equivalencia :

c(w)>0 @ wiwg, 23
donde ‘:‘1’ > 0 es la unica solucién de la ecuacién :
2C
)= A ’
glx o X x>0 (24)

o en forma equivalente de la ecuacion :

R 1 .
F.l (x) = 7C - x>0 . (29

Por lo tanto, la ecuacién (20) puede expresarse de la siguiente manera :
Kx)=F(x) , X>W, , (26)

la cual tiene una uUnica solucidon w>wg , Si se tienen en cuenta las siguientes

propiedades :

Klwg=400 , K{+oo)=—co, K<O en (wg,+x), (27

FOH=— (L = 2& (): Y AT a,, F(+o0)=4 o0, FH0 en rt,
(28)

O<F(wgy)=e W< wo
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Observacign 1.
Se obtienen los mismos resultados si en la hipotesis (Hsii) se reamplaza el

aradiente de temperatura en x=s"() por el de flujo de calor en x=s(t).

Observacién 2
Como problema abierto se tiene el de relacionar la solucion exacta hallada
en el presente trabajo con la teoria matematica desarrollada en [1,3] a través de

soluciones autosemejantes.
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