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RESUMEN

Sea:ns:.deraunmezposem-mfnutoensufase 1iquida a una

tura inicial d>0y a la cual se le impone una temperatura -b(D en el
borde fijo x=0. Se considera sin pfrdida de generalidad, que la tempe-
ratura de cambio de fase es 0 C. Si se considera el movimiento induci-
do por el carbio de densidad en la transici6n de fase y se supone una
sobre-cardicifi: en el borde fijo dada por un flujo de calor saliente
hy/«t (h >0}, se cbtienen:

i) férmlas analfticas para la deteminacifn de uno o dos ocoeficientes
témicos desoonocidos;

ii) desigualdades que relacionan los diversos parfmetros del material
y de los datos del problema en cuestibn.

Para la cbtencifn de dichos resultados se utilizaron dos metodologias

diferentes.

INTRODUCCION

Se oonsidera €l problema de Stefan a dos fases para un cuerpo semi-in-
finito, hamogéneo, isStropo, incampresible que se encuentra inicialmen-
te en la fase 1 (lfquida) a una temperatura d (d > 0). En el instante
t=0 se ocoloca en contacto con un cuerpo a la temperatwra -k (b) 0) y
camienza €l cambio de fase, es decir, aparece una fase 2 (s6lida). Sin
pérdida de generalidad se tamar§ cue la temperatura del cambic de fase
es nula. Ademds, se tiene en cuenta la conveccitn inducida por el cam
bio de densidad en la transici6n de fase sSlido-liquida, es decir

Con estas hip6tesis el problema a resolver puede plantearse de la si-
quiente maneyra:

Se supone que la temperatura g-ggridel material estd definida por:

A Gz(x,t) <0 o G5ty ot »o
() By O s+ Az 5S¢ . 60
Qir,e)>0 s SEIKx L, t>0

y las ecvacianes diferenciales que gobiermnan el puxsso en 1as fases
e61ada y liquida tanan la formma:

(2) 876, (v & 08 0cxcsk) |, 20

( l"} ‘3; &3 ax

-5 . ' :
), N S/ € (atl= B ink)  SElCx >0
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L 3o



las condiciones en la interfase s6lido-liquida x=s(t) sun dadas por la
continuidad de la temperatura y del balance energftico (condicién de
Stefan), es decir,

“) By (5(t), €)= §, 190ty - t,0
(5) k, §,,608,8) - kB, (St = Yzlém te
Las condiciones iniciales y de borde son
©) 91(1,0)=91(+m,t);d >0 >0 t>0
(?) B, (ut) = -b <0 t>0
(8) S(v) =0

Se considera el problema de Stefan a dos fases para un material semi-
infinito x 0 con ww o dos coeficientes desconocidos con una sobre-
condici6n en el borde fijo x=0 dada por el flujo de calor saliente

9) k, 8, 10t) = h /T t>0

para un dado h,> 0.

Cuando la condici6n de borde en la cara fija x=0 es el flujo de calor

(9) la correspondiente temperatura para el problema de Stefan a dos fa-
ses es constante en el borde fijo y s(t) es proporcional a4t para

una apropiada condicibn para el dato h,, segln Bancora- Tarzia (1984), "
Tarzia (1982).

Si por medios experimentales se es capaz de medir las cantidades b ) O

Y hy ) 0 dadas por las condiciones (7) y (9) respectivamente, entonces

se pueden encontrar fSmomulas para la determinaciftn de sSlo un coeficien-
te témico desconocido entre £ 9, 9,,<4,C;, Ry, R,. Por otra parte, si
ademis se puede medir s(t) l(es dec:.r, el ocoeficiente dado por s(t)=20AT
entonces se pueden encontrar f6mmilas para la determminaci6n simultinea
de dos coeficientes tSmmicos entre { % 8. ¢, ¢, k&, k, -
Iastexperatm'asdelasfaseslyZesténdadaspor:

: b )y
) Bne)= - b+ Tora) 7[(?.62'(?)

(0 { ) &)= o) 4 (5

) - J}r}r(ﬁ/ab) i-F(G./‘%) d1 Za’\t’)

W) swj- 20T . a= g furie)  e- bh

1
El sistema de ecuaciones que deben satisfacer los ocoeficientes desco-
nocidos estd dado por:
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b, b

i ) ’) ’U/a b e
/ﬁ i ZJ dz hoﬁ
(11)
IR IS 7
912 3128,‘{!{ y_ g(a'/ao)
Si se definen las nuevas variables
5 . ¢ : _ a . i
vy %O—.&_ Y 21___57 W) & - &
entonces el sistema de ecuaciones (1l) se transforma en
_ k, b
'-) = [
f(5.) o

: ‘ -g2)
! . _EQ. i (_gl) _ h‘.d MP( ° - T
| W ] P % 92131.{?{ i F(gc)

Determinacién de un coeficiente térmico

Dadas las constantes b)>0,d)>0 y h.> 0, se estudia el problema de de-
texmminar la funcién s=s(t) ) 0 (frontera libre), definida para t> 0,
la temperatura 8 =8(xt), definida por (1) para x> 0y t >0, y uno
de los siete coeficientes témmicos £,9,.9,,¢, C,, &  k, Ge manera tal
que las condiciones’ (2)-(9) sean verificadas.

la solucifn de este problema esti dada por (10i,ii,iii), donde los
coeficientes inoSgnitasy uno entre { ¥, ¥, ¢, ¢, &k, k, deben satis-
facer el sistema de ecuaciones (13).

Los resultados obtenidos para los 7 diferentes casos estén dados en
Stoico (1986); a continuacifn veremos solamente el resultado correspon~

diente a la determinacifn de los coeficientes( y Cy

Propiedad 1

T a condicisn necesaria y suficiente para que el problema con¥y c,
desconocidos, tenga una Gnica solucién con datos h,> 0, b> 0, d> 0

y coeficientes 1,9, 9,,¢,, &k,, &, > 0 esque verifique la condicitn

| R, b 4 '?(3«:)' ’
(14) he 3, AT |

%0 : .;m&o ceao e Uc
En tal caso, la soluciSn estd dada por (10) oon

R go
¢ G—:& " Gy = :
(15) ¢) 5¥“ ) ! 5, af(”iﬁl)a (gz )
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cbndegzestédadopar

(16) ¥ . ﬁ’( kz?__)

1
2 d, AT

y E"O es la Gnica solucién de la ecuacién

U7 Meae
donde

(18) A= % (:;EU? Sk (&)
Demostracibn

De (14) se tieme que k,b/h AT <1, y por ende de (13i) se cbtiene (16).
De (12iii) se deduce (15i). De (12i) y (12iii) y teniendo en cuenta que
d=3,[(Y+€)) se obtiene (15ii).Teniendo en cuenta la definicién de 3,
y el valor de c, , dado por (15ii), la ecuacién (13ii), con incSgnita

resulta ser (17) chm la funcién V verifica las siguientes propiedades

(190 Vi)=0 | Vitog)= +@ . Vo

entonces la ecuacién (17) tiene solucién ( y en tal caso es finica) si
y stlo si A, 0, siy s6lo si §,< Z,, donde 2z, es la Gnica rafz po-
sitiva de J . Teniendo en cuenta (16), esta Gltims condicifn resulta
sexr equlvalente a (14).

Detemminacifén de dos coeficientes térmicos

Dadas las constantes b> 0, d> 0, h,> 0y s(t)= 204t (frontera m&~
vil) con@ > 0, detemminado experimentalmente, se estudia el problema
de determinar la temperatura 6=6(x1t), definida por (l‘ parax > Oy
t > 0, y Gos de los siete ooeficientes témicos £,%,§,,¢,,C, k,, &k,
de manera tal que las condiciones (2)-(9) sean verificadas.

La soluciSn de este problema estd dada por (10i,ii), donde los dos
coeficientes incbgnitas entre A, 5., ¢, ,C, , Ry, kR, deben satisfacer
el sistema de ecuaciones (13).

Los resultados abtenidos para los 21 diferentes casos estén dados en
Stoico (1986); a continuacifn veremos solamente el resultado corres-—
pondiente a la deteminacidén de los coeficientes k2 v 1.

Propiedad 2

Iaoouhcxénreoesar:.aysuﬁca.enteparaqueelpxoblenaoonkzyl
desconocidos, tenga una finica solucifn con datos h,> 0, b > 0, d > O
U)waeflc.lentes? 9..C,, G, R, > 0 es que se verifiquen las
condiciones
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coy A% H Ears

2 hyd, 3
y,(, 0 b
(21) 272 _ 1
ho AT X, (2
En tal caso la solucién estd dada por (10i,ii) oon
_ §,C, 2 _ i
(22) t) kzz - ZEZZ “') ﬁ=—YL'E:Z(§’2)

clondeg2 es la finica solucifn de la ecuacién

,0¢, b
(23) Jw)= Y
hod T

Demostraciftn

De la condicién (13i) y de la definici6n de a, se deduce para ¥, la
ecuacién (23) que tiene siempre una solucién. ZLa férmula (221) se ob-
tiene de (12iii). la f6mmla (22ii) se obtiene despejando 1 en la con~
dici6én (13ii). Para que sea 1) 0 deberd ser Z(§l)) 0. Camo Z es una
funcifn estrictamente decreciente que verifica

d &, exp (- 0V
3, N 1. )E(O’/ao)

. % Z(c*) =
(2

3 3 .
} Z(*‘CO): - 2:2‘% -MF(..O-/aQ)
NI 1. /&)

entonces 1 ) 0 existird ( y ser8 Gnico) si y sblo si

Z(c*) »0
25
sz< xO
donde x, es el Gnico cero positivo de 2, dado por
2@, hy Yz
(26) XOI( B(hde/a(}))

én es -
2:?1?%) S\x equivalente a JGZ} %’T )()\ h)&—&!\)p)eresx,l
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Cbservacidn 1

Lo realizado anteriommente generaliza los resultador obtenidos en
Stampella-Tarzia (por aparecer) para el caso de densidades de misa
diferentes.

O bservacitn 2

Para deteminar ooeficientes tfmnicos segn €sta metodologia se necesi-
ta a priori calcular experimentalmente los valores ¢z los coeficienteg
hy y 0 (segln sea el caso). Para ello, pusden realizarse varias medi-
ciones en el tiempo del flujo de calor en x=0 y d= la pcsicibn de la
interfase s6lido~liquida, luego, por ejemplo, a través de un método de
minimos cuadrados, se obtienen los valores de ho y ¢ a través de las
ecuaciones siguientes: 0 = S(t)/2At ; hg= l?z gzx(olf) Nt

Otra metodologia para la deteminacifn de coeficientes témmicos

Otro método para resolver el problema consiste en introducir la masa
cano variable espacial definiendo el siguiente cambio de variables
(Quilghini, 1965) :

e) = YZ S5(t)

“‘) Tz(f,{)= 92 Vi't) 0(}( ew) /t>0

( T, ()*,t) 61(?,;19: S(4) 4+ /;_1‘ , t) Fre) 1y 0

(2) D, TZHL - T, O<pt et
(3 D, wa e )Y

(4) T, (e, )= Ty(ewye) =0

(5') K, ];)&(E(f),t) - K, Tw(eu)}t) = Le)
©) Ty o) = d

(#) T, (0,4):-b

(&) €(o)=0

(9) K Tzﬁ(O,t)z ho/ (T
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donde: K;=5’:k; (i=1,2) representa la mueva “conductividad térmica y
D, = ¥ k7 ¢; (i=1,2) el nuevo coeficiente de "difusifn térmica".
Las condiciones (2")-(9') representa un problema de cambio de fase
con densidades iguales y ambas iguales a 1 y donde el tfemino inclu-
yendo el movimiento inducido por el cambio de densidad en la transi-
cibén de fase no aparece en las ecuaciones.

Siguiendo la anterior metodologia se puede plantear el problema de
determinar T, y T, (temperatura en ambas fases) y uno o dos coefi-
cientes té.mioosentre!(,, K, » D, , D, , 1l ye(t) (s6lo en el caso
de un coeficiente desconocido) .

La solucifn viene dada por

() T (rYs-by b

- M
AloW; ) F(Nﬁi)

(10) § w T . . _d 1oy d 4
AR it 1= T/ i fons,) {(25‘:)

L w) €le)= 204t
donde los ooeficientes inoSgnitas deben satisfacer el siguiente sis-

.

tama de ecuaciones

. Y k b
) AT s —
ho‘“T.'JEz

()

{ '
) Oihe sgovn)o_dK XL TR
| 1 A, - F O

Camo puede abservarse el nGmero de casos a resolver estd dado por ( 6 )=
=15, que resulta ser inferior a los 28 casos resueltos por la anteridr
metodologia.

Debe observarse, ademds, que la transformacién (1') es s6lo vilida pa-
ra el caso 9z>?1 ( que incluye todos los casos materiales excepto el
agua) .

Los resultados de los diferentes casos estin dados en Stoico (1986),

los cuales por razones de extensifn no seré&n explicitados aquf.

Observacifn 3
Un mismo caso, siempre para 5,>S,, puede obtenerse de diferentes mane-
ras utilizando la transformacién (1'); por ejemplo, la determinaci6n

de k, y k, puede deducirse conociendc las determinaciones de los nue-
vos coefiCientes que a continuacién se detallan: (D', DZ ), (K., K. ),
, 1 2
(1\‘ ' DZ)’ (l(2 ' D1 Y.
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Nomenclatura

a’= 9kc : difusividad témmica

-b{ 0 ! temperatwwa en el boxde fijo x=0

C : calor especifico

d >0 : temperatura inicial

h >0 : coeficiente que caracteriza el filujo de calor en el bor-
de fijo x=0

k : conductividad tfxmica

1 : calor latente de solidificacién

s : posici6n de la interfase

t : variable temporal

b : variable espacial

8T : temperatura

%: % : par&metro adimensional

0 : densidad de masa

T : coeficiente que caracteriza a s(t)

Sub-indices

=1 : fase liquida

i= : fase s6lida

Funciones

X
<F(x) = ,—Jz—_ g WP(—LLZ) dm (: 1"?(")/)
L' 0

=

JO(X}: ho MF(—XZJ — dZX
- ZQ
V(X) - X exp(- x¢)
- f
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£x)= by exp(-x¢) - 250 H(a)

2q,

J(X) = X ‘P(x)
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