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DETERMINACION DE COEFICIENTES DESCONOCIDOS EN EL PROBLEMA
DE STEFAN A DOS FASES
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Domingo A. Tarzia (*)
RESUMEN.

Se considera el problema de Stefan a dos fases para un material semi-
infinito con uno de sus coeficientes desconocido ( £: calor latente de fusién, Cy: ca
lor especifico del hielo, C2 : calor especffico del agua, p : densidad de masa kI: con
ductividad térmica del hielo, k2 : conductividad termica del agua). Para resolverlo

20
;e de una condicidén adicional k2 -5;2- (0,t) = - ho/yf en el borde fijo x = 0 del ma

teria) de cambio de fase.

5 obtiene:

i) Si p es desconocido el correspondiente problema de frontera 1ibre tiene siempre
una solucion del tipo de Neumann. |

i) 51 uno de los cinco coeficientes restantes es desconocido, el correspondiente pro
blema de frontera 1ibre tiene una solucién del tipo de Neumann si y solo si una

condicién suplementaria es verificada.
INTRODUCCION.

En este trabajo consideramos el problema de Stefan a dos fases
(1,13,18,20,22] para un material semi-infinito, representado por Q@ = (0,+ =) con tem-

peratura de cambio de fase nula (Caso: hielo-agua), con uno de sus coeficientes térmi
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cos desconocidos, generalizdndose algunos resultados obtenidos para el problema de
Lamé-Clapeyron[1,13,17,18] (o problemas de Stefan a una fase) en [21] . Queremos ha
1lar las funciones s=s(t)>0 (frontera 1ibre) para t>0, con s{0)=0, y la temperatura

6=0(x,t) definida para x>0 , t>0 de la forma sigudente:

|
ez(x,t)>0 si O<x<s(t) , t>0

8(x,t) = < 0 si x =s(t) , to0 ¢

el(x,t)<0 st s(t)<x , £50,

\

de marera que satisfagan las siguientes condiciones:
4

2, azez “©
—_— - ——2-=0.0<x<st , t0
ot 2 ax
2
30 9“6
1 2 1
— - a = 0 , s(t)wx , t>0
at 1 5?2
el(s(t),t) = ez(s(t),t) = 0 , t>0
301 302
< kl’ax— (S(t),t) - kz’ax— (S(t),t) s | sl(t) ’ t>0 (2)
el(x,O) 2 -¢c , x>0
92(o.t) = b>0 , t>0

donde:
k2>0 : Conductividad térmica del agua.

k>0 : Conductividad térmica del hielo.

czso : Calor especffico del agua.

c1>0 : Calor especifico del hielo.

p>0 : densidad de masa (comiin para hielo y agua)

2> 0 : calor latente de fusidn

< L= 'ki N cz = Dcz N c]. = Dcl (3)
a§== E-E—: divus Tvidad térmica del agua
Lad k‘
aj” b—c—l-- . difusiyidad té&mica del hielo
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b>0 : temperatura en el borde fijo x = 0.

~c<0 : temperatura inicial.

La soluci6n del problema (2) est§ dada en [1,13,18,20,2Z] y es conoci
da como 1a soluci6n Neumann, Pero, si uno de los seis coeficientes kz, kl’ Cos pL
del material de cambio de fase es desconocido, es necesario dar una condicibn adi -
cional en el borde fijo x = 0 [2-12, 14-16]. Tal condicién es 1a dada por el conoci

miento del flujo del calor que el material recibe en x = 0 [:20.2{] , @s decir:

[ 30 h
ke (0,8) = - 2, 0
%3
< (4)
con h°>0
\

Consideramos los seis diferentes casos con los siguientes coeficientes desconocidos:

1) ,» 1)po , 111) ¢

(5)
iv) C, s v) k1 . vi) kz

y probamos que, bajo 1a condici6n (4), no siempre existe una solucién del tipo de
Neumann [1,13,18,20,2Z] para el problema (2), (4) en los seis diferentes casos (5).
Mds adn, l1a solucibn explfcita existe para los casos i), iii), iv), v) y vi) si una
condicidn complementaria es satisfecha, y en cambio siempre existe para el caso ii).
La existencia de tal condici6n complementaria para el c&lculo de 1a solucién explf--

cita ha sido observadd en los trabajos [19-21] para problemas del tipo de Stefan.
Ademds ,para el caso particular en que la temperatura inicial coincida
con la del cambio de fase, es decir ¢ = 0, se reencuentran los cuatro casos y los re

sultados obtenidos en [21].

2.- SOLUCION DE L0OS DIFERENTES CASOS.

La solucibn del problema (2), (4) est& dada por:
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8,(x,t) = b - «?(55323 f(x/2a,/%)

8, (x,t) = ¢ floray) © f(x/2a,/E
10064 = 1¥(e7a, T 1-f(o7a;) 17t)

< (6)

s(t) = 20/ , 020

X
exp(-uz) du (funcibn de error)

w2 |
con X :/;T——

0o

\

¢ it 2y los coeficientes del material deberdn satisfacer el sistema de ecuaciones:

ggg exp(-oz/§§) ) ck, exp(-ozlaf ) 4
asz}ﬁ f(ofaz) ale . l-f(alal)
< k,b
floja,) = —%
hod2
\
0 equ. alentemente:
( h ck exp(-oz/az)
gy 2 exp(-o?fal) - —L 12 -
' “flc7a
| T 2"y TRery
< k.b (7)
| 1) flofa,) = 2
i 21 = "‘.""‘""'
l Joaz./'ﬁ

cuyas inclgnitas serdn o y unc de los coeficientes mencionados en (5). Considera

mos en adelante las nuevas variables:

g o]
i) glza—- >0 . i1) 52.3—_ >0, (8)
1 2
Caso i Determinaci®n del coeficiente £.

s1 se verifica .. .ondicién

s
e & (9)

hoazv@



DETERMINACION DE COEFICIENTES DESCONOCIDOS EN EL PROBLEMA DE
STEFAN A DOS FASES 87

de (711) y (811), se obtiene:
&= f'l‘(kzb/hoaziﬂ) (f"}: funci6n inversa de f). - (10)

Entonces la Gnica solucidn de (7) esté dada por:

1

1

o= a)f, , &, dado por (10) - (11)

\

31 y colamente si (Ver Apéndice - Propiedad 0)

ck k,b ‘
1 e
h R f :
0 g a,/m hga 7/ < sy (12)

donde

¢

ck oxp(-leaz)
e, /M 1-¥(x/a;) )

' 2,2
Fo(x) . ho exp(-x /°2)

<

obteniéndose el

ot Gnico cero de Fo

Lema 1

S1 los datos hy>0, b>0, c>0 y los coeficientes del material de cambio de fase p, Cy+Cps
ky» k, verifican la condicibn (12), el problema (2), (4) tiene ﬁor solucién (6) donde
o, estén dados por (11).

Caso 11. Determinacidn del coeficientep.
Teniendo en cuenta las definiciones (3), el sistema (7) con 1nc§gu1tas £psp Se trans-

forma en:
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r 2 o
h ' c/c, K exp(-c k,E5/¢c kg k
A exp(__ 522__ 11 122 21) _J_z Ez.
/5 : W 1f (e, |22 €2
) 2 | &k |

: | b k,C
R ! %2 /.
f(c;) Ry N°T

Eliminando vp , el elemento £, debe satisfacer la eéuaciQn

1
be, expl— 5% ) < €€k, exp(-clkzcglc‘k.) S‘).
o Y ) k, T e i
f(g) | | O 1 2)
{ . . (13).
g, >0

que tiene una Gnica soluci6n (ver Apéndice - Propiedad 1).

Lema 2.
Cualasquiera sean los datos ho>0 » €30, b>0 y cualesquiera sean 1os coeficientes del
material £, c;, C,, k;,k, el problema (2), (4) tiene por solucién (6) donde o,p es-
tén dados por:

( -
.
I
ek [% ]

o ./E f2 .._Z- .--Z—.__., : | (14)

&y dado por (13).

Caso 11i. Determinacién del coeficiente‘cl.
Si se verivi.a 7a condicién (9), el elemento 2 estd dado por (10). Por lo tanto, de

(71) resulta :we £y debe verificar la ecuacibn:
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[
g e (- €3) = A (1-#(,)) g0

< (15)
Lazfzv’ﬂ h

con A, = k- [-[‘1 exp(-é) = 3] -

.

La ecuacidn (15) tiene solucibn ¢ y en tal caso es (nica) <eo
A, >0 (Ver Apéndice-Propiedad 2) > (16)
& <x, ' (17)

donde X, es la Gnica rafz positiva de Jo (ver Apéndice - Propiedad 4), es decir:

(
Jo(xo)' 0, x,>0
< h (18)
J (x)~ 2 exp(-xz )~ a, x
Y T 2™
Ahora bien, teniendo en cuenta (10), la condicién (17) es equivalente a:
kzb
< f(xo) , (19)
ho2p M

Por 1o tanto, se puede establecer el siguiente

Lema 3

S1 los datos "o >0, b >0, ¢ >0 y los coeficientesy, p, Cys kl" k2 del material de
cambio de fase verifican la condicildn (19) con x, dado por (18), el problema (2),
(4) tiene por solucién (6) donde ,Cy estdn dados por:

k £

1 1.2

g=a ¢, = (=)
2% » 9 pazi 3

<
2 g0 €y dados por (10) y (15). (20)
\
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Caso iv Determinacidn del coeficiente c,-

De (741) resulta

&) = 9(g,) (21)
donde
(x) kzb X
g(x) = = , x30. (22)
h.a. /Il t{x)
o1
v o7l es la funcibn inversa de definida en [: k2b to ) nt
@ 1 9, '2'5;31— » » éntonces
_1( ) kzb
=9 "(&) £y >
K 1 1~ Zhg, (23)
con ' cual, de (7i), se obtiene para £ 1a ecuacibn:
donde:
1
h
Gl(x) = 'Eff exp(-xz) , X20.
< 2 (25)
c ky exp(-x©)
Gz(x) = x + 5 x20.
Lallﬁ 1-F(x)

Por la propiedad 5 del Apéndice, la ecuacifn (24) tiene solucién (y en tal caso es

dnica) <em=>

< ——————c— o>

ob
Gq(m?%_-a”
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. exp |- .
k,b ck1 ?ﬁoal . ho (26
2h_ La. /A IFf(kzb/Zhoal) T

obteniéndose el:

Lema 4: |

Si los datos h6>0’ b>0, ¢>0 y los coeficientes p,2, Cy kl' k2 del material de cambio
de fase verifican la condicidén (26), el problema (2), (4) tiene por solucién (6) don-
de o, <, est&n dados por:

(

P

-1 2
4 \ & » (27)

£ dado por (24).
1

Caso v Determinacién del coeficiente kl.

S1 s2 verifica 1a condicibn (9), el elemento &y ests dado por (10). Por 1o tanto, de

(71), resulta que &y debe verificar la ecuaciodn:

exp(-€2) - Ay & (1-F(g;))= 0 , £;>0,

< 2 (28)
LA [ ho exp(-&2 ) N }

con A, = —
2 cCl _Iié &,

Por 1a propiedad 3 del Apéndice, la ecuacién {(28) tiene soluci6n (y en tal caso es Gni

Ch) <>

(29)
T, ) a0

Ey(-xl

<
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donde X, es la {nica rafz positiva de Jl (ver Apéndice - Propiedad 4), es decir:

(
Jl(xl) =0, Xq >0

ﬁ h , (30)
Jl(x) = ~[;%EI exp(-x©) - 2, x.
\
Teniendo en cuenta (10), 1a condicidn (29) es equivalente a
—£ < f(xl). (31)
hoaz/ﬁ

Por lo tanio, se puede establecer el siguiente

Lema 5.

Si los datos h°>0. >0, ¢>0 y los coeficientes p,2, Cyr €p» kz del material de cam-
bio de fase verifican la condicidn (31), la solucibn del problema (2), (4) estf dada

por (6) con o, kl dados por:

. - 2
. 0oz, t, R ¥, oc, (a2 EZ/LI)
(32)
£ &) dados por (10) y (28).
Caso vi Determinacifn del coeficiente kz.
De (7i1) resulta
g = hley) (33)
donde
hOJﬁ ’
h(x) = b c*z'a'l xf(x) , x > 0. (34)

St ﬁi es la funcidn inversa de h, definida en [p. + ¢0). , entonces
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£, = h(E;), £, > 0 | (35)
con lo cual, de (71), se obtiene para £ la ecuacién:
(6, 0 07Y) (£)) = 6, (£)), >0 (36)

donde Gl’ G2 son las funciones definidas en (25). Por la propiedad 5 del Apéndice,

1a ecuacidn (36) tiene solucidn (y en tal caso es Gnica) <>

R C (a7)

obteniéndose el
S{i los datos ho>0. b>0, ¢>0 y los coeficientes p.l.cl.cz,k1 del material de cambio de
fase verifican la condicién (37), el problema (2), (4) tiene por solucién (6) donde

O, k2 est&n dados por:

2
o=a El . l(2 = pc, [al Ellh-l(El)]

< _ (38)
g, dado por (36)

.

Qbservacifn 1.
Las condiciones (9}, (12), (19), (26), (31) y (37) son necesarias para la existencia
de una solucién del tipo de Neumann para el problema (2), (4).

Observacibn 2.

Para el caso particular ¢ = 0 en 1), 11), 1v) y vi) se reencuentran los resultados de

[21].
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APENDICE
Propiedad 0. 2,2
2, 2 cki exp(-x /al) A
Sea Fo(x) = hO .XP(-X /az) - . l'f(xlal) y X350
< 1 '
con ho' c, kl. 8, 8, > 0.
Entonces:
ckl
i) Fo(O) - ho - ‘e F°(+ w) = - - .
o,/
i1) Fo (x)<0 , ¥x>0.
Propiedad 1.
Ssa
, 2 2
exp [-(8x)“] exp[- (6x)°]
Fd = o —mr— ~Y e »*20
) .
cona, 8, vy, 6 >0.
Er*onces:

1) F(O) = + = s F(to) = - w.
i1) F'(x)<0, ¥x>0

Propiedad 2.
Sea [

Kl(x) = A x exp(’-xz_)- (1-F(x) ), x30

con AeR.
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Entonces:
1) Kl(O) = -1 , K1(+w) = 0.
i1) A<0=-=>K1(x)<0 y ¥ x30.
111) A>0 => a >0/ K(a)) =0 .Kll.b en |0, a),

KI)AO en (ao. + ®),

Propiedad 3.
Sea
[ K?_(x) =B exp(-xz) - x(1-f(x)), x>0
<l con B e R.
Entonces:

1
1) Kp(0) =B , Ky(+=) =0 .K'2=K1conA=2(7ﬁ--B)

it) La ecuacidn Kz(x) = 0 tiene solucién {y en tal caso es Gnica) si y

s0lo sf 0<B< 1//1 .

Propiedad 4.
Para cada r> 0, definimos la funcifn:

,

h
0 2
Jr(X) = m-c-i—r- exp(-x ) - az X, X30

con ho’ L, ¢, Cl> 0.

\ 3

%

Entonces:

i) 3% >0/ Jx) =0 y J(x)>0 &> x<x..

it) rysr, =» xrz < xrl.

95
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Propiedad 5.

Sean (
g(x) = a : f(x) = i jx exp(-u) du
fix) °* T 0 P
| h(x) = ’xf(x) . Gl(x) =y exp(-xz) .
< -exp(-x?)

GZ(X) = x+ & T_?-(ﬂ— . x30

con o, 8, Y, 6>0.

Entonces:
i) G, es estrictamente creciente con GZ(O) =8y 62(+ ) =+
i) g es estrictamente creciente con g(0) = “-@ ygte) = 4w
111) G, o g'l esti definida en Ig—'gj— , *®) y es estrictamente decre-

ciente. Ademds la ecuacidn

(6, 0971 (x) = 65(x) , x>HL

tiene solucién (y en tal caso es @inica) si y solo si

ez(ﬂqL ) <v.

iv) Gl 0 h'l estd definida en [0, +=) y es estrictamente decreciente.
Ademds la ecuacién
(6, 0 h™) (x) = Gy(x) , x>0
tiene solucién (y en tal caso es (nica) si y solo si

6 <y
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