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En muchos campos de interés practico aparecen problemas transitorios de
conduccion del calor que involucran méas de un cambio de fase (y particularmente,
para la concentracion en la ecuacion de la difusion). El metodo de Neumann (de
similaridad) [1,2,6) puede ser empleado, en casos particulares, para obtener la solucién

de tales problemas, como se vera en los articulos que seguidamente se analizan [3, 7, 8}.

En [7] se considera el problema de determinar la temperatura de una barra de
material semiinfinito inicialmente a temperatura uniforme, cuya superficie se mantiene
a temperatura constante y que experimenta un numero arbitrario de cambios de fase al
pasar de la temperatura inicial a la final. Es el primer trabajo en el que se plantean

este tipo de cuestiones.
Las ecuaciones que caracterizan a la temperatura u = u(x, t) son
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M F=Dfh xeGu®S8®), t>0, i=lL...,m,
@)  uS;t)t) = u;, | t>o0, i=1,...,n1,
(2ii) u(S}"(t),t): u; , t>0, | i=0,1,...,n1,

® kRSO, Y — ki PsFO, 0 =680) . >0, i=1,...,01,

@4 S =0, i=1,...,n1,
- (6) u(x,0) =un, x>0,
)  Jim u(x,t) = ua, >0,
donde k; es la conductividad térmica, C; el calor especifico volumetrico y D;= % la
i

difusividad termica de la fase i. §; representa el calor latente de fusion por unidad de
volumen al pasar de la fase i-1 a la fase i (i=1, . . . , n-1). Se indica con x=§,(t) la i-
esima frontera libre de cambio de fase (i=1, . . . , n-1), siendo S;y(t)=0 (t>0) y
S;(t) € 84(t)< ... < S,(t). Se supone que inicialmente s0lo esta presente la fase n.

Siguiendo la idea de Neumann (1,2, 6] se propone como solucion

(M u(x,t) = A, + B, erf(ﬂT:-() £>0,x€ (Sey(t), Si(t), i=1,...,n1,

(8) u(x,t) = A. + B, erl(%"-t’f) , t>0, x> S,4(t),
(9) S;(t):w,-ﬁ; ’ w; >0, i=1,...,n1,
donde
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(10) ﬁ‘=21D‘ (i=1,...,01),

y los coeficientes w;, A; y B; son incognitas que se deben determinar.

Si se consideran las condiciones (2) entonces se obtienen los coeficientes A; y B,

en funcion de los w; , a saber:

U e"f(ﬁ,-"’.') — wgerf(fw;.)

(1) A= erf (ﬂ.-“’i) —erf(fiw,,) '’ =1 B
u; — u,. .
(12) Biz—erf(ﬁ..w,-—erfl(ﬂ,-w,-ﬁ’ i=1,...,n

suponiendo, por conveniencia en la notacion, que wy=0 y wy,=+00 ( es decir que

erf(wy) =£Enmeﬂ(x)=l).

Si se toma en cuenta la condicion (3) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

para las incognitas w;:

(13) &

N

( kiBy(u;— u; yJexp(—F;’w;?) _ Kit18, 41 (054, — i) e"1’("/9?+1“’.3+1))
erf (,B'.w,-) - erf(ﬂiwi-l) erf (ﬂ,'+1“’.'+1) - erf(ﬂi-ﬂwi)

=ﬁ2‘—d—'-’, i=1,...,n—l.

En [7] el sistema (13) es resuelto numéricamente, sin que se realice ninguna

consideracion acerca de la existencia y unicidad de solucion.

En [8]) se trata el mismo problema anterior, sustituyendo las ecuaciones (2i) y (2ii)
por

_ (2i'bi8) u(s-‘(t), t) = u‘+A'- ’ t > 0 ’ i= 1 y o ey n-l

(2ii-bis)  u(S7(t), t) = u; , t>0, i=0,1,...,n1.



Es decir que los valores de la variable dependiente A(temperatura, concentracion,
entalpia) en cada lado de las fronteras libres, que son datos del problema, pueden
diferir en un valor finito (designado con A,;). Para garantizar la existencia y unicidad

~ de solucidn se supone que los datos verifican las siguientes hipotesis :
a)D; >0y k;>0 parai=1,...,n-1,
D,>0 y ko,>0, o Dy, =kn =0;
b) wu;; >u+4; y é;<0Oparai=1,...,n1 y u,,; 2u,,
)
uy <wy+4d; y §;20parai=1,...,0-1 y u,y;'<uy,;

c) enelcasoenque u,; =u, entonces §,,; # 0, mientras que si

D, = k, = 0 entonces u,,_;=uy.

Las funciones

erfc X
(19w t) = (e red{—E o0y, 630, x € (S(t), S(0)
: erfc (a;_, 'ﬁ.:‘l) ' i=1,...,n1

(15) Si(t) = a;{4D;t , i=1,...,n1,

Upn ' siD, =0 A
(16)  u(x,t) = { | >0, x> 8,,(t)

un+(un_1—un){erfc‘[ﬁ/erfc (an_l,’Dn-l/D,,)} si D, >0,

satisfacen las condiciones (1), (2ii-bis), (4), (5) y (6). Los coeficientes a,; y a; son
constantes a determinar. Para que se verifiquen las condiciones (2i-bis) debe cumplirse

que :
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(17) Uy + o = (ug, — u; — Ay) erfe (a; \J>H)/¢ (8;,3,,),i=1,...,nl.

donde
(18) ¢,(a;, a;.y) = erfa; — erf (a;, D‘:l) .

Si se consideran las condiciones (3) se deducen para los coeficientes a; las

siguientes ecuaciones:

(19) 6; y*D; a; = — k; (u;, — u; — 4y) exp(——a?)/(d:'.ﬁ) +
exP(—azn )
+ kg (uy —uy, — Ayyy) it =1,..,n-2
+ + + (¢"+1JDI+I)

(20) 6n-l Jan—l a,, + kn—l (un-2 - Upy — An-l) exP(—ag-l)/(‘ﬁn-lJDn-l) =

kn (Upy = Un) exp(—ads 22)/(4,{D2) si Dp# 0,
- 0 si D,=0,
Dn-l

21)  ¢,(an,8,) =1 — erf (8, ‘ﬁn_) .
Al realizar algunos cambios de parametros:

T si D,.;é() ’

— | Ds _
o b= D-':; ’ Pt = 1 8i Dn=0,
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k,-+1 (ui - l.l,-+1. - Ai+l) . .
) - n3 A i=1,...,n2;
ki (ui, —u; — 4))

(23) At’ = ﬂ,’

kn (u -1 T uﬂ)‘ i
n-1 kn—l (un-2 — Upgy — An—l)\ ’

(24) Ap =8

__ —=6D; N7
(25) B; = ki (v, —u; — 4Ay)°

i=1,...,n1

y reordenar las ecuaciones anteriores, se obtienen :

, - A, explaz (1 — B%)) ¢, :
(5,) erf(a,y,) = erf(B,8;) + 1 ﬁ’—(plga,ja-(exp(aﬂzt)af" i=1,...,0n2,

(S3) erf(anaB, ,) =

=k éff(an_l) - {Bn-lan-lexp(a'?l-l) +

A,y explad_(x)(1 — ﬂ:_l)]}'l
erfc(a, 8, ;) )

Para probar la existencia de solucion del sistema de ecuaciones (S,)—(S,) se define

una sucesion de funciones {f;(x)}, i=0,1,...,n, del siguiente modo :
fo(x) = 0, fi(x) =x,

y parai=1,...,n-2, lafuncion f;4, se define implicitamente en términos de f;_; y
de f; reemplazando respectivamente los parametros a,,,, a; y a;, en el sistema

anterior.

Una solucion del sistema (S,)—(S,) viene dada por a,=f;(x*) , i=1,..., n-1,

siendo x* /[ fa(x*) = f,_,(x*).
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Finalmente se demuestra [8] :

Tecoremg 1 : Dadas las constantes { A; , B; , B,},i=1,...,nl1, con
ﬂ,i>°’ A; >0,B; >0, i=1,...,n2, Ay, ,B, 20y Ay +B,,>0,
existe solucion a; > 0 (i =1,..., nl) del sistema (5,)—(S;), con a; > a,,8,

para 1=1,..., n2

En [3], motivado por los dos trabajos recientemente mencionados se generaliza el
trabajo [5] (ver también [4]) para el caso en que se presentan multifases en un cuerpo
semiinfinito con un flujo de calor de la forma _qo/ \t en el borde fijo x=0.

En este caso el problema consiste en encontrar condiciones sobre q,>0 , para que
se produzcan n-fases, es decir para que existan las fronteras libres

Sp-1(t) <Sp-2(t) < < ... < Sy(t) ylatemperatura u = u(x,t), definida por:
(26) u(x’t) = u,-(x, t‘) 8i Si(t) <x< Si—l(t‘)’ t> 0’ i= 1’ SRR )

de manera que se satisfagan las condiciones siguientes :

@ S¥=pg4, x € (5:(1), Sia(®) > 0,i=1,...,n,
(28) uy(x,0) = u,, x>0,
(29) ul(so(t‘)v t) =10, t> 0 ’

(30) u,-(Sf(t), t‘) = u.’+1(si_(t)’ t’) = u.‘+1 ’ t>0 ’ i=1 L IR n-1 ’

811,. _ qo
(B1)  kazP(0t) = -7 t>0,

(32) S;(0) = 0 , i =1, . . ., nl,
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(33) kST, 8) - k.-+1‘3-‘;,%(s:(t), 0 = 68:), t>0,i=1,.. 01

" Las temperaturas u; venﬁcan Uy, > u; para i = l . ., n-1 y se considera

Se(t) = 400 ¥y S,,(t)_o Vt>0.

Siguiendo la idea de la solucion de Neumann, para el problema de Stefan a dos

fases se proponen :

i

-
L
.

=
-

(34) wu;(x,t) = A; + B; eﬁ(ﬁ) , | i

(35)  Si(t) = 2w;t, w; >0, i=1,...,n1,

~ donde se ha tomado por conveniencia a.,-=.fD—,- y los coeficientes A;, B; y w; son

-constantes a determinar.

De las condiciones (28) — (31) se obtienen:

w; :
erfi u,erf(z2 - u.
) A, <t D) vt S i
. erf( ) - erf(a) . erf( 1) _ erf(r:)

qo n r qoan “—

n-l
(37 Ap = u, + erf(F B, = -

donde se considera un parametro "auxiliar” w, = +oo0.

La condicion (33) (i = 1, .. ., n-1) se verificara si los parametros w, satisfacen el

siguiente sistema de ecuaciones:
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_ nwe 840 o pwpa)

2) buwi = P ¢(“v“"¥41! 3;41) P (wioy wp 8) = b0l

(38) |
. Y M Wno1s Bae1)

b) 6"_1(«)"_1 - qO "(w"'l’ 8,.) - ﬂn—lv ¢(wn—2,hl)"-h :m-l)

donde :
k, .

(39) : B, = — ;ﬁ(“i - “i+1) >0 , i=1,..nl,
(40) n(w, a) = exp( — %)
(41) #(a, B, 7) = erf(@) — erf(5) .

A fin de demostrar la existencia de solucion del sistema (38) se- definen las

sucesiones de funciones {h,'(x)}i':1 , {H,(x)};:l y {G,-(x)}i";ll.

Sean las funciones:

(42) G,(x) = x, x>0
_ n(x, a,) o
(43) hl(x)—51?‘+ﬂ1e—l;g@ , x>0,

Recordando que la funcion F,(x) =exb(—x2)/erfc'(x) (x>0) es una funcién

creciente resulta que la funcion h, verifica :
44) h(0)=p,>0 , hy(+00) = +oo, hi(x) > 0, Vx >0,

con lo cual la ecuacion (38) a) parai=1es equiialente a:
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(45) h‘1(4“’1) = B, ‘Tq_(wla}l_

(W, way85) "
por lo tanto resulta que ¢(w;, wy, a;) > 0 y en consecuencia w; > w, .

Se define :

(46) B = ef@) - 8, 152, x>0

A partir de las propiedades de la funcion h, resulta que la funcién H, verifica :

(47) H,(0) = —gf <0 H,(+00) = 1, Hi(x) > 0, ¥x >0.

En consecuencia, existe x,> 0 de manera que H,(x,) = 0 y por ende puede

definirse la funcion
(48) Gy(x) = a, erf '[H,(x)] x € (x,, +00),

la que resulta ser una funcion creciente que verifica G5(x;) = 0 y G4(+400) = +o00.

La ecuacion (45) se expresa como :
(49) wy = Ga(w))

o en forma equivalente por

. B2 _ hy(wy)
(49bis) | $(wy,waay) — n(wy,ag)

Por ende se deduce que G,(x) <G,(x), Vx€(x;, +00). Se definen ahora en

forma recursiva las funciones :
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(50) hi(x) = 6 Gi(x) + B, ¢(G”fg()("();‘(‘x§ K€ (R +o0) i n-2,

(51) Bors() =60 Goa(®) + hoy(x) Ttk 2e) e o)

(52) Hi(x) = erf (j.:_(:) - ﬂi+l ﬂ(G'ix)(;;t'H)’ x € (xi-l’ +OO), 1=2 IR n'2’

(53) Gi(x) =8, errI[Hi-l(x)] 1 x € (xi-h +OO), i=3,...,n1
siendo
(54) xi>xi_l/Hi(xi)=0, i=2,...,n.

Si se tiene en cuenta que :

(55) B.‘ h;y(x) =3, ..

FCa (D, Gl ) — WGy 2y 1 D

resulta que G;;(x) > G(x) , V x € (x;.y, +00) y por lo tanto las funciones asi

definidas son funciones crecientes que verifican las condiciones siguientes:

h;(x;,) > 0, h;(+00) = +o0,
(56) H,(x;,) <0, Hi(x;) =0, Hi(+o0) =1,
Gi(x;,) = 0, G;(+00) = 400 .

Se define tambieén la funcion :

(57) | Q) = g 7(Gors(), 30)
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la cual es una funcién decreciente que verifica:
(58) Q(xn-3) = q, , Q(+00) = 0.

Teniendo en cuenta (51), (53) y (57), el sistema de eéuaéionw ((38) a)—b)) se
transforma en :
w; = Gi(wy), i=2,...,n1,
(59)
hjo1(wy) = Qw))

y en consecuencia existira solucion si y solo si existe
(60) x*/ b, (x*) = Q(x*).

En virtud de las propiedades de las funciones h,,.;, y Q esto ocurrira si y solo si

hp-1(Xp-3) < Q(X,-2) o lo que es equivalente (recordando las propiedades de las

funciones G,) :

ﬂn 1 ﬂ —_—

1> n2 >0 000> 2 > B8, .

erf Gp-2(Xn-2) erf Gp-3(Xp-3) erf ? '
a1 n-2 2

(61) gq,>

Se tiene entonces la siguiente propiedad [3] :

Teorema 2 : Exisie solucion al problema (26—33) 81 y solo si el coeficiente ¢,> 0

verifica la condicion (61).
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