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RESUMEN

El objetivo de este trabajo fue la obtencion de soluciones exactas para el problema de desublimacién (cambio de
fase de gas a sdlido), considerando el acoplamiento de las distribuciones de temperatura y humedad en un semi-
espacio poroso con una condicion de flujo de calor del tipo g,/ vt en el borde fijo x=0. Se definié un modelo analitico
del proceso y se determiné las soluciones exactas del mismo utilizando el método de similitud. Una desigualdad
para el coeficiente positivo g, resultd ser necesaria y suficiente para obtener dicha solucién explicita. Basado en los
resultados del trabajo, se establece una condicion de temperatura en el borde fijo, halldndose, para este tltimo
problema, una desigualdad que el coeficiente que caracteriza la frontera libre debe satisfacer.

EXPLICIT SOLUTIONS FOR THE DESUBLIMATION PROBLEM IN A HUMID POROUS HALF-SPACE WITH A
HEAT FLUX CONDITION

ABSTRACT

The goal of the present work was to obtain exact solutions for the desublimation problem (change of phase from gas
to solid), considering the coupling of the distributions of temperature and moisture in a porous half-space with a heat
flux condition of the type g,/Vt at the fixed boundary x = 0. An analytical model of this process was defined and its
exact solutions were determined using the similarity method. An inequality for the positive coefficient g, proved to be
necessary and sufficient in order to obtain the explicit solution. Based on the results of this work, a condition of
temperature on the fixed boundary is established, finding, for this last problem, an inequality that the coefficient that
characterizes the free boundary must satisfy.
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INTRODUCCION

Los problemas de transferencia de calor y masa
con cambio de fase que se llevan a cabo en
medios porosos, tales como la evaporacion, la
condensacién, el congelamiento, el derretimiento,
la sublimacién y la desublimacion, tienen una gran
aplicacion en procesos de separacion, tecnologia
alimenticia, migracion de calor y mezclas en
suelos y terrenos, etc. Debido a la no-linealidad del
problema, las resoluciones usualmente involucran
dificultades matematicas. Sélo unas pocas
soluciones exactas han sido halladas para casos
ideales (Lamé y Clapeyron, 1831; Carslaw y
Jaeger, 1959; Mikhailov, 1975, 1976; Tarzia,
1982).

La formulacion matematica de la transferencia de
calor y masa en cuerpos de capilares porosos ha
sido establecida por Luikov (1966). Para resolver
el problema de evaporacién de humedad liquida
de un medio poroso, Mikhailov (1975) presentd
dos modelos diferentes. Ademas, Mikhailov (1976)
presentd una solucién exacta para el problema de
congelamiento (desublimacién) de un semi-
espacio humedo poroso. Lin (1982) presentd una
solucién exacta del problema de desublimacion en
un medio poroso con una condicibn de
temperatura sobre el borde fijo. Otros problemas
en esta direcciéon fueron dados por Fasano et al.
(1993, 1999); Santillan Marcus y Tarzia (2000).
Una extensa bibliografia en el tema fue dada por
Tarzia (1999).

En lo que sigue, serd estudiado un proceso de
desublimacién en un medio poroso con una con-
dicién de flujo de calor en x = 0 del tipo go/ s con
g0 > 0. Se define un modelo analitico del proceso y
se obtendran soluciones exactas para las distri-
buciones de humedad y temperatura acopladas,
como también para la posicién de la frontera libre
de desublimacién que separa las fases congelada
y de vapor humedo. Se demostrara que una desi-
gualdad para el coeficiente qo sera necesaria y
suficiente para obtener esa solucién explicita.
Finalmente, se obtendra una equivalencia entre
dicho problema y un problema de cambio de fase
con condicién de temperatura constante en el bor-
de fijo x=0. Mas aln, para este ultimo problema
se obtendréd ademas una desigualdad para el coe-
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ficiente que caracteriza la frontera mévil de desu-
blimacion.

Este articulo generaliza los resultados obtenidos
para la distribucién de temperatura en el problema
de cambio de fase sdlido-liquido realizado por
Tarzia (1982), para el problema de desublimacion
en un semi-espacio poroso humedo con un flujo de
calor en el borde fijo (con distribuciones de
temperatura y humedad acopladas).

ENUNCIADO DEL PROBLEMA P

Se considera un semi-espacio solido, rigido,
poroso que contiene una mezcla uniforme de aire y
humedad en forma de vapor. Inicialmente el
cuerpo poroso estd a una concentracion de
humedad uniforme C,, y a una temperatura uni-
forme T, . El vapor es desublimado mediante el
mantenimiento de una condicién de flujo de calor
del tipo ¢, /+t en la superficie en x = 0. Para la
formulacién del problema, se haran las mismas
suposiciones que Lin (1982) hizo en su trabajo:

(1) Sobre la regién congelada, 0 < x < s(t), no hay
movimiento de humedad, donde s = s(t) es el
frente de desublimacion mévil. Sobre la region de
vapor, s(t) < x < o0 | hay flujos de masa de hume-
dad y calor.

(2) Los términos convectivos en la regién de vapor
son pequefios y pueden ser despreciados.

(3) Las propiedades termofisicas de las regiones
congelada y de vapor permanecen respectivamen-
te constantes.

(4) El efecto Soret, o la difusion termal, hace
aparecer un flujo de masa que es normalmente
muy pequefio con respecto al flujo Fickiano
normal, y puede también ser despreciado.

Las siguientes ecuaciones diferenciales describen
el proceso de desublimacion:

or, _, 9T (x0)

S 0<x<s(r) (1)
1

%za,%, s()<x<wo (2)
H

%H:_ é_;r(_?__rl s(f)<x<m (3)

donde a,,T, y a,,T, son las difusividades terma-

les por volumen promedio y las temperaturas en
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s reyiunies wunyeiauas Yy ue vapul,
respectivamente, vy a, es la difusividad de masa
del vapor por volumen promedio en el cuerpo po-
roso. C es la concentracién de humedad de la
fase vapor.

Las condiciones iniciales y de borde pueden
describirse como sigue:

Tx0=T7,,; C(x0)=C,, . 0<x<wo, (4)
k———(Or) 3& >0, (5)
(s, =T(s(1).0)=T,.t>0, s(0)=0, (6)
Cis(n),)=C,<C,_, t>0 (7)
T(+w0,0)=T,_ >T, 6 C(+w,0)=C,_, 1>0. (8)

El balance de calor y masa de humedad en el
frente de desublimacién x = s5(f) puede expresar-
se como:

¢ 2T i ﬂ”__C"Ls(I)‘ ®
cx

a_ gCish) =(C, =C )s(1) 0
Ax

donde k y &,son las conductividades termales
por volumen promedio en las regiones congeladas
y de vapor, respectivamente, L es el calor latente
de desublimacién, C, es la concentracion de
humedad de la fase de vapor en el frente de
desublimacion y C,(C, >C,) es la concentracion
de humedad de la fase congelada, que es
desconocida y debe ser determinada como parte
de la solucion. La condicion de flujo de calor (5)
fue considerada por primera vez por Tarzia (1982)
para un problema de cambio de fase soélido-
liquido.

SOLUCION DEL PROBLEMA P

Utilizando el método de similaridad para obtener la
distribucion de temperatura, como fue demostrado
por Tarzia (1982), las temperaturas 7, y T,, la

concentracién C vy la frontera libre s vienen
dadas por:

Tixt)=T + q"\}{TrT' [er/[;%]-er/{ﬁi}] (11)
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T, (x0)=T, —T =% erj't

J_J (12)

S

s(t)=24fa 1 (14)

donde erf(x) es la funciéon error y erfc(x)=
= -erf(x)es la funcién error complementaria, con
4 la constante adimensional que caracteriza al
frente de desublimacion (14) a ser determinada
conjuntamente con la incégnita C, .

C(x,t)=C,,

(13)

De (10) se obtiene la relacion:

C, =C + E[Cﬁf ]F[J-"a—_,t] (15)

donde F,(x)= exp(- x? )f erfc(x) .

Luego, de (11)-(14) junto a la condicién (9), se
obtiene una ecuacién para la determinacién de 4,
la cual esta dada por la siguiente ecuacion:

H(x)=D(x),x>0 (186)

donde las funciones reales W(x) y &(x) estan
definidas de la siguiente manera (x > 0):

Y(x)= 9 exp(— a'ler:E e’al ]+

~ky (T =TSR (0 Jmay + (17)
[ fa HrJ(C‘m-Cs)LFI(x ,a2fam]
®(x)=C, Lyfa, x. (18)

La funcién w(x) es estrictamente decreciente,
con las siguientes condiciones limites:

¥(0)=g, k(7. ~T.)/ Ja, )+
-(C,, "C.)L\}a. lr; ‘F(—FCO}: —0

Mas aun, @(x) es una funcién estrictamente cre-
ciente, con las condiciones limites: ®(0)=0;

¢{+ao) =+

Entonces, se puede enunciar el siguiente:
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Teorema. Si el coeficiente g, verifica la condicién
4. > k(T ~T) 1 f7a, W (C ~CoLfa Ix  (19)

entonces existe una y solo una solucién 40 dela
ecuacion (16). En dicho caso, la solucion del
problema P estd dada por (11)-(15) en funcién del
parametro A que viene dado por la unica solucion
de la ecuacion (16).

Si por lo contrario se tiene que:

q, Sk:k:"—... -T )f,bw, )+{C'_ —C_)LJa_ Iz,

entonces no hay solucién del problema P como un
problema de cambio de fase; es s6lo un problema
de conduccién de calor para la fase inicial.

Demostraciéon. Es necesario y suficiente tener
¥(0)> ®(0), que resulta ser equivalente a la
inecuacion (19).

ENUNCIADO DEL PROBLEMA P’

Ahora bien, si se reemplaza la condicién de flujo
de calor (5) por una condicion de borde de
temperatura constante en el borde fijo x = 0 tal
como:

T,(0,0=T, (20)

con T, <T,, entonces se puede considerar el
problema P’ dado por las condiciones (1)-(4),(20),
(6)-(10), que fue previamente estudiado (Lin,
1982). Su solucién viene dada por:

A O fx/2/a) @1)

para OD<x<s'(1)

. T, -T x
e 7@"’[—24—} @2)

para x>s5 (1)

Cc.-C
— et erfeles2yf L) (23)
erfc(i. Ja,/a, )e’ C(I ¢ I)

para x>5 (1)

Clun=C, -

sy =24"Ja,0 (24)
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donde A’ satisface la siguiente ecuacion:

O(x) =¥ (x), x>0 (25)

donde ®(x) estd dada por (18), F,(x)=
=exp(-x')/erf(x)y ©es la funcion real definida
por:

o) =k, ~1,)/ Jra )F,fa, Ta,x)+

—k (T, ~T)F,(x)] Jra, + (26)

-L(C,-C Wa, ix ."‘,(:(,f'a'I la, )

que resulta ser una funcién estrictamente decre-
ciente, con las siguientes propiedades:

O(0) = +®; O(+x) =, O'(x)<0, x>0.

Por lo tanto, existe una y solo una solucion A de
la ecuacion (25).

RELACION ENTRE LOS PROBLEMAS P y P*

Ahora se analiza nuevamente el problema inicial P
con condicion de flujo de calor, considerando el

caso: g, >k (T, ~T)/ Jxa, J+(C.. ~C)Lyfa, T7.

Evaluando (11)en x =0, se tiene:
T.(0,0)=T, -g,ra, erf(»l Ja, /a, )Hz,. (27)

Luego, como T,(0,r)es constante en el tiempo y
menor que 7., se puede considerar el problema
P’ tomando

T,=T -q, ,,J:ra, er;f[/t ‘fja, la, )f k. (28)

el cual resulta ser menor que T, .

La solucién del problema P* condato T, en x =10
viene dada por (21)-(24) donde A es la Unica
solucién de la ecuacién (25). A continuacién se
demostrard que A'=4; para esto se debe probar
que A" es también solucién de la ecuacién (16). A
tal efecto se tiene que

o(i')=01)= —(k,(?;_, —1'_)5‘,(,1');@)\»
+h (T, ~(T. ~@uyma, 1k)erf (& Ja, a,)).
Fa'fa, la) xa, +

~LC,, ~C Wa_lx F(A"Ja, la)=¥(1")
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vale decir que A’ es una solucién de la ecuacion

(16) que tiene una unica solucién 4, con lo cual se

deduce que A’ = 4. Por lo tanto se obtiene que la
solucion del problema P’ es la misma que la del
problema inicial P, es decir T,=7  ;
T,=T, ;C=C";s=5".

De esta forma se demostré y por ende se puede
enunciar la siguiente propiedad:

Propiedad. Un problema de cambio de fase para
distribuciones de temperatura y humedad en un
semi-espacio poroso con condicién de flujo de
calor del tipo (5) sobre la superficie x = 0 que
verifica la condicién (19), es equivalente al
correspondiente problema de cambio de fase en el
cual la condicion de temperatura en el borde fijo
x =0 esta dada por

T, =T,0,0)=T - V% ‘L"megru::a) (29)

Como consecuencia de esta propiedad, se puede
traducir la desigualdad (19) para ¢, para el
problema P en una desigualdad para A para el
correspondiente problema equivalente P°, o sea

erf[,a',/a, /a, ]=(r\ ~T,)k, /g,:[ma, <

<(T =T, Xk, / Ja ) (T, =T, )k, 1 Ja; )+

+L(C,, -C,)\a,).

Esta uUltima desigualdad es valida para el proble-

ma P’ y tiene sentido fisico cuando el lado dere-
cho de la desigualdad es menor que uno, es decir:

Corolario. Cuando los datos para el problema P°
verifican |a desigualdad

k(T -T.)/fa, i
T, -7k, / Ja, )+ (C,, -C. Lya, ©

entonces el coeficiente A" de la frontera libre
57(f)=24"Ja,1 satisface la desigualdad

(30)

@ -7y
e |G g JI
A J:f ﬂjilfu(cm_c‘)qz @1)

a,
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Observacién: Cuando la humedad del medio
poroso es constante y se considera solamente un
problema de transferencia de calor (se puede
suponer que C,_ =C,) entonces la desigualdad
(19) para q, se transforma en
4,>k,(T, -T,)/Jra,, que fue obtenida por
Tarzia (1982).

ALGUNOS RESULTADOS ILUSTRATIVOS

Se exponen aqui algunas experiencias numéricas
para ilustrar los resultados tebdricos obtenidos
anteriormente. Para efectuar estas graficas se ha
adimensionalizado el problema, considerando:

a T:"T. : a Foy/ 7,
T = » =125 4=
.-, k(T.-T.)

y se obtiene entonces que:

T =¢1.'[erf{ : J’;j]-erf(i)]

T'=1- e!;ﬁ‘(xf ZJ“_J)" erfe(1)

Ademas, para estos ejemplos se considera que

a, =1, T:m"T- =1, a, =05, kl =04,
. =(+Vz)221386, C =05

en las respectivas unidades.

En la figura 1 se muestra el comportamiento del
coeficiente adimensional que caracteriza la
frontera libre, A, con respecto a g, resultando
ser una funcion creciente. En la figura 2 se estudia
el comportamiento de la temperatura con respecto
a la variable adimensional x/2,/a,r variando los
valores de ¢,. Los valores de los parametros
considerados pueden apreciarse en la respectiva
figura 2.

|
/_..-"f._'__’_.-._'_
it a.f_,_ =08
21 =1
J=
K=1
3 ar TD Ts

Fig. 1: El coeficiente que caracteriza la frontera li-
bre, A, en funcién de ¢,'.
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a,=0,5
2r k,=0,4
& : Tiﬂ’T:: 1
42=11876 ay=l
-6 q)=79832 q)=(47/15)q,

-10

x/2,]a, :
Fig. 2: Comportamiento de la temperatura con res-

pecto a la variable adimensional x/2,a, variando
los valores de gq,'.

CONCLUSIONES

Se han obtenido soluciones exactas para las
distribuciones de temperatura y humedad en un
semi-espacio poroso con condicion de flujo de
calor en x =0 del tipo ¢, /vt en un problema de
desublimacién. Una desigualdad para el coefi-
ciente g, es necesaria y suficiente para obtener
dicha solucién explicita de tipo semejanza. Luego,
se introduce el problema P°, que es el problema P
cambiandole la condicion (5) de flujo de calor por
una condicion de temperatura (20) en el borde fijo
x=0.

Finalmente se establece una equivalencia entre
ambos problemas y se halla una desigualdad que
el coeficiente que caracteriza la frontera libre debe
satisfacer en el problema P*.
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