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Resumen

Se considera un modelo de flujo de calor y humedad a través de un semiespacio poroso
durante congelamiento, con sobrecondicién de temperatura y de flujo de calor en el borde
fijo para la determinaciéon de un coeficiente desconocido del material semi-infinito de
cambio de fase. Se trata de un problema de frontera libre con acoplamiento de las funciones
temperatura y concentraciéon (ecuaciones de tipo Luikov) con ocho pardmetros. Para uno
de los casos de determinacién posibles, se hallan condiciones necesarias y suficientes para
la existencia de una solucién y las férmulas correspondientes para las temperaturas y
concentraciones de ambas fases, la frontera libre y el coeficiente desconocido.

1. Introduccién.

Los problemas de transferencia de calor y masa con cambio de fase que se llevan a
cabo en un medio poroso, tales como evaporacién, condensacion, congelamiento, derre-
timiento, sublimacién y desublimacion, tienen una gran aplicaciéon en procesos de se-
paracién, tecnologia de alimentos, migraciéon de calor en terrenos y suelos, etc. Debido
a que este tipo de problemas es no lineal, el resolverlos usualmente tiene dificultades
matemdticas. So6lo se han encontrado unas pocas soluciones exactas para casos ideales
(ver [1],[2],[3],[4],16],[7],[14] por ejemplo). Una extensa bibliografia sobre problemas de
frontera libre y mévil para la ecuacién de calor-difusién estd dada en [15].

La formulaciéon matemaética de la transferencia de calor y masa en cuerpos de capilares
porosos fue establecida por Luikov ([8],[9],). Mikhailov [10] presenté dos modelos difer-
entes para resolver el problema de la evaporacion de humedad liquida desde un medio
poroso. Para el problema del congelamiento (desublimacién) de un semiespacio poroso
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himedo, Mikhailov también presenté una solucién exacta [11] para una condicién de tem-
peratura constante en el borde fijo x = 0. En el trabajo [12] fue presentada una solucién
explicita para las distribuciones de temperatura y humedad en un semiespacio poroso con
una condicién de flujo de calor en el borde fijo x = 0 del tipo 3/_02'

Ahora se considerard el modelo presentado en [11]-[12] con una sobrecondicién en el
borde fijo para hallar condiciones necesarias y suficientes sobre los datos para la determi-
nacién de un coeficiente desconocido siguiendo la idea de [16] para una fase y de [5] para
dos fases.

Se considera el flujo de calor y humedad a través de un semiespacio poroso durante el
congelamiento. La posicion del frente de cambio de fase al tiempo ¢ estd dada por = = s (t)
que divide al cuerpo poroso en dos regiones. En la region congelada, 0 < z < s(t), no hay
movimiento de humedad y la distribucién de temperatura estd descripta por la ecuacion
del calor

o1, Gich

k1
g Wl =ags =

(x,t), 0<z<s(t),t>0, a, = )
pc1

(1)

La region s (t) < x < 400 es la parte himeda del cuerpo de capilares porosos en donde
fluyen acoplados el calor y la humedad. EI proceso estd descripto por el ya conocido
sistema de Luikov [9] para el caso € = 0 (¢ es el factor de conversién de fase de liquido en
vapor) dado por

aTQ 82T2 k2
W([E,t):agw(l'7t), J]>S(t),t>0, GQZE (2)
u 0*u
E(w,t):am@(x,t), x>s(t), t>0. (3)

Las distribuciones iniciales de temperatura y humedad son uniformes

{ Ty (2,0) = Ty (+00,t) = to,
u(z,0) = u(4+o00,t) = up.

(4)

Se supone que sobre la superficie del semiespacio el flujo de calor depende del tiempo
de la siguiente manera, como en [13]

o1, do

donde gy > 0 es un coeficiente que caracteriza el flujo de calor en el borde fijo z = 0.
Sobre el frente de congelamiento, existe una igualdad entre las temperaturas

T (S(t)’t) =15 (S(t)vt):tvv t>0, (6)

donde t, < tg.
El balance de calor y humedad en el frente de congelamiento da lo siguiente

or;

h (s(t),t)—kg%(s(t),t)—pru(s(t),t)%(t), t>0, (7)
ou @T2
(s (). )+ (s (). ) =0, t>0. 8)
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Se considera ademds una sobre condicién en el borde fijo z = 0 dada por
T1 (O, t) == ts (9)

donde t, < t,.

Se tratard de hallar férmulas para la determinaciéon de un coeficiente térmico des-
conocido elegido entre p (densidad de masa), a,, (difusividad de la humedad), ¢; (calor
especifico de la region congelada), ¢y (calor especifico de la regién humeda), k; (conduc-
tividad térmica de la regién congelada), ks (conductividad térmica de la regién himeda),
d (coeficiente de gradiente térmico), r (calor latente) junto a la frontera libre s(t), las
temperaturas 77, T, y la humedad wu.

Siguiendo [12], se tiene que

Tl(x,t):tv—@[—erf( ’ >+erf<i>},0<x<s(t)7t>0 (10)

ki 2V/art Vaiz
to — tv T
Ty (z,t) =t, + T—erf() {erf <2—\/a_2t) - erf()\)} , x>s(t), t>0 (11)

ex k2 _1)A2
u(x,t) = wug— Z?f:”—w {erf (#@) _ P((\p/amﬁ ) (1 — orf (2 2mt>>} (12)
2

ko

x > s(t), t>0

s(t) = 22/ aqt. (13)

donde el parametro A\ (que caracteriza la frontera libre) y el coeficiente térmico des-
conocido deben satisfacer el siguiente sistema de ecuaciones trascendentales:

Tty (ha) ~RO- o9

VEa\
VT U B 0 (to — tu) 1_Q<W>

e (tg —ty) " ( ky 1) Q (M)

Qm pC2
k ty—t, [k

erf <M/ 201) T, A (15)
kicy qo ™

Fi(z) = %, Q (z) = Vrzexp (27) er fe(z).

De los ocho casos posibles en la presente comunicacién sélo se considerara el caso de la
determinacion de {\,d}.

donde

Primero se tiene el siguiente lema:

Lema 1: Se tiene que

= _amn <0 Yr>0,Vm>0m#l
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Demostraciéon: La funcién @) tiene las siguientes propiedades

Q(0) =0, Q (+0) =1, Q' () >0 Vz>0.

Entonces si se considera que m > 1, entonces se tiene que m?> —1 >0y QQ(T? > 1,
x
con lo que surge F (z) < 0.
. . ) Q (mz)
Si en cambio se contempla el caso 0 < m < 1, surge que m* —1 <0y 0 () <1,
x

con lo que también resulta £ (z) < 0.m

Entonces se tiene el siguiente resultado para la determinacién del caso {\,d}:

Teorema 2: Si

max

pkicy
<t”_ts)\/— to—t,) [pk

qo erf ( @)\*) 1
k1C2

donde \* > 0 es la tinica solucién de la ecuacién

g1 (z) = g2 (2), x>0 (17)
con /7
UeT/T
g1(x) =F () + O—x,
Ca (tO — tv) ].8
( ) do ™ 72261 z2 ( )
g2\ = to — ty Pk’2026 ’

entonces '\ > 0, 0 > 0 dados por las expresiones

leQ 1 tv — ts pk:101
=/ —erf \/ 19
kacy ( qo ™ ( )

ko
-1
U PAmC2 C2 (tO - tv) qo0 m _ 2 kgey
0 = 1- e — F (A ) e
to — Ly ko { Arugy/m  \to — ty kaCge ’ 1Y)
QM ——
1— PAmC2
Q (M)

Demostracién: Considerando que de (16) se tiene

t,—ts [pk
2B (21)
do T

surge trivialmente que existe un tnico A > 0 solucién de la ecuacién (15) en la forma
(19). Luego, sustituyendo A en (14) y despejando § se obtiene (20). Resta atin mostrar
que ¢ > 0.
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Primero se observa que gracias al Lema 1, para tener 6 > 0 basta imponer que

Co (to — tv) qo ™ _m
1— Frez — F1(A) ) <0
Arug/T (to —t,\ pkjgcze v 1)

2 (&3
)+ ruVT o e R
o (to — ty) to —ty \| pkacy

lo que de acuerdo a las definiciones (18) se puede escribir como

es decir que

g (A) <g2(N). (22)
Como las funciones g; y go tienen las siguientes caracteristicas:

g1 (0+) = 1a (51 (+OO) = +OO7 gi (l’) > Oa Vo > 0.

qo ™
0") = 1/ =0 ! <0, Vx>0.
g2 ( ) t() — tu kaCQ’ g2 (+OO) ) 9o (‘T) ) x

se puede concluir que cuando
do 4
v/ > 1, 23
to — 1y \| pkaca (23)

existird un tnico A* > 0 tal que g; (A*) = g2 (\"). Entonces surge que (22) es vilida
cuando

0 <A< (24)

Para finalizar se observa que las hipdtesis necesarias (21), (23) y (24) se pueden resumir
de la manera siguiente: Como la funcién erf es creciente, (24) es equivalente a

kgCl kgCl
f —A f —\*

y entonces (21) y (24) se pueden resumir en

b — s \/ phicy < erf @/\* . (25)
qo ™ kicy

Asi pues, por (24) y (25) se tiene que

pkicy

t, — ts
( ) ™ pkaca

qo > ; qo > (to — tu) ;
erf (Q / %)\*) "
leQ

lo que puede resumirse en (16) .m

Los siete casos restantes serdan considerados en un futuro trabajo que se encuentra en
etapa de preparacion.
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