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Resumen:

Este trabajo presenta la determinacién de dos coeficientes térmicos desconocidos de un material semi-infinito con
conductividad térmica dependiente de la temperatura a través de un proceso de cambio de fase con una sobre-condicién
en el borde fijo, de tipo convectiva y de flujo, mediante un problema de frontera libre o un problema de frontera mévil.
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1. INTRODUCCION

Los procesos de transferencia de calor con cambio de fase estdn presentes en una amplia variedad de
sistemas dinamicos, como ser la solidificacion o fusion de materiales, la colada continua de metales, soli-
dificacién de aleaciones binarias, congelacion y secado de alimentos, etc. Se remite al lector a [14] y las
referencias alli citadas para un estudio reciente sobre soluciones explicitas y aplicaciones.

Los coeficientes térmicos, como la conductividad térmica, el calor latente, la densidad de masa y el calor
especifico, son propiedades fundamentales de los materiales y esenciales para modelar procesos térmicos.
Un método para determinar estos coeficientes consiste en agregar una condicién de contorno extra, gene-
rando un sistema sobre determinado que permite obtener analiticamente tanto la temperatura como uno o
dos coeficientes térmicos [15]. Estudios previos, como [12], han analizado procesos de cambio de fase con
conductividad térmica dependiente de la temperatura, determinando coeficientes en distintos escenarios de
frontera libre y mévil. En [10], se ampli6 el estudio incluyendo un pardmetro adicional relacionado con la
funciéon GME definida en [5]. Otros trabajos relevantes sobre este tema son [7, 8, 9].

En 1974, Cho y Sunderland estudiaron un proceso de cambio de fase para un material semi-infinito
unidimensional con conductividad térmica lineal dependiente de la temperatura [6]. En [5] se mejoré el
modelado de la temperatura impuesta en el borde fijo al considerar una condicién de borde convectiva
obteniendo una solucion de tipo semejanza. En este trabajo también se considera una condicién de Robin,
donde la transferencia de calor en el borde fijo es proporcional a la diferencia entre la temperatura externa y
la temperatura del material [1, 3], para obtener coeficientes térmicos con una sobre-condicidon.

2. FORMULACION DEL PROBLEMA

Se considera el siguiente problema de solidificacion para un material semi infinito con sobre-condiciones
de flujo de calor y condicién convectiva en el borde fijo x = 0:

pcTy(z,t) = (B(T(z,t))Ty(x, 1)), 0<xz<s(t), t>0 (la)
s(0) =0, (1b)
T(x,0) = T(+o00,t) =Ty, x>0,t>0 (1c)
T(s(t),t) = T}, £>0 (1d)
WY k(T Tu(s(2), t) = pls(t), t>0 (le)
k(T(0,t))T,(0,t) = f/OE(T(O,t) —Ty), t>0 (1)
k(T(0,))T,(0,t) = % t>0 (1g)
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donde T'(x,t) es la temperatura de la fase solida, p > 0 es la densidad de masa, [ > 0 es el calor latente
de fusién por unidad de masa, ¢ > 0 es el calor especifico, z = s(t) es la interfase de cambio de fase, T’y
es la temperatura de cambio de fase, T, es la temperatura externa en el borde fijo z = 0 (T < 1), ho
es el coeficiente que caracteriza el coeficiente de transferencia de calor en z = 0 dado por (1f), y g es el
coeficiente que caracteriza el flujo de calor en = 0 dado por (1g) que debe obtenerse experimentalmente
a través de un proceso de cambio de fase. Los pardmetros mencionados anteriormente son todos constantes.
Se supone que la conductividad térmica depende de la temperatura y tiene la siguiente expresion:

k(T = ko <1 + 5T_T°°>

T @)

como puede observarse en numerosos materiales con kg > 0, 5 > 0 son constantes dadas.

El problema de cambio de fase (1) con condiciones ((1a)-(1f)) es un problema clédsico de Stefan [2],
donde la condicién (1g) es una sobre-condicion en el borde fijo z = 0, del tipo dado en [13]. Se resalta
que si 5 = 0, entonces el problema (1) se convierte en el cldsico problema de Stefan a una fase con una
sobre-condicién en el borde fijo = 0. La determinacién de coeficientes térmicos fue estudiada en [12, 15]
y recientemente en [11].

La siguiente proposicion presenta una solucion de tipo semejanza al problema (1), donde la temperatura
T'(z,t) puede escribirse como una funcién de la variable unican = L, donde o = p—z es la difusividad

2/ apt

térmica.

Proposicion 1 El problema de Stefan (1) tiene la solucion dada por:

T(o.0) = (17 - T (5
s(t) = 2Avaol if t>0 (3b)

si 'y solo si el pardmetro A > 0y los coeficientes térmicos desconocidos satisfacen las siguientes condi-
ciones:

)+Too, if 0<z<s(t),t>0 (3a)

21

'A) = (4a)
P =Ty - )
2h0 SN0
'(0) = (4b)
#0) Vkope (1 +€0P)
donde la funcién ¢ satisface el siguiente problema diferencial ordinario:
[(1+ Bym)y' () +2ny'(n) =0,  0<n<A s
q0
O)=eg=——+—<1, A)=1.
y(0) =0 = oy ¥

Teniendo en cuenta que la solucién ¢ del problema (5) depende de los parametros 5 > 0y A > 0
se puede considerar ¢(n) = g (1) 0 ¢(n) = @x(n) en los casos en que 5, A 0 A sean incégnitas para
problemas de frontera libre, o ¢(n) = ¢g(n) en los casos en que J sea desconocida para problemas de
frontera mévil. Se resalta que la solucion del problema diferencial ordinario (5) es similar a la funcién GME
definida en [5].

3. SOLUCION AL PROBLEMA

Para estudiar la solucién del problema (5), utilizando las ideas de [4, 5], a través de un punto fijo se
estudia el problema diferencial lineal siguiente:

{ [Wa(m)y' ()] +2ny'(n) =0,  0<n<A (6)

y(0)=e0, y(N) =1
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donde ¥y, (xz) = 1+ Bh(z), z > 0,para 8 > 0, h € K C X, donde siguiendo [4, 5], X es el conjunto de
todas las funciones reales analiticas acotadas en [0, A] con la norma del supremoy K = {h € X : 0 < h
[|h]loc < 1}. A continuacién se muestran los resultados obtenidos, que aseguran la existencia de solucién
del problema (5).

Proposicion 2 Sea h € K y 8 > 0, la funcion y es solucion del problema (6) si y solo si se tiene que:

Y AR
1 "exp( 2/0 ‘I’h(f)d€> da

= 1—¢9)—= 0 A 7
y(n) €o + ( EO)Eh O \I’h(l’) <n <A, ( )
donde la constante Ey, > 0 estd definida por:
A SRS
exp (—2/ d£>
Ej, = 0o Yu(&) /4. (8)

| Wy (r)

Teorema 1 Seay € K y 8 > 0. Entonces y es solucion al problema (6) si y solo si y es un punto fijo del
operadorT : K — K C X definido como:

o [T &
1 "o ( 2/0 ‘I’h(é)d§> d
Ep . Wp(z) ’

Th(n) =&+ (1 — Eo) 0<n<A 9)

Mds aiin, para hi, hs € K, se tiene ||Thy — Thal||lcc < G(B)||h1 — ha||eo donde la funcion real G([3)
estd definida por ,
BA+p)2B8+5)

GB) = Gr(B) = (1 —eo)y i (14 (1 + )3

con lo cual existe una unica solucion 3y = Bo(N) de la ecuacion G(x) = 1, x > 0. Ademds, T es un
operador de contraccion para 0 < 3 < Bo(N), VA > 0.

Para la determinacién de coeficientes térmicos desconocidos se tienen 5 casos cuando se considera un
problema de frontera libre (z = s(t) es desconocida) y se tienen 10 casos cuando se considera un problema
de frontera mévil (s(t) = 20v/t, con o > 0 dado).

En este trabajo se consideran solamente los resultados para la determinacién de los coeficientes A, kg
(frontera libre) y para la determinacién de los coeficientes kg, p (frontera movil).

Proposicion 3 La temperatura y la frontera libre para el problema (1) con coeficientes térmicos descono-
cidos {\, ko} estdn dados por (3a) y (3b) con X'y ko dados por las siguientes expresiones:

I 2l
A=A @@riwu+m) (102
453h3

pe (1 +208)% ¢'(0)2

ko = (10b)

donde Fy(x) = ¢'(@)

T

Demostracion 1 Es consecuencia directa de que la funcion F es decreciente con valores Fy(01) = 400
y F1(+00) = 0y un proceso iterativo.
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Proposicién 4 Si la frontera mévil estd dada por s(t) = 20+/t, con o > 0 conocido, entonces:
(a) el problema inverso de Stefan (1) tiene solucion de temperatura dada por (3a) si y solo si los coefi-
cientes térmicos desconocidos satisfacen las siguientes condiciones:

2h0 €0

PO = R T e

, pcy\ pc 21
¢ (V&) =\ e i

donde ¢ es la solucion del problema (5), donde el pardmetro \ > 0 se reemplaza por ¢ = o/ pc/ky.
(b) Si los coeficientes térmicos desconocidos son {ko, p}, entonces la temperatura del problema (1) estd
dada por (3a), y los dos coeficientes vienen dados por las siguientes expresiones:

(11a)

. 2h060 g
0= 17 Beo Co(0) (122)
p= C 2h0€0 (12b)

o' (0)c 1+ Beg

Demostracion 2 Se demuestra teniendo en cuenta que { = F. 1_1 (( 2 ) Y un proceso iterativo.

1+/8)C(Tf 7Too)
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