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Resumen: En el presente trabajo se obtienen soluciones auto-similares para dos problemas de Stefan fraccionarios
a una fase en términos de la funcién de Mittag-Leffler de 3 pardmetros Ey , ;(z). Se consideran condiciones en el
borde fijo de Dirichlet y de Newmann mediante la derivada de Caputo de orden 0 < o < 1 en el espacio.
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1. INTRODUCCION

En este trabajo, se consideran los dos siguientes problemas de Stefan fraccionarios que involucran una
ecuacion de difusién con derivada de Caputo en la variable espacial:

(i)  Bu(z,t)— LD (xt) 0, 0<z<s(t),0<t<T,

(73)  w(0,t) =Uy > Uy 0<t<T,

(iii) u(s(t),t) = U 0<t<T, (1)
(iv) s(0) =0,

(v)  5(t) = —(§Du)(s(t), 1), 0<t<T.

(i)  Pur,t) — & §DYu(x, )zo, 0<z<s(t),0<t<T,

(i)l §DFu(w,t) = —got T, 0<t<T,

(i) u(s(t),t) = gm < 90, 0<t<T, @
(iv) s(0)=0

(v)  §(t) = —(§ Dgu)(s(t), 1), 0<t<T.

Un estudio de esta clase de problemas, conexiones entre el calculo fraccionario y la viscoelasticidad,
como asi también algunas de sus aplicaciones se presentan en [1] y [3].

Por otro lado, en [6] se proponen problemas de Stefan fraccionarios con derivada fraccionaria en el
espacio, mientras que en [4] se proporciona un andlisis matemadtico para uno de ellos.

Los problemas (1) y (2) pueden obtenerse al considerar el problema de cambio de fase con flujo de calor
dado por q(x,t) = §D%u(x,t). Ademds, la ecuacién (1)(i) corresponde a un modelo de difusién anémala,
mientras que en [7] se prueba que la ecuacion

ug(x,t) — § DOz, t) =0,

no permite representar un modelo de difusién anémala.
El objetivo de este trabajo es hallar soluciones auto-similares para los problemas (1) y (2), las cuales
estaran dadas en términos de la funcién de Mittag-Leffler de 3 pardmetros E,, ,, ().

2. DEFINICIONES Y PROPIEDADES

Definicién 1 Sea o > 0, y f € L'[a,b]. Se define la integral fraccionaria de Riemann-Liouville de [ de
orden o como

RLIaf / f a 1dp (3)
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Definicion 2 Se define el conjunto de funciones absolutamente continuas en |a, b] como
ACla,b] = {f : [a,b] — R tales que 3g € L'[a,b] con f(z) = f(a) +/ g(t)dt}.

Nota 1 Paratoda f € AC|a,b] existe f' € L'[a,b).

Definicion 3 Sea o > 0,y f € AC|a,b|. Se define la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de f de
orden o como

1 d

aRLD?f(x) = (11— a)%

/0 ' f(p)(x —p)~*dp. “4)

Definicion 4 Sea o > 0, y f € AC|[a,b]. Se define la derivada fraccionaria de Caputo de f de orden «
como

C no _ 1 v ux(p7 t)
o DSu(x,t) = T —a) /0 = p)adp. (5)

Proposicion 1 Sea f € AC|a,b] tal que ,1*~f' € AC|a,b]. Entonces

d

TG Df(@) = D (f) (@), ctp.en (a,b).
Definicion 5 Sea o > 0,m > 0, y [ tal que a(jm +1) # —1,-2,-3,... ( =0,1,2,...). Se define la
funcion de Mittag-Leffler de 3 pardmetros Eq, ,, (2) por

n—1

> TC(a(im+1) +1)
Eom = nny =1, ¢ = - s =1,2,3,...). 6
mi(2) HZOC Toocoma=L e JI:IO Magm+itn+1) " o ©®

Nota 2 En particular,
: Z) Z e )
Er10(2) =¢€*, Eai10(2) = Ea(2), FEan(2) =T(ad+1)Egaii1(2), Fi21 )=

3. SOLUCIONES AUTOSIMILARES

Se busca una solucién a través del método de variables autosimilares. Supongamos que u = u(x,t) es
una solucién de la ecuacion

0 0
duwy-L¢

y sea u la funcién definida por uy(z,t) = u (%, %), beR, A>0.

DSu(x,t) =0, (7)

Proposicion 2 Una funcion u = u(x,t) es solucion de (7) si y sélo si uy = uy(z,t) es solucion de (7), con
b=1+ a, para todo A > 0.

Considerando A = tl%a, obtenemos 0(z) = u (zl, 1), con z := —4—. Entonces,
t 1+ t1+a
g+ 2 Cpeags) =0 @)
1+« 02077 '

de donde, definiendo o(z) = ¢(z), y aplicando la Proposicién 1, resulta

z
1+«

o(z) + D2 (0)(2) = 0. )

La ecuacién (9) fue resuelta en [8] y su solucién viene dada por

a1 Zl-i—a
Ua(Z) =z Ea’1+é,1 —m . (10)
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De aqui se deduce que la funcién buscada es de la forma

wl—i—oc

con A y B constantes arbitrarias.
Proposicién 3 Para A, B € R arbitrarios, la funcion u: RS x (0,T) — R definida por
z/t‘lﬁ
u(z,t) = A+ B/ oo (w)dw. (12)
0

es una solucion de (7).

Proposicion 4 Si u es una solucién autosimilar dada por (12), entonces

. B s quite
—§D%u(x,t) = —BT (a)t” T+a + Ta /0 woe(w)dw. (13)

Prueba. Basta utilizar la expresion en series de potencias de u, y la siguiente igualdad

F(B + 1) xﬁ—a

Cnar..BYy _

O
Para finalizar esta seccidn, se presenta una proposicion y un corolario, cuya prueba se basa en un principio

del méximo débil para la ecuacién u; — % g DS = f, demostrado en [4].

Proposicion 5 Sea a € (0,1). Entonces, la funcion o, definida en (10) es no negativa en R™.

Idea de la prueba. Se puede ver que 0, (07) = +ooy o, € C1(RT). Si se supone que existe zg > 0 tal que
0a(z0) < 0, entonces existe ¢ = mig{aa(z) = 0} > 0. Luego, para d,¢ > 0 suficientemente pequefios,
z>

c+46
oa(z) <Oparaz € (c,c+9d]yC = / oo(w)dw > 0,y se puede construir una solucién (u¢, s°) dada
0

por s59(t) = (c 4 6)(t + 8)1J+a, parat > 0, u(x,t) = u(x,t +¢)para0 < x < s59(¢),0 < t < T, con
uf definida por (12) para A = 0y B = C~'. Luego, aplicando los principios del maximo y del minimo
demostrados en [4] se llega a una contradiccion, por lo que 0,,(z) > 0 para todo z > 0.

|

Corolario 1
T 1+«

Ea,1+§,1 (—1 +a> >0 paratodo x > 0. (14)

A partir de los resultados anteriores, es posible obtener soluciones explicitas a los problemas (1) y (2).

Teorema 1 Una solucion del problema de Stefan a una fase para la ecuacion de difusion fraccionaria en
el espacio dada por (7) con condicion de Dirichlet estd dada por

. I/tl/(lv“l)
uq(z,t) = Uy — (goUm)/ oa(w)dw. (15)
/ Oo(w)dw 0
0
sa(t) = €atTa, t € (0,T), (16)

donde &, € R es la tinica solucién de la ecuacion H,(z) = x, para x > 0, donde

(Uo — Up) <F(a)(1 +a)— /0 woa(w)dw>

/0 " o (w)duw

Ha(m) = (17)
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Prueba. Sea u definida por (12). De la condicién (1)—(7i7), se deduce que
s(t)/tt/ (e
u(s(t),t) = A+ B/ oo(w)dw = Upy, (18)
0

paratodo t € (0,7"), por lo que la frontera libre s debe ser proporcional a t1/(+0) eg decir
s(t) = §t1+%, para algiin £ € R™. (19)
A partir de las restantes condiciones de (1) se obtiene que A = Uy, y
B= 7_5((]0 —Um),
fo 0o (w)dw
Utilizando (13) y (19) en (1)-(v), resulta que
__a Bt Tia §
£ T Tha = — <—F(a)(1 + a) +/ waa(w)dw> ,
0

1+« 1+«

de donde ¢ debe ser un valor positivo que verifique la ecuacién

W0~ Un) (@ +) - [ g wonw)do )

/0 ‘ o (w)dw

La funcién H,: R* — R es continua, H,(0") = h’g% H,(x) = 400, y por Proposicién 5 es una funcién
€T

&=

= Hq(§). (20)

no creciente. Por lo tanto, se puede asegurar que existe un tnico & > 0 tal que H,(§) = &. U

Teorema 2 Una solucion del problema de Stefan a una fase para la ecuacion de difusion fraccionaria en
el espacio (7) con condicién de Neumann estd dada por

g0 Na 1 w1+Oé
t) = —_— “F — d 21
el ) = gm + I'(a) /a:/t1/<1+a> Y Peiga < 1+ 04) v @D

sat) = nat™a, t € (0,T). (22)

donde 1, € R es la iinica solucion de la ecuacion Gy (z) = z, para x > 0, donde

Ga(x) = g0 <(1 +a)— 1“(104) /Ox waa(w)dw> . (23)
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