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Resumen: En el presente trabajo se obtienen soluciones auto-similares para dos problemas de Stefan fraccionarios
a una fase en términos de la función de Mittag-Leffler de 3 parámetros Eα,m,l(z). Se consideran condiciones en el
borde fijo de Dirichlet y de Newmann mediante la derivada de Caputo de orden 0 < α < 1 en el espacio.
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1. INTRODUCCIÓN

En este trabajo, se consideran los dos siguientes problemas de Stefan fraccionarios que involucran una
ecuación de difusión con derivada de Caputo en la variable espacial:

(i) ∂
∂tu(x, t)− ∂

∂x
C
0 D

α
xu(x, t) = 0, 0 < x < s(t), 0 < t < T,

(ii) u(0, t) = U0 > Um, 0 < t < T,
(iii) u(s(t), t) = Um, 0 < t < T,
(iv) s(0) = 0,
(v) ṡ(t) = −( C0 D

α
xu)(s(t), t), 0 < t < T.

(1)

(i) ∂
∂tu(x, t)− ∂

∂x
C
0 D

α
xu(x, t) = 0, 0 < x < s(t), 0 < t < T,

(ii) ĺım
x→0+

C
0 D

α
xu(x, t) = −g0t−

α
1+α , 0 < t < T,

(iii) u(s(t), t) = gm < g0, 0 < t < T,
(iv) s(0) = 0,
(v) ṡ(t) = −( C0 D

α
xu)(s(t), t), 0 < t < T.

(2)

Un estudio de esta clase de problemas, conexiones entre el cálculo fraccionario y la viscoelasticidad,
como ası́ también algunas de sus aplicaciones se presentan en [1] y [3].

Por otro lado, en [6] se proponen problemas de Stefan fraccionarios con derivada fraccionaria en el
espacio, mientras que en [4] se proporciona un análisis matemático para uno de ellos.

Los problemas (1) y (2) pueden obtenerse al considerar el problema de cambio de fase con flujo de calor
dado por q(x, t) = C

0 D
α
xu(x, t). Además, la ecuación (1)(i) corresponde a un modelo de difusión anómala,

mientras que en [7] se prueba que la ecuación

ut(x, t)− C
0 D

α+1
x u(x, t) = 0,

no permite representar un modelo de difusión anómala.
El objetivo de este trabajo es hallar soluciones auto-similares para los problemas (1) y (2), las cuales

estarán dadas en términos de la función de Mittag-Leffler de 3 parámetros Eα,m,l(z).

2. DEFINICIONES Y PROPIEDADES

Definición 1 Sea α > 0, y f ∈ L1[a, b]. Se define la integral fraccionaria de Riemann-Liouville de f de
orden α como

RL
a Iαx f(x) =

1

Γ(α)

∫ x

0
f(p)(x− p)α−1dp. (3)
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Definición 2 Se define el conjunto de funciones absolutamente continuas en [a, b] como

AC[a, b] = {f : [a, b]→ R tales que ∃g ∈ L1[a, b] con f(x) = f(a) +

∫ x

a
g(t)dt}.

Nota 1 Para toda f ∈ AC[a, b] existe f ′ ∈ L1[a, b].

Definición 3 Sea α > 0, y f ∈ AC[a, b]. Se define la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de f de
orden α como

RL
a Dα

xf(x) =
1

Γ(1− α)

d

dx

∫ x

0
f(p)(x− p)−αdp. (4)

Definición 4 Sea α > 0, y f ∈ AC[a, b]. Se define la derivada fraccionaria de Caputo de f de orden α
como

C
aD

α
xu(x, t) =

1

Γ(1− α)

∫ x

0

ux(p, t)

(x− p)αdp. (5)

Proposición 1 Sea f ∈ AC[a, b] tal que aI1−αf ′ ∈ AC[a, b]. Entonces

d

dx
C
aD

αf(x) = RL
a Dα(f ′)(x), c.t.p. en (a, b).

Definición 5 Sea α > 0,m > 0, y l tal que α(jm + l) 6= −1,−2,−3, . . . (j = 0, 1, 2, . . . ). Se define la
función de Mittag-Leffler de 3 parámetros Eα,m,l(z) por

Eα,m,l(z) =
∞∑

n=0

cnz
n, con c0 = 1, cn =

n−1∏

j=0

Γ(α(jm+ l) + 1)

Γ(α(jm+ l + 1) + 1)
, (n = 1, 2, 3, . . . ). (6)

Nota 2 En particular,

E1,1,0(z) = ez, Eα,1,0(z) = Eα(z), Eα,1,l(z) = Γ(αl + 1)Eα,αl+1(z), E1,2,1

(
−z

2

2

)
= e−( z2)

2

.

3. SOLUCIONES AUTOSIMILARES

Se busca una solución a través del método de variables autosimilares. Supongamos que u = u(x, t) es
una solución de la ecuación

∂

∂t
u(x, t)− ∂

∂x
C
0 D

α
xu(x, t) = 0, (7)

y sea uλ la función definida por uλ(x, t) = u
(
x
λ ,

t
λb

)
, b ∈ R, λ > 0.

Proposición 2 Una función u = u(x, t) es solución de (7) si y sólo si uλ = uλ(x, t) es solución de (7), con
b = 1 + α, para todo λ > 0.

Considerando λ = t
1

1+α , obtenemos θ(z) = u

(
x

t
1

1+α
, 1

)
, con z := x

t
1

1+α
. Entonces,

z

1 + α
θ′(z) +

∂

∂z
C
0 D

α
z θ(z) = 0. (8)

de donde, definiendo σ(z) = θ′(z), y aplicando la Proposición 1, resulta

z

1 + α
σ(z) + RLDα

z (σ)(z) = 0. (9)

La ecuación (9) fue resuelta en [8] y su solución viene dada por

σα(z) := zα−1Eα,1+ 1
α
,1

(
− z

1+α

1 + α

)
. (10)
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De aquı́ se deduce que la función buscada es de la forma

θ(z) = A+B

∫ z

0
wα−1Eα,1+ 1

α
,1

(
−w

1+α

1 + α

)
dw = A+B

∫ z

0
σα(w)dw. (11)

con A y B constantes arbitrarias.

Proposición 3 Para A,B ∈ R arbitrarios, la función u : R+
0 × (0, T )→ R definida por

u(x, t) = A+B

∫ x/t
1

1+α

0
σα(w)dw. (12)

es una solución de (7).

Proposición 4 Si u es una solución autosimilar dada por (12), entonces

− C
0 D

α
xu(x, t) = −BΓ(α)t−

α
1+α +

Bt−
α

1+α

1 + α

∫ x/t
1

1+α

0
wσα(w)dw. (13)

Prueba. Basta utilizar la expresión en series de potencias de u, y la siguiente igualdad

C
0 D

α
x (xβ) =

Γ(β + 1)

Γ(β + 1− α)
xβ−α, β > 0.

�
Para finalizar esta sección, se presenta una proposición y un corolario, cuya prueba se basa en un principio

del máximo débil para la ecuación ut − ∂
∂x

C
0 D

α
xu = f , demostrado en [4].

Proposición 5 Sea α ∈ (0, 1). Entonces, la función σα definida en (10) es no negativa en R+.

Idea de la prueba. Se puede ver que σα(0+) = +∞ y σα ∈ C1(R+). Si se supone que existe z0 > 0 tal que
σα(z0) < 0, entonces existe c = mı́n

z>0
{σα(z) = 0} > 0. Luego, para δ, ε > 0 suficientemente pequeños,

σα(z) < 0 para z ∈ (c, c+ δ] y C =

∫ c+δ

0
σα(w)dw > 0, y se puede construir una solución (uε, sε,δ) dada

por sε,δ(t) = (c + δ)(t + ε)
1

1+α , para t ≥ 0, uε(x, t) = u(x, t + ε) para 0 < x < sε,δ(t), 0 < t < T , con
uε definida por (12) para A = 0 y B = C−1. Luego, aplicando los principios del máximo y del mı́nimo
demostrados en [4] se llega a una contradicción, por lo que σα(z) ≥ 0 para todo z > 0.

�

Corolario 1
Eα,1+ 1

α
,1

(
− x

1+α

1 + α

)
≥ 0 para todo x > 0. (14)

A partir de los resultados anteriores, es posible obtener soluciones explı́citas a los problemas (1) y (2).

Teorema 1 Una solución del problema de Stefan a una fase para la ecuación de difusión fraccionaria en
el espacio dada por (7) con condición de Dirichlet está dada por

uα(x, t) = U0 −
(U0 − Um)
∫ ξα

0
σα(w)dw

∫ x/t1/(1+α)

0
σα(w)dw. (15)

sα(t) = ξαt
1

1+α , t ∈ (0, T ), (16)

donde ξα ∈ R+ es la única solución de la ecuación Hα(x) = x, para x > 0, donde

Hα(x) =

(U0 − Um)

(
Γ(α)(1 + α)−

∫ x

0
wσα(w)dw

)

∫ x

0
σα(w)dw

. (17)
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Prueba. Sea u definida por (12). De la condición (1)−(iii), se deduce que

u(s(t), t) = A+B

∫ s(t)/t1/(1+α)

0
σα(w)dw = Um, (18)

para todo t ∈ (0, T ), por lo que la frontera libre s debe ser proporcional a t1/(1+α), es decir

s(t) = ξt
1

1+α , para algún ξ ∈ R+. (19)

A partir de las restantes condiciones de (1) se obtiene que A = U0, y

B =
−(U0 − Um)
∫ ξ
0 σα(w)dw

.

Utilizando (13) y (19) en (1)-(v), resulta que

ξ

1 + α
t−

α
1+α =

Bt−
α

1+α

1 + α

(
−Γ(α)(1 + α) +

∫ ξ

0
wσα(w)dw

)
,

de donde ξ debe ser un valor positivo que verifique la ecuación

ξ =

(U0 − Um)

(
Γ(α)(1 + α)−

∫ ξ

0
wσα(w)dw

)

∫ ξ

0
σα(w)dw

= Hα(ξ). (20)

La función Hα : R+ → R es continua, Hα(0+) = ĺım
x↘0

Hα(x) = +∞, y por Proposición 5 es una función

no creciente. Por lo tanto, se puede asegurar que existe un único ξ > 0 tal que Hα(ξ) = ξ. �
Teorema 2 Una solución del problema de Stefan a una fase para la ecuación de difusión fraccionaria en
el espacio (7) con condición de Neumann está dada por

vα(x, t) = gm +
g0

Γ(α)

∫ ηα

x/t1/(1+α)
wα−1Eα,1+ 1

α
,1

(
−w

1+α

1 + α

)
dw (21)

sα(t) = ηαt
1

1+α , t ∈ (0, T ). (22)

donde ηα ∈ R+ es la única solución de la ecuación Gα(x) = x, para x > 0, donde

Gα(x) = g0

(
(1 + α)− 1

Γ(α)

∫ x

0
wσα(w)dw

)
. (23)

AGRADECIMIENTOS

El presente trabajo ha sido patrocinado por los Proyectos PIP N◦ 0275 de CONICET–Universidad Aus-
tral, ANPCyT PICTO Austral 2016 N◦0090, y European Unions Horizon 2020 research and innovation
programme under the Marie Sklodowska-Curie Grant Agreement N◦ 823731 CONMECH.

REFERENCIAS

[1] R. HILFER (ED.)., Applications of Fractional Calculus in Physics, Word Scientific Publishing Co, 2000.
[2] G. LAMÉ AND B. P. CLAPEYRON, Mémoire sur la solidification par refroidissement d’un globe liquide., Annales de Chimie
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