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Resumen: En el presente trabajo se enuncian propiedades de la derivada de Caputo-Fabrizio (CF), analizando la
convergencia de la misma, cuando el orden de derivacién tiende a uno, a las derivadas cldsicas para un conjunto
particular de funciones. Se proporcionan nuevas férmulas para la derivada de CF de funciones potencia (en términos
de la funcién de Mittag-Leffler) y de las funciones seno y coseno. Ademds, se prueba la existencia y unicidad de
solucién global a un problema de valor inicial para una ecuacién diferencial fraccionaria no lineal con derivada de CF.
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1. INTRODUCCION

En el campo de las ecuaciones diferenciales fraccionarias, la derivada de Caputo, definida en 1967 [2],
ha sido una de las més utilizadas al momento de modelar procesos que involucran efectos de memoria,
difusion en dominios no homogéneos, o en el estudio de la difusién anémala (ver [5, 7, 9]). En 2015, con
el objetivo de evitar el niicleo singular que aparece en la definicion de la derivada de Caputo, y motivados
por situaciones fisicas relacionadas con la necesidad de un nicleo exponencial (ver por ejemplo [4, 10]) M.
Caputo y M. Fabrizio proponen en [3] la definicién del siguiente operador

a(t T)

CFDaf

dr ey

para cada f € W'(a,b) = {f € Cla, b]/f’ € Ll(a, b)}, —o0 < a < b < +oo, a € (0,1), al que
llamaremos derivada de Caputo-Fabrizio (CF).

Nuestro objetivo es desarrollar algunas propiedades del operador (1), entre ellas, se proporciona una
nueva férmula para el cdlculo de la derivada fraccionaria (1) de funciones potencia, siendo la misma m4s
compacta que las existentes en la literatura (ver por ejemplo [11], [12]). Por otro lado, se demuestra existen-
cia y unicidad global de solucién a un problema de valor inicial para una ecuacién diferencial fraccionaria
no lineal para la derivada de CF, basada en la existencia de solucién para tiempos finitos dada por Lozada y
Nieto en [8] y una férmula de traslacion.

2. DEFINICIONES Y PROPIEDADES

En adelante, se denotard por ' D a la derivada fraccionaria de CF con limite inferior a = 0.
Definicién 1 Para cadan € Ny, o € (0,1), y f € WD (a,b) = {f € C™]a,b]/fD) € L'(a,b)},
—00 < a < b < +o9, la derivada fraccionaria de Caputo-Fabrizio de orden n + « estd dada por

CEDIM (1) = D" (G ). @

Proposicién 1 Sea a € (0,1), n € Noy f € WD (a,b). Entonces

t
1. Para cada t € [a,b], l%ch(a‘m)f(t) = / FOY(7)dr. En particular; si f € C"tV]a, D]

entonces h{% CEplatn) ry = M (t) — £ (a) para todo t € [a,b).
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2. Si f™*V) es una funcion seccionalmente continua con un niimero finito de raices en (a,b), enton-
ces h’/{m1 CEplatn) r)y = OOt pet. t € (a,b). En particular, si f € C"[a, b] entonces
«

h’/Tm1 CEpletn) £ty = fO+(t) para todo t € (a, b).

Proposicion 2 Las siguientes propiedades para la derivada de Caputo-Fabrizio son vdlidas:
1. Siu e Wh(a,b)y f(t) = “FDu(t), entonces f(a) = 0.
2. Seag € W'(a,b)ya € (0,1). Entonces para cada a > 0, se tiene la siguiente férmula de traslacion:
CF o\ — CF a1\ —a(t—a)| cr pa
£0%(0) = D700 - e { TS P g(a) ®

a(t—)
Prueba. 1.Sea h(-) = e~ 1=a . Es facil ver que u(-)h(:) € {v € L'(a,b): v' € L*(a,b)}. Entonces, por

_a(t—=T1) _a(t—=7) t

t ’
Teorema 8.2 del Capitulo 8 de Brezis [1], resulta / (u(r)e 1—a > dr = u(r)e” 1-a

. Aplicando

a

a
dicha igualdad en la definicién (1) y tomando limite cuando ¢ \, a obtenemos que

1 a(t—a) t alt-1)
R _ 14 CF Do 1t _ “T1—a e —
fla) = }grcll flt) = %{I}l 2 D%u(t) = %1\12 T [u(t) u(a)e” 1 /a u(r)e” 1 T adT:| 0.

2. Laigualdad (3) se deduce de la propiedad de la integral sobre intervalos adyacentes. U

A continuacién, se desea encontrar una funcién u tal que ©¥ Du(t) = f(t). Siguiendo el procedimiento
descrito en [8], es decir, derivando respecto de ¢ y luego integrando, teniendo en cuenta ademads la proposi-
cién 2-1, se obtiene que

t t
ult) — u(a) = a / f(r)dr + (1 - a)[f() - f(a)] = a / frdr+ (1—a)f(t). @)

Definicién 2 Sean o € (0,1), f € L'(a,b). La integral fraccionaria de Caputo-Fabrizio de f se define por
=0 - e [ f@an iza 5
Nota 1 Por (4) se tiene que “EIf(t) = u(t) — u(a).
Proposicion 3 Sea f en L'(a,b) o W'(a,b) segiin sea necesario. Entonces
L CUI (CUD (1) = f(t) & fla) =06 “TD* (CUIf(1) = f(D).

2. 1im T (CFI°F (1) = ().
Recordando las definiciones de las funciones de Mittag—Leffler y Beta, junto a una propiedad conocida
de la funcién Beta (ver p. 10 de [6]), dadas respectivamente por

Ea,ﬂ(t) = m,

1
r
B(z,w) = / 11— 1) ldr 2 > 0, w >0, B(z,w)=
k=0 0

donde I" es la funcién Gama, puede probarse el siguiente resultado
Proposicion 4 Sea « € (0,1) y 8 > 0. Entonces
_ e
CEpat —a)f = g(t —a)?! [1 —~T(B)E14 (—(t - a))] . (6)

l-«a
Corolario 1 Si o € (0,1) ym € N, entonces

CF Do — qym — mE! (_1;@)’“_1 rz:l (_1i¥a>k (t —k!a)k —exp{_lc_ya(t_a)}] )

k=0
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En la Figura 1 puede verse la grifica de ¥ Dt para algunos valores de « a partir de la férmula (7).

at
Ejemplo 1 Integrando por partes, y notando que ¢~ 1« tiende a 0 cuando o /1 se puede ver que

1 o
CFpsin(t) = A—afta? (a cos(t) + (1 — a)sin(t) — ae_l—ta) ;Y il/ml CEDYsint = cos(t),
1 at
CF na . 1= . CFna :
D = (— 1-— t)—(1— 1*a> | D = - .
cos(t) A—aZ+a asin(t) + (1 — a)cos(t) — (1 — a)e y al/‘ml cos(t) sin(t)

En la Figura 2 se muestran las grdficas de ¥ D sint para algunos valores de ov.

t 0<t<1 ) 2t—1 0<t<1
3 pu—
2 1<t t2 1<t

definidas en Rg . Notar que f1, fo, f3 coinciden en un entorno de t = 2, pero difieren en un interva-

Nota 2 No localidad. Sean fi(t) = 2, fo(t) =

)

lo anterior. Mds aiin, f1 y f3 son funciones diferenciables en RS‘, mientras que fo € H'(0,b) para

cada b > 0 con un salto en la derivada en t = 1. Observar que, por el Corolario 1, se tiene que
2a
CEpaf(2) = % — % + WG_E. Por otro lado, puede verse que

_ 20 o _ _ 2a _a) o
CFDaf2(2) _ %_Q(L—Za)_e (1;04 _|_2;3ae—m’ CFDafS(Q) — %_2(1&206)_%6 1_@_'_2(1126@6 T—a.

Luego, h(a) = CFD® f,(2)— CF D f5(2) # 0, g(a) = CFD? f1(2)— CF D f3(2) # 0, Va € (0,1).

Por lo tanto, T D f1(2) # CFD*fy(2) # “F D f3(2) para cada o € (0,1), mientras que para la
derivada cldsica local se tiene que f1(2) = f5(2) = f5(2).

3. SOLUCION GLOBAL A UNA ECUACION DIFERENCIAL NO LINEAL FRACCIONARIA

El siguiente resultado es una reformulacién del Teorema 1 presentado en el trabajo de Losada y Nieto [8].

Teorema 1 Sea ¢: [0, 00) x R — R una funcion de Lipschitz respecto de la segunda variable con constante
L, yseaa € (0,1) tal que L < 1. Entonces si (0, ag) = 0, el problema a valores iniciales

{CFD“f(t) = o(t, f(t), t>0,
f(0) =ao

. .y . 1-(1-a)L
tiene una unica solucion f € C[0,T), para cada T € (0, %)

®)

La demostracion de este resultado es similar a la prueba del Teorema 1 en [8].

Teorema 2 Sea ¢: [0,00) x R — R una funcion de Lipschitz respecto de la segunda variable con constante
L, yseaca € (0,1) tal que L < ﬁ Entonces, el problema a valores iniciales

{chaf(t) = (L, f(t)), t>0, )
1(0) = ag

tiene una tinica solucion f € C[0,T), para cada tiempo finito T € R™, esto es, globalmente en el tiempo.

Idea de la prueba. Por Teorema 1 se tiene un par {77, f1} solucién del problema a valores iniciales (9) en el
intervalo [0, 77 ). Por otro lado, usando la férmula de traslacién dada en la proposicion 2-2 puede verse que
los siguientes problemas son equivalentes

CEDf(t) = (t. f(t), t>Th LD =@t f(t), t>T
f(t) = 1) Vi € [0,T1], f(t) = h() Vi € [0,T1],
con ®(t,x) = p(t,x) — e_a(%zl)cp(Tl, f1(T1)) y considerando ahora el subproblema dado por

{Cimﬂw = ot f(1), t>T

(10)
f(Th) = fL(Th).
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se puede aplicar el Teorema 1 a (10) puesto que ® resulta una funcién Lipschitz respecto de la segunda
variable con constante L, y por hipétesis, L < ﬁ Entonces existe un par {7%, f2} tal que f es la dnica
solucién al problema (10) en el intervalo [T}, T5]. De manera similar y por iteracion se puede construir una

funcién continua fx que es la dnica solucién de

para cada N € N, con AT alguna constante positiva tal que 0 < AT < ———=
arbitrario, la solucidén al problema (9) estd globalmente definida en el tiempo.

4.

CEDaf(t) = o(t, f(t), 0<t< NAT

£(0) = ao (n

LU=l 'y como N € N es

=)
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Figura 1: “F D¢ para algunos valores de a. Figura 2: “F D sin ¢ para algunos valores de a.
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