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Resumen: En este trabajo se considera un nuevo problema de Stefan fraccionario unidimensional a una fase con
condición de temperatura en el borde fijo. Se obtiene una relación integral para la temperatura y la interfase que es
equivalente a la condición de Stefan fraccionaria. Se obtienen además soluciones explícitas de tipo similaridad a partir
de funciones de Wright.
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1. INTRODUCCIÓN

Los problemas de frontera libre fraccionarios son problemas de frontera libre donde la ecuación gober-
nante es una ecuación de difusión fraccionaria (EDF) [1, 5, 6]. En Voller et al. [7] se afirma que, si se
considera un flujo ideal no local y se lo reemplaza en la expresión para el balance de energía, se obtiene una
EDF para la derivada de Caputo en la variable temporal.
Siguiendo estas ideas, se considera el siguiente flujo ideal dado por

q = −k RL0 D1−α
t

∂

∂x
u(x, t), (1)

donde RL
0 D1−α

t es la derivada fraccionaria de Rieman–Liouville respecto de la variable temporal, de orden
1− α (α ∈ (0, 1)) y extremo 0 definida por

RL
0 D1−α

t

∂

∂x
u(x, t) =

1

Γ(α)

∂

∂t

∫ t

0

∂
∂xu(x, τ)

(t− τ)1−αdτ, α ∈ (0, 1).

Reemplazando (1) en la expresión para el balance de energía, se obtiene la siguiente EDF:

∂

∂t
u(x, t) = λ2 ∂

∂x

(
RL
0 D1−α

t

∂

∂x
u(x, t)

)
. (2)

Respecto de la condición fraccionaria de Stefan, se recuerda que la condición clásica de Stefan relaciona la
velocidad de la interfase con el flujo de calor de la temperatura de la sigueinte manera:

d

dt
s(t) = ql(x, t)

∣∣∣
(s(t)−,t)

, 0 < t ≤ T. (3)

donde ql es el flujo local dado por la ley de Fourier que establece que el flujo de calor es proporcinal al
gradiente de temperatura (ql(x, t) = −k ∂

∂xu(x, t)).
Reemplazando (1) en (3), se obtiene entonces la siguiente “condición de Stefan fraccionaria”:

d

dt
s(t) = − RL

0 D1−α
t

∂

∂x
u(x, t)

∣∣∣∣
(s(t)−,t)

, 0 < t ≤ T. (4)
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El problema de Stefan fraccionario que se considerará en este trabajo está dado por:

(i) ∂
∂tu(x, t) = λ2 ∂

∂x

(
RL
0 D1−α

t
∂
∂xu(x, t)

)
, 0 < x < s(t), 0 < t < T, 0 < α < 1,

(ii) u(x, 0) = f(x), 0 ≤ x ≤ b = s(0),
(iii) u(0, t) = g(t), 0 < t ≤ T,
(iv) u(s(t), t) = 0, 0 < t ≤ T, C ≥ 0,

(v) d
dts(t) = − RL

0 D1−α
t

∂
∂xu(x, t)

∣∣
(s(t)−,t)

, 0 < t ≤ T,

(5)

donde f y g son funciones continuas no–negativas definidas en (0, T ].

2. CONCEPTOS PRELIMINARES

Definición 1 Sea [a, b] ⊂ R y sea α ∈ (0, 1].

1. Si f ∈ L1[a, b], se define la integral fraccionaria de Riemann–Liouville de orden α como

aI
αf(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a
(t− τ)α−1f(τ)dτ.

2. Si f es una función absolutamente continua en [a, b], se define la derivada fraccionaria de Riemann–
Liouville de orden α como

RL
a Dαf(t) =

[
D aI

1−αf
]

(t) =
1

Γ(1− α)

d

dt

∫ t

a
(t− τ)−αf(τ)dτ.

3. Si f ∈ W 1(a, b) =
{
f ∈ C1(a, b] | f ′ ∈ L1[a, b]

}
, se define la derivada fraccionaria de Caputo de

orden α como

C
aD

αf(t) =

 1
Γ(1−α)

∫ t

a
(t− τ)−αf ′(τ)dτ, 0 < α < 1

f ′(t), α = 1.

Proposición 1 1. El operador derivada fraccionaria de Riemann–Liouville es inverso a izquierda del
operador integral fraccionaria de Riemann–Liouville del mismo orden α ∈ R+. Esto es, si f ∈
L1[a, b] entonces

RL
a Dα

aI
αf(t) = f(t) p.c.t.p.

2. La integral fraccionaria de Riemann–Liouville no es, en general, un inverso a izquierda de la deriva-
da fraccioanria de Riemann–Liouville.

En particular, si 0 < α < 1, entonces aIα(RLa Dαf)(t) = f(t)− aI
1−αf(a+)

Γ(α)(t− a)1−α .

3. Si f ∈ ACn[a, b], entonces RLa Dαf(t) =

n−1∑
k=0

f (k)(a)

Γ(1 + k − α)
(t− a)k−α + C

aD
αf(t).

Definición 2 Sean z ∈ C , ρ > −1 y β ∈ R. Se define la función de Wright como

W (z; ρ;β) =

∞∑
k=0

zk

k!Γ(ρk + β)
. (6)

Un caso particular de la función de Wright es la función de Mainardi [4] y está dada por

Mρ(z) = W (−z,−ρ, 1− ρ) =

∞∑
n=0

(−z)n

n!Γ (−ρn+ 1− ρ)
, z ∈ C, 0 < ρ < 1. (7)
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Proposición 2 Sea 0 < α < 1. Luego:

1. Mα/2(x) es una función positiva y estrictamente decreciente en R+ tal que Mα/2(x) < 1
Γ(1−α

2 )
para

todo x > 0. Más aún, ĺım
α↗1

Mα/2 (2x) = M1/2(2x) = e−x
2

√
π

.

2. 1 − W
(
−x,−α

2 , 1
)

es una función positiva y estrictamente creciente en R+ tal que
0 < 1−W

(
−x,−α

2 , 1
)
< 1, para todo x > 0. Más aún, ĺım

α↗1

[
1−W

(
−2x,−α

2 , 1
)]

= erf (x).

3. UNA RELACIÓN INTEGRAL PARA EL PROBLEMA DE STEFAN FRACCIONARIO

Se retoma el problema (5) y se consideran los siguientes conjuntos:
ΩT = {(x, t)/0 < x < s(t), 0 < t ≤ T} y su frontera parabólica
∂pΩT = {(0, t), 0 < t ≤ T} ∪ {(s(t), t), 0 < t ≤ T} ∪ {(x, 0), 0 ≤ x ≤ b}.
Sin pérdida de generalidad se supone que λ = 1 y se considera el siguiente caso particular para el problema
de Stefan fraccionario:

(i) ∂
∂tu(x, t) = ∂

∂x

(
RL
0 D1−α

t
∂
∂xu(x, t)

)
, 0 < x < s(t), 0 < t < T, 0 < α < 1,

(ii) u(0, t) = 1, 0 < t ≤ T,
(iii) u(s(t), t) = 0, 0 < t ≤ T, s(0) = 0

(iv) d
dts(t) = − RL

0 D1−α
t

∂
∂xu(x, t)

∣∣
(s(t),t)

, 0 < t ≤ T,

(8)

Se utiliza la Proposición 2 y [3, Lemma 17] para probar el siguiente Teorema:

Teorema 1 El par dado por

u(x, t) = 1− 1

1−W
(
−2ξ,−α

2 , 1
) [1−W

(
− x

tα/2
,−α

2
, 1
)

], s(t) = 2ξtα/2, (9)

donde ξ es la única solución de la siguiente ecuación

2x
[
1−W

(
−2x,−α

2
, 1
)]

= 2xW
(
−2x,−α

2
, 1
)

+W
(
−2x,−α

2
, 1 +

α

2

)
, x > 0 (10)

es una solución del problema (8).

El siguiente teorema exhibe una relación integral para la interfase s y la función u, obtenida a partir de
la condición fraccionaria de Stefan (5− v).

Teorema 2 Sea {u, s} una solución del problema (5) tal que ∂2

∂t∂xu(x, t) ∈ C1(ΩT ), g ∈ AC1(0, T )
y, RLD1−α

t g y RLD1−α
t u(x, t)|(s(t),t) ∈ L1(a, b). Entonces se tiene la siguiente relación integral para la

frontera libre s(t) y la función u(x, t) dada por:

s2(t) = b2+2

∫ t

0

RLD1−α
t g(τ)dτ+2

∫ b

0
zf(z)dz−2

∫ s(t)

0
zu(z, t)dz−2

∫ t

0

RLD1−α
t u(x, t)

∣∣
(s(τ),τ)

dτ.

(11)

Bosquejo de la demostración. La ecuación (11) se obtiene aplicando el Teorema de Green al campo vectorial
F = (P,Q) donde P (x, t) = −xRLD1−α

t ux(x, t) + RLD1−α
t u(x, t) y Q(x, t) = −xu(x, t) en la región

Ωε =
{

(x, τ) ∈ R2 / ε < τ < t, 0 < x < s(τ), ε > 0
}

. Finalmente se hace tender ε↘ 0.

Nota 1 Si se toma α = 1 en la relación integral (11) resulta

s2(t) = b2 + 2

∫ t

0
g(τ)dτ + 2

∫ b

0
zf(z)dz − 2

∫ s(t)

0
zu(z, t)dz, (12)
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donde (12) es la relación integral clásica de Stefan para el problema clásico de Stefan considerado en [2,
Lemma 17.1.1], que resulta ser equivalente a la condición clásica de Stefan

d

dt
s(t) = − ∂

∂x
u(s(t), t), ∀ t > 0. (13)

Es natural entonces preguntarse si la “condición fraccionaria de Stefan” (5− v) es equivalente a la “rela-
ción integral fraccionaria” (11).

Teorema 3 Sea {u, s} una solución del problema {(5− i), (5− ii), (5− iii), (5− iv), (11)} tal que
∂2

∂t∂xu(x, t) ∈ C1(ΩT ), g ∈ AC1(0, T ), RLD1−α
t g, RLD1−α

t u(x, t)|(s(t),t) ∈ L1(a, b) y s(t) > 0 para
todo t > 0. Entonces las funciones s = s(t) y u = u(x, t) verifican la condición fraccionaria de Stefan
(5 -v).

Nota 2 Vale destacar que la hipótesis s(t) > 0 para todo t > 0 mencionada en el teorema anterior no
es una hipótesis necesaria en la formulación clásica de este mismo teorema ya que, de la condición de
Stefan (13) junto con el principio del máximo para u, se deduce que s′ > 0 y por ende que s es una función
creciente de t. Esta propiedad tan sencilla no se verifica para la derivada fraccionaria de Riemann–Liouville
ya que funciones decrecientes pueden tener derivada positiva. Por ejemplo, si se toma α ∈ (0, 1) y γ ∈ (0, 1)
tales que 0 < α− γ, y se considera la función f(t) = t−γ , resulta que f es una función decreciente en R+

y sin embargo

RLD1−α(t−γ) =
Γ(−γ + 1)

Γ(−γ − (1− α) + 1)
t−γ+α−1 =

Γ(−γ + 1)

Γ(α− γ)
t−γ+α−1 > 0 para todo t > 0.
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