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Resumen: En este trabajo se considera un nuevo problema de Stefan fraccionario unidimensional a una fase con
condicién de temperatura en el borde fijo. Se obtiene una relacién integral para la temperatura y la interfase que es
equivalente a la condicion de Stefan fraccionaria. Se obtienen ademas soluciones explicitas de tipo similaridad a partir
de funciones de Wright.
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1. INTRODUCCION

Los problemas de frontera libre fraccionarios son problemas de frontera libre donde la ecuacién gober-
nante es una ecuacién de difusion fraccionaria (EDF) [1, 5, 6]. En Voller et al. [7] se afirma que, si se
considera un flujo ideal no local y se lo reemplaza en la expresion para el balance de energia, se obtiene una
EDF para la derivada de Caputo en la variable temporal.

Siguiendo estas ideas, se considera el siguiente flujo ideal dado por

0
_ _1.RLpl—a Y
q= kO Dt 8$U(I‘,t), (1)

donde (?L Dtlfo‘ es la derivada fraccionaria de Rieman-Liouville respecto de la variable temporal, de orden
1 —a(a€(0,1))y extremo 0 definida por

0 1 0 [t Zu(z,7)
RL pl—a _ 9z U\
oD, xu(af,t) T'(a) 1 /0 = 7_)1_Old7', a e (0,1).

Reemplazando (1) en la expresion para el balance de energia, se obtiene la siguiente EDF:

9 _ 29 (RLpi-a 9

Respecto de la condicién fraccionaria de Stefan, se recuerda que la condicion clésica de Stefan relaciona la
velocidad de la interfase con el flujo de calor de la temperatura de la sigueinte manera:

Ss(t) = d'.1)

, 0<t<T. €))

(s(t)=5t)

donde ¢ es el flujo local dado por la ley de Fourier que establece que el flujo de calor es proporcinal al
gradiente de temperatura (¢'(z,t) = —ka%u(x, t)).
Reemplazando (1) en (3), se obtiene entonces la siguiente “condicién de Stefan fraccionaria™:

d  RLpl-a 9
as(t) =—0 Dy %U(%t)

., 0<t<T. )
(s(t)=t)
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El problema de Stefan fraccionario que se considerard en este trabajo estd dado por:

(1) %u(w,t) = \2 % (ORLD,}_O‘a%u(a:,t)) , 0<z<s(t),0<t<T,0<a<],

(itd) u(0,t) = g(t), 0<t<T, )
(tv) wu(s(t),t) =0, 0<t<T, C>0,

(U %S(t) == ORLDtlia%u(xvt)’(s(t)—’t) i 0 < t S T)

donde fy ¢ son funciones continuas no—negativas definidas en (0, 7.

2. CONCEPTOS PRELIMINARES
Definicion 1 Sea [a,b] C Ry sea o € (0,1].

1. Si f € L'[a,b), se define la integral fraccionaria de Riemann—Liouville de orden o como
I ]
If(t) = =— t—T1)%" dr.
0O = 5 [ =7 e

2. Si f es una funcion absolutamente continua en [a,b], se define la derivada fraccionaria de Riemann—
Liouville de orden o« como

BEDY () = [Dul' 1) () = 5= gy [ =) (i

3. 8i f € Wa,b) = {f € C'(a,b]| f" € L'[a,b]}, se define la derivada fraccionaria de Caputo de

orden o como .
1 —
aCDaf(t): M/(t-'r) af,(T)dT, O<ax<l
a
(@), a=1.
Proposicion 1 1. El operador derivada fraccionaria de Riemann—Liouville es inverso a izquierda del
operador integral fraccionaria de Riemann-Liouville del mismo orden oo € R*. Esto es, si f €

L![a,b] entonces
RLDa [ f(t) = f(t) petp.

2. Laintegral fraccionaria de Riemann—Liouville no es, en general, un inverso a izquierda de la deriva-
da fraccioanria de Riemann—Liouville.

all_af(a+)

En particular, si 0 < o < 1, entonces 1BV D f)(t) = f(t) — T(a)( —a)—="
a)(t—a

S AUQ
3. Si f € AC"[a,b], entonces FX D f(t) = Z — 7 _(t—a)" 4 CDYf(1).

Definicion 2 Sean z € C, p > —1y 8 € R. Se define la funcion de Wright como

o0 k
z
WzpB) =y — " . 6
Un caso particular de la funcion de Wright es la funcion de Mainardi [4] y esta dada por
M =W(—z,—p, 1 —p) = C,0 1. 7
p(2) =W(=2,—p,1-p) ngo”m(—ﬂ”“—f’)’ 2€C,0<p< @)

373



VI MACI 2017 - Sexto Congreso de Matematica Aplicada, Computacional e Industrial
2 al 5 de mayo de 2017 — Comodoro Rivadavia, Chubut, Argentina

Proposicion 2 Sea 0 < o < 1. Luego:

1. M, () es una funcion positiva y estrictamente decreciente en R™ tal que M, j>(v) < 71,(11 ) para
-2
2
e—(L‘

todo x > 0. Mds auin, il/(ml Ma/Q (2z) = M1/2(2x) ==

2.1 — W (—=,

(— —%,1) es una funcion positiva y estrictamente creciente en R tal que
0<1-W (—:1:, ,

-5 1) < 1, para todo x > 0. Mds atin, 11’/(10(11 [1 -W (—2x, -3, 1)] =erf(x).
«

3. UNA RELACION INTEGRAL PARA EL PROBLEMA DE STEFAN FRACCIONARIO

Se retoma el problema (5) y se consideran los siguientes conjuntos:

Qr = {(z,t)/0 <z < s(t), 0 <t < T}y su frontera parabélica

0pQr ={(0,1),0 <t <T}U{(s(t),t),0 <t <T}U{(2,0),0 <z <b}.

Sin pérdida de generalidad se supone que A = 1y se considera el siguiente caso particular para el problema
de Stefan fraccionario:

(i)  Lu(z,t)= 2 EDZu(x,t)), O<a<s(t),0<t<T,0<a<l,

(@) u(0,t) =1, 0<t<T, .
(iii)  u(s(t),t) =0, 0<t<T, s(0)=0 ®)
(Z’U) %S(t) = - (])%LDtlia%u(x?t)}(s(t)’t) ) 0 < t é T7

Se utiliza la Proposicién 2 y [3, Lemma 17] para probar el siguiente Teorema:

Teorema 1 El par dado por

1
1w (=26,-2,1)

u(a,t) =1 [1—W< re 1)], s(t) = 26t°/2, )

/2097

donde & es la tinica solucion de la siguiente ecuacion

—3,1+9>, z>0  (10)

2 [1—W(—2x,—%,1)} — %W (—%,—%,1) +W<—2x, 1+ 2

es una solucion del problema (8).

El siguiente teorema exhibe una relacion integral para la interfase s y la funcién u, obtenida a partir de
la condicion fraccionaria de Stefan (5 — v).

Teorema 2 Sea {u, s} una solucion del problema (5) tal que %u(m,t) € CY(Qr), g € ACH0,T)

y, BLDlg y BL Doy (x, l(se),e) € L'(a,b). Entonces se tiene la siguiente relacion integral para la
frontera libre s(t) y la funcion u(x,t) dada por:

t b s(t) t
s3(t) = 62+2/ RLDtl_ag(T)dT—f—Q/ zf(z)dz—Z/ Zu(z,t)dz—Q/ RLDtl_O‘u(:E,t)‘(S(T) ” dr.
0 0 0 0 ’
(11)
Bosquejo de la demostracion. La ecuacion (11) se obtiene aplicando el Teorema de Green al campo vectorial
F = (P,Q) donde P(z,t) = —x BED}~®uy(x,t) + BED! ™ u(z,t) y Q(z,t) = —z u(x,t) en la regién
Qc={(z,7) €eR?* /e <7 <t,0<z<s(r), e>0}. Finalmente se hace tender ¢\, 0.

Nota 1 Si se toma oo = 1 en la relacion integral (11) resulta

t b s(t)
s2(t) = b* + 2/ g(T)dr + 2/ z2f(z)dz — 2/ zu(z,t)dz, (12)
0 0 0
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donde (12) es la relacion integral cldsica de Stefan para el problema cldsico de Stefan considerado en [2,
Lemma 17.1.1], que resulta ser equivalente a la condicion cldsica de Stefan

d 0

—s(t) = —— t),t), Vit>0. 13
(1) = —=—uls(t), 1) (13
Es natural entonces preguntarse si la “condicion fraccionaria de Stefan” (5 — v) es equivalente a la “rela-

cion integral fraccionaria” (11).

Teorema 3 Sea {u,s} una solucion del problema {(5—1),(5—ii), (5 — i), (5 —iv), (11)} tal que
2 — —

%u(:ﬂ,t) € CYQr), g € ACH(0,T), RLD% “g, RLDtl “u(,t)|(s)6) € L'(a,b) y s(t) > 0 para

todo t > 0. Entonces las funciones s = s(t) y u = u(x,t) verifican la condicion fraccionaria de Stefan

(5-v).

Nota 2 Vale destacar que la hipdtesis s(t) > 0 para todo t > 0 mencionada en el teorema anterior no
es una hipotesis necesaria en la formulacion cldsica de este mismo teorema ya que, de la condicion de
Stefan (13) junto con el principio del mdximo para u, se deduce que s' > 0y por ende que s es una funcion
creciente de t. Esta propiedad tan sencilla no se verifica para la derivada fraccionaria de Riemann—Liouville
ya que funciones decrecientes pueden tener derivada positiva. Por ejemplo, si se toma o € (0,1) y~y € (0,1)
tales que 0 < o — 7y, y se considera la funcion f(t) = t~7, resulta que f es una funcion decreciente en R
y sin embargo

—a(y— L(—y+1) —yta— D(v+1) o

RL nl—a a—1 a—1

D t77) = =7 =t >0 paratodo t> 0.
() [(—y—(1—a)+1) ['a—7)

AGRADECIMIENTOS

El presente trabajo ha sido subsidiado parcialmente por los Proyectos PIP N° 0275 de CONICET-Univ.
Austral, y por AFOSR-SOARD Grant FA9550 — 14 — 1 — 0122.

REFERENCIAS

[1] C. ATKINSON, Moving boundary problems for time fractional and composition dependent diffusion, Fractional Calculus &
Applied Analysis, Vol. 15(2) (2012), pp.207-221.

[2] J. R. CANNON, The One—Dimensional Heat Equation, Cambridge University Press, 1984.

[3] D. Goos, G. REYERO, S. ROSCANI, AND E. SANTILLAN MARCUS, On the initial-boundary—value problem for the time—
fractional diffusion equation on the real positive semiaxis, International Journal of Differential Equations, Vol. 2015, article
ID 439419, pp. 1-14.

[4] R. GORENFLO, Y. LUCHKO, AND F. MAINARDI, Analytical properties and applications of the Wright function, Fractional
Calculus & Applied Analysis, Vol. 2 (1999), pp.383-414.

[5] S. ROSCANI AND D. TARZIA, A generalized neumann solution for the two-phase fractional lamé-clapeyron-stefan problem,
Advances in Mathematical Sciences and Applications, Vol. 24(2) (2014), pp.237-249.

[6] V.R. VOLLER, Fractional Stefan problems, International Journal of Heat and Mass Transfer, Vol. 74 (2014), pp.269-277.

[71 V. R. VOLLER, F. FALCINI, AND R. GARRA, Fractional Stefan problems exhibing lumped and distributed latent—heat
memory effects, Physical Review E, Vol. 87 (2013), 042401.

375





