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Sc cstudia un modclo de crecimicnto de rajces con competencia de raices a través de un problema de frontera
libre. Son cstudiados los efcctos resultantes de difercncias en disponibilidad y transporte de nutricntes méviles
entre la superficic de la raiz y ¢l borde rizos[érico producidos por una absorcidn activa tipo Michaclis-Menten para
bajas y altas concentraciones. Las ccuaciones del modclo son resuceltas mediante ¢l método del balance integral
y las soluciones numdéricas son usadas para cstimar cl crecimicnto radial de la raiz asi como para calcular la
concentracién de nutriente cn la interfase raiz-suclo. Graficos de radio raiz vs. tiempo y concentracion intcrfase
vs. radio raiz son presentados cn funcién de algunos parametros caracteristicos del sistema suclo-planta.

Los resultados mucstran similitud con los resultados para iones poco méviles aunque ¢l clecto de cicrtos
pardmetros como cl poder de absorcién difiere notablemente con una implicancia importantc ¢n cl manejo

nutricional dc cultivos.

INTRODUCCION

Uno dc los métodos para cstudiar la toma dc
nutricntcs por raices de plantas, ¢l cual pucde ser un
método satisfactorio para modclar cl sistcma suclo-
planta, cs aqucl quc hacc uso dc ccuacioncs
difcrenciales parciales para los flujos dilusivo y
convectivo hacia la raiz [1,2.3] y cn articulos
recicnics un método para calcular ¢l crecimiento
radial de raices ha sido propucsto [4,5]. El objetivo
dcl presente trabajo cs cstimar ¢l mismo por cl
método dcl balance intcgral [7] para ioncs méviles
a bajas y altas concentraciones.

ANALISIS

Dcbido al complicado csccnario del sistcma
suclo-planta fuc clegido un idcalizado modclo
unidimensional dc difusién-conveccién para cstc
estudio. Sc suponc una raiz cilindrica vertical
sumergida cn un suclo homogénco e isétropo. Las
condicioncs dc humcdad, tcmpcratura y luz son
constantes. La toma dc nutricntes ocurre cn la zona
dc absorcion de la raiz y c¢s descripta por una
cinética tipo Michaclis-Mcnten. Pelos radicalcs no
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son considcrados. El transporic dc nutricnte ocurrc
via convcceién y difusion radial unicamente. El
influjo médximo (J,) y la constantc dc Michaclis-
Menten (K,,) son independientes de la velocidad de
solucion suclo sobre 1a raiz (v,). El cocficicnte de
difusion (D) y ¢l poder buffer (b) son
independicntes de la concentracion. La produccion
0 deplexion dec microorganismos c¢s considerada
nula y todo cl nutricntc que arriba a la raiz cs
asimilado para cl crccimicnto. Para poder calcular
C(s(1),t) como una funcién cxplicita de s(t) y t asf
como s(1) para un rango general de concentracioncs,
las ccuaciones que gobicrnan cl transporte masal y
difusivo de nutricntc hacia la raiz {3] y las
ccuacioncs que controlan cl crecimicnto son dadas
cn cl siguicntc problema dc frontcra libre (en
coordcnadas cilindricas) por:

i) DC,+D(1+e) C/r=C, ,s() <r<R,0<t<T,

i) C(r.0) = O(r) seSr<R,,
iii) -DbC (R,.t) + v,CR )=0 .0<t<T,
iv) DbC,(s(®).1) + veC(s(),1) = kC(s(t).1)-E = aC(s(1),)s(t), .0<i<T,
1+kC(s(1),t) / Jm
v) s(0) =s, , D<sg<R,
1)

TUCUMAN 1991 - 447



donde C=9C/dr, C,=d3°C/or, C=3aC/at, r es la
coordcnada posicién, t ¢l tiempo, T cs cl ticmpo
para ¢l cual cxistc solucién, i) cs la ccuacién de
Cushman, la cual ¢s una simplc aplicacién dcl
principio dc conscrvacion de masa cn suclo, ii) cs
la concentracion inicial, y iii) ¢s la condicion de
contorno sobre cl radio rizésferico tenicndo en
cucnta la competencia cntre raices (pucdc entrar
agua pcro no ioncs cxtras), iv) son las condicioncs
sobre la interfasc rafz-suclo representando el
balance dc masa, y v) es la condicion inicial para
la frontcra librc s(t) (intcrfasc raiz-suclo o radio
rafz). $(t) = ds(t)/dt cs la velocidad de 1a interfasc,
a c¢s un cocficiente cstcquimétrico, R, ¢s cl radio
rizosférico, y.s, cs ¢l radio inicial. El pardmctro €
cstd dado por € = v 5/Db > 0. D(r) cs cl perfil
inicial de concentraciones (dado por la ccuacion
(11) abajo). Las dos condicioncs (1-iv) pucdcn scr
escritas como:

Cs®.0 = gCs.L) . 2)
§M = [(CsM.Y), t>0 3)

dondc las funciones g y f cstdn dadas por:
1 kC S

C)=—| —— -E~ (|,

8O = 55 | Toxem, T )
o =1 % _E (5)
all+kCiJ_ C

las cuales satisfacen las siguicnics propicdades:

-J +3°(J_-E)-d
<

gC) >0 C, = 5 C<
-J +38%(J_-E)+d
< C;‘ - m (m )+ , (6)
2k
donde

d =/1,+8%,~E)*-48% E
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con la hipdtesis:

s2=Xs0, Ec1-L

v, I, o°

(Q>0eC>C=—E __ ()
k [1E/,]
con la hipétesis: (E/Jm) < 1.

Para rcsolver (1) csto cs, calcular C = C(r,t), y
cn particular, C = C(s(1),t) y la frontcra librc r = s(t)
(desconocida a priori) aplicamos ¢l método del
balancc intcgral [6,7,8] al presentc caso de
crccimicnto de rafces. La solucién sc encucntra
integrando la ccuacién difercncial parcial (1-i) enr

sobre ¢l dominio (s(t),R). Asf{ resulta:
R R

.(' C(rydr =D f C.(ry) dr +

s(1) s(t)

) ¢))
+D (1 +¢g) f Geh dr
s(t)
y proponcmos:
Cary =@m [1 +BM) R, - )

la cual depende de los pardmetros del sistcma y
satisface las condiciones iniciales y de contomo 1-
ii) and 1-iii), csto cs:

C(r,0) = o) < BO) =0, (10)

CR,D=OR,) = (D(Rl)=%tlcr(Rl,t). (11)
0

Definicndo o = o(t) por:

o) = CE®.0 = EOY1BOR, O]

(12)

la cual depende de los pardmetros del sistcma a
traves dc s(t), P(s(t)) y B(), y rcemplazando (12)
cn la Ec.(8), despucs dc manipulaciones e¢le-
mentalcs, el problema (1) se reduce a:

TUCUMAN 1991 - 448



R

1

[ cowdr =D [ CRD-s@®) ] +
ls(l)

RI
L D +6) CR,,0) _ o) +J‘ C(i,l) drl .
Rl S(l) s(t) r
(13)
cont>0,y

t>0

$() = (o),

s(0) = s,

Recmplazando (9) en la Ec.(13) y hacicndo la
aproximacién dc bajas conccntraciones (J=kC),
despues de manipulacioncs clementales obtecnemos
el siguiente sistema de ccuacioncs difcrenciales
ordinarias fucrtemente acopladas (validas para los
casos €#1,2.3):

dp(t) _ (F,+F,+D(1 +€)(F,+F, +F +F +F,+F}))
d i I:9;LI:10’LI:11 ’
ds(t) k _
Ta 3
A1+ w1, oGO1BOR, 50
_ E
’ 14
osofi+po ®-sof] Y
BO) =0 sO) =s,
@) =BA - A, (15)
re
pedlps| oo B 06
Ri[ R (k~v,)B - (k/st)

El perfil inicial dc concentraciones d(r) dado por
la Ec. (15) ha sido calculado mcdiantc el método
cuasicstacionario [4] para bajas concentracioncs y
queda determinado por el sistema. Las funciones F;
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cstan dadas por:
F, = Vo , D(1+€)
b R

1| xecmf1+pO®,-sor]
b {1+, )OO +BOR, 507

e
1 Rl

- E-v,O(s(1) [1 +B(l)(R1‘S(l))2]] ,

oo - QW) 140 R-swy]
3 s(t)

2] 1 1
F, = B|l t) Ry -9,
, = B[14B (V) R] LE(O RE]

+ BB(t)[R -s(t)]

F, = 2BB(H)R In

3 (t)

E . ABoR] 1 ]

6 (8 + 1) S(e-vl)(l) Rie-vl)J ]
2 [

F. =<2 AB®) R -1,

B B lLse(t) R

FoABO| 1 L]
(1-8) |s“Y@® R

, AR}
F, = BR;[Rl—s(l)]—?ﬁ[Rim) —s“"(t)] ,

-]

T
It

o -BR[ 1S (1)] (_l:;

= B 3_ 3 _ A (3—5)_ 3-¢)
F, _3{1§1 30) SRS ]

Remarcamos que para 1os casos particulares €
=1, 2 y 3, pucdc obtcncrse un sistema de dos
ccuacionces difcrenciales ordinarias similar a (14).

La solucién dcl sistcma (14) se¢ obticne
numéricamente a través del método de Runge-Kutta
para un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias. Las figuras 1 y 2 representan resultados
tedricos para la concentracién de la interfase rafz-
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suclo C(s(l),1) vs. s y posicién dc la intcrfasc s(t)
vs. t cn funcidn dcl poder de absorcion k.

CS(1),1) (10-7 MOL/CM™3)

Vo - 0.8E-8 CM/ | k © 24E-7 CM/8
0.10 | Jm = $E~13 MOL/S.CM*2
§- .14 MOL/S cW2
- 0.8E-65 GM" 2/
0.08| 8o ~0.06 CM,-Rt-=10-CM
be100,a°1
0.00|
0.04 1 . 3 3 t Il Yy e Iy 1
) k ~ 40E-7 CM/8
0.02] \
k ~ 80E-7 CM/8
°.m 4 1 Al 1 m
0.06 0.66 1.06 166 2.06 2.65 8(
RADIO RAIZ (OM)
Figura 1
(1) (oM L
k » 24E-7 CM/S
2065 }/
2.% ——
S . AU
106 |- W2 BOEST OMIB AT o T e S
E- :)Esu MOL/S CM"2
P E— _§° $ &55 NP0 oM
- 100, & = 1
0.06 1 1 1 1 3 ” - o-,E'B QMIS 3

o 8 © 9 ®” B 8 21 24 21 3
TIEMPO (DIAS)

Figura 2

Para altas conccntracioncs oblcnemos un sistcima
dc ccuaciones diferenciales totalmente similar al del
perfil dc concentraciones inicial calculado por cl
método cuasicstacionario para altas concentracioncs,
que estd dado por:

A

O(r) = BA - —
e

dondc: 17)
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] -E
A=_™ 7

¢ +—)

ETR

Las Figuras 3 y 4 rcpresentan resultados teéricos
para C(s(1),t) vs. s y s(1) vs. L rcspeclivamentc en
funcién dc la vclocidad dc flujo conveclivo v,
respectivamenic.

AS) (x10-6 MOL/CM™3)
0.0

Jm-E-13 MOL78 CM~2
\ 80~0.06 CM
05 S ¥ D~08E-8.CM"2/8............ .
Vo= 0.8E-10 CM/8 H',l?g é.l"i
0.4 e [Be Bt MOL/B CM 2 -
0.0 T 1 + N 4
0.2 gz L—-"l °"’§__4_--. g I
a1 3
Vo~ 2.4E-10 CM/S

0 0 y L 1 1 A ;1 . 1.

006 0086 008 006 ON 0126
RADIO RAIZ (CM)

O.14 0166 O

Figura 3
si1) (oM )
018 ng 1/8.GM2
s M"2/8
016 E'E-M MOLIB CM"2 .
=
013}
° Vo= 1.8E-10 CM/S ~ /V’
N P
o — ‘Vo 0.8E-10 CM/8
.09 | e At e e
007 ——
0.06 - i 1 L 2
16 8 21 24 2r a
TIEMPO (DIAS)
Figura 4
CONCLUSIONES
Dcl andlisis dc los rcsultados obtenidos,

concluimos quc para bajas concentraciones: s = s(1)
aumcenta lincalmente cuando la velocidad de flujo v,
aumcenta o cl radio R, aumenta (la densidad de raiz
w = 1/nR,* disminuyc; quc s = s (1) aumecnta
significativamentc poco cuando cl podcr buffer b
disminuyc; quc s = s(1) ¢s mdximo para un valor
Optimo dc k; quc s = s(t) aumcnta lincalmente
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cuando la tasa dc cflujo E disminuyc: quc s = s(1)
aumcnta lincalmente cuando cl influjo. méximo Jm
aumcnta; quc s = s(t) no varfa cn funcién del
coclicicnte de difusién D para una variacién cn un
ancho orden dc magnitudes de (1 cn 10%). Para altas
concentraciones: s = s(t) no varia cn funcién dc k;
s = s(t) aumenta lincalmentc cuando v, 0 R,
aumentan; s = s(1) aumenta lincalmente cuando b
disminuyc; s = s(t) no varfa cn funcién dc D, E y
J,. Por otro lado, comparando los rcsultados
obtcnidos por cl método cuasicstacionario {4] y cl
balance intcgral, concluimos quc: primcro, cl
comportamicnto cualitativo dc los resultados cs
totalmente similar por ambos métodos y scgundo,
cl método dcl balance intcgral provee una
informacién tcérica mds dctallada, por cjemplo,
para bajas conccntracioncs, y para valorcs
particularcs dcl resto dc los pardmectros la variacion
de s(t) vs. t con respecto al pardmetro k cs
despreciable mediante ¢l método cuasicstacionario,
micntras que cl balance intcgral da lugar a un
cambio aprcciable (Fig.2). En cstc cjemplo, s(t)
aumenta cuando k disminuye, aunquc cstc cfccto
ocurre debido a que cl gradiente ¢n la interfasc raiz-
suclo (como una funcién de k y C (s)) disminuyc.

. Un andlisis mds dectallado dc los resultados mucstra

que cxistc un valor 6ptimo dc k para cl crecimicnto.
Ademds, la concentracién dec la interfasc cs
aproximadamcnic constante, dec acucrdo con los
resultados de Willigen [9] para cl caso particular de
la toma de nitratos.

451 - ANALES AFA Vol. 3

Rccalcamos que cste ¢s un trabajo de naturaleza
lcOrica y represcnta una aproximacion cualitativa
para cl crccimicnto de raices debido a la
incorporacién de un udnico ion mdévil. Por
comparacion cntrc los rcsultados del presente
modeclo y el modclo para ioncs que son
rclativamentc  inmoviles para  bajas y altas
conccentraciones, concluimos que la cinética de
absorcioén (J =kC o J = J, respectivamente) es més
clicientc para bajas concentracioncs a través de
ambos métodos.
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