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Se plantea un modelo de crecimiento de raices de cultivos debido a la absorcién de p-iones poco méviles y g-iones
méviles a través de un problema de frontera libre. Se estudia los efectos resultantes de diferencias en disponibilidad
y transporte de nutrientes a través de la rizésfera producidos por una absorcién activa tipo Michaelis-Menten. Las
ecuaciones del modelo son resueltas mediante el método del balance integral y las soluciones numéricas permiten
estimar el crecimiento radial de raices asi como la concentracién de nutrientes sobre la misma. Para bajas y altas
concentraciones se encuentra un ritmo de crecimiento lineal a diferencia de lo que ocure a concentraciones
intermedias. Ejemplos de concentraciones para el caso particular de 2 iones (uno poco mévil y otro mévil) sobre la
interfase raiz-suelo en funcién del radio de la raiz y radio raiz versus tiempo son mostrados para el rango de bajas

concentraciones.

L. INTRODUCCION

En articulos recientes'* ha sido propuesto un
método para calcular el crecimiento de raices debido
a la absorcion de un tdnico nutriente a través de un
problema de frontera libre’. En estos articulos la
interfase raiz-suelo s(t) vs. t asi como la concentra-
cién sobre la interfase C(s) vs. s para iones poco
moéviles'? e iones méviles* a bajas concentraciones
fueron calculadas a través del método cuasi-
stacionario®. Ademads, C(s(t);t) como una funcién
explicita de s(t) y el tiempo t, asi como s(t) vs. t han
sido calculados(para iones méviles y poco mdviles)
a través del método del balance integral®”. El objetivo
del presente trabajo es calcular s(t) en funcién de t y
la concentracion sobre la interfase Ci(s(t),t) en fun-
cién de s(t) y t debido a la absorcién de n iones poco
moéviles y méviles mediante el método del balance
integral, estimando el efecto de diferentes parametros
del sistema suelo-planta sobre el crecimiento de
raices.

II. ANALISIS

Como es usual'*'* se asume una raiz cilidrica
inmersa en un suelo homogéneo e isotrépico en
condiciones de humedad, temperatura y luz constan-
tes. El ritmo de toma de iones es descripto por
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cinéticas activas del tipo Michaelis-Menten, donde
los influjos méximos (J,,) y las constantes de

Michaelis (K, ) son independientes de la velocidad

de flujo del agua del suelo sobre la raiz(v)). El
transporte de nutriente ocurre via conveccién y difu-
sién en la direccién radial unicamente (para simplifi-
car la geometria). En la solucion suelo hay difusién.
Los coeficientes de difusién (D1) y los poderes buffer

b, son independientes de las concentraciones. J m > K;

(poder de absorcién k.= J,,, /K, ), o E, (eflujo) y no
cambian con laedad de la raiz. Los coeficientes D, son
indcpendientes del flujo y v, no es afectada por las
concentraciones de los iones. Se considera nula la
produccién o deplexién de nutrientes por actividad
microbiana y a todo el nutriente incorporado como
disponible para el crecimiento de la raiz (indepen-
diente del metabolismo vegetal). Las cinéticas de
absorcién de iones se consideran independientes
entre si, es decir no competitivas. Se asume que R , R,
..., R_son radios rizésfericos fijos para los iones
méviles y poco méviles con R <R,, donde j corres-
ponde a iones poco méviles y k a iones méviles. El
siguiente problema de frontera libre tiene significado
matemético en el dominio s(t) <r<R ,0<t<T=min
(R,,...,R). Desde un punto de vista fisico se reempla-
za la informacién de C, o el flujo (con i distinto del

BUENOS AIRES - 356



correspondiente al R_ ) sobre r = R, (lo cual es a
priori incégnita) para 0 < t < T por la informacién de
C, o el flujo nulo sobre R para 0 <t < T. Debido al
método aproximado utilizado para la solucién, pode-
mos definir C.= C, (r,t) paras(t) <r<R,0<t<T. Asi,
el modelo de crecimiento de la raiz se expresa en el
siguiente problema de frontera libre (en coordenadas
cilindricas) donde las ecuaciones de transporte para
los n-iones estdn dadas por:

C.
i) Dicin+Di(1+€i)'—l—'= C ,s(t)<r<R,,
r ]

O0<t<T,

las condiciones iniciales para los n-iones méviles y
poco méviles son:

ii) C(r,0)=®,(r),
$Sr<R;,i=1..,n

las condiciones de contorno para los p-iones poco
méviles son:

i) C(R;,t)=C,,,
0<t<T, i=1,...,p

y las condiciones de contorno para q = (n-p) iones
moviles son:

V) -DubCi (R;,1)+V,C(R;,0)=0,

O0<t<T, i=p+1,..,n

las condiciones de balance de masa sobre la interfase
raiz-suelo son:

vi) DbC (s(t),t) + voC;i(s(t),t) =
=KD g oy
1+J—‘~Ci(s(t),t)

i leI(S(t)’t)
i=1 14 Jk—ici(s(t)’t)

m;

—i [2 a,C; (s(t), t)}ds(t)l—l, ...... .n
i=1

1=1

vii)

y la condicién inicial para la frontera libre s (t):
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viii) s(0) =s,, O0<s, <R, <..<R, (1
donde:
Cl = aCl /al', CilT = azci /81‘2, Cil = aCl /at,

r es la coordenada posicién, t es el tiempo, T es el
tiempo para el cual existe solucidn, i) es la ecuacién
de transporte de Cushman!® para el ion i-esimo,
s(t)=ds(t)/dt es la velocidad de crecimiento, a es el
coeficiente estequiométrico para el i-esimoionys_es

el radio inicial. Los pardmetros g, estdn dados por:
€ = VoS /D;b; >0.
Las &, (r) son los perfiles de concentraciones inicia-

les.
Las n condiciones sobre la frontera libre (1-vi-vii)
pueden ser escritas:

Ci, (S(t)’t) = gi(Ci(S(t)’ t) =

1 k,C, (s(t),t)

= voCi(s(t),t) - E; |,

Db 1+J—1—Ci(s(t),t) )
C >0, t>0
s(t) = f(C(s(),1) =
— - 1 k]kcl(s(t)at) — Ei ,
[zaiq] RS ICOR NI IE)
i=1 ™
C. >0, t>0
las cuales satisfacen las siguientes propiedades:
E.
(CH>0 & C,>C, = :
&(C) 1> Cm = @)
conk;>v,, i=1,...,n
£(CpnC) >0 & Y kfi(s(t)’t) > Y E,
i=1 1+—J—iCi(s(t),t) i=1
)

i=1,..,n

Para resolver (1) (esto es, calcular C=C(r,t) y en
particular C, = C(s(t),t) y la frontera libre r=s(t) (a
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priori desconocida) aplicamos el método del balance
integral®’, integrando las ecuaciones diferenciales
parciales (1-1) en la variable r sobre el dominio (s(t),
R) respectivamente:

R, R, R,
C, (r,t}
jci(r,t)dr= D, ICin(r,t)dr+Di(1+£i) j R ALK Y
r
s(t) s(t) s{t)
(6)

i=1,...n

Y proponemos:

C(r,)=®,(D[1+B, (R, -1)> (7

con @, y B, adeterminar,i=1,..,n

las cuales dependen de los parametros del sistema a
través y satisfacen las condiciones iniciales 1-ii) para
los n-iones, las condiciones de contorno 1-iii) para los
p-iones poco méviles y las condiciones de contorno
1- iv) para los (n-p) 1ones moéviles, esto es:

Ci(r,00=d,(r), Vre[s,R,] & B,(0)=0, (8)
i=1,...,n

CGR,1)=C,_,0<t<T

i=1,....n

& @,(R) =C,_,©9)

—Db,C, (R, 1) +v,Ci(R;,t) =06

(10)
i=p+1,...,n
Denotando o, = e, (t) por:
o, (t)=C;(s(t),t) =
= @,(s().O[1+BOR, -sny?] D

las cuales dependen de los parametros del sistema a
través de s(t), @,(s(t)) y B,(t). Reemplazando (5),
(10) en (6), el problema (1) se reduce a:
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R,
| C.(e.0dr=D[C, RO -g(a )]+
s(t)

R,
+Di(1+ei)[&_ai(t)+j Ci(Z’t)dr],
R. S(t) e r

i=1,...,p

? Ci, (r,t)dr = Di[Ci, (R,,t)—g,(0, (t))]+
s(1)

R,
+Di(1+€i) (Dl(R:) ai(t) + J. Ci(;’t)dr ,
R s(t) sy T
i=p+1,....n
s(t) =f (o, (t),...,t (1)), s(O)=s, t>0 (12)

Reemplazando (11) en (12), para el caso de n=2
con un ion poco mdvil y un ion mévil y la aproxima-
cién de bajas concentraciones para ambos, obtene-
mos ¢l siguiente sistema de tres ecuaciones diferen-

ciales acopladas (validas para los casos € #1,2,3):

dB(t) E+E+D +(I+e)E+E+EK+E+E)

3

dt (K +E +E;}
B, (0)=0, i=1,...p
() _F+E,+F;+D,(1+&)(F, +F; +E,+E,)
dt ‘ (Fg+Ey+Ey) ,
B,(0)=0, i=p+l,..n
ds(t) 1 . k,C, (s(1),1) ~
== m - Y E. |
dt [Za'c'] A GG,
i= m;
s(0)=0, i=1,...n
donde:
®,(r)=C, +A|:1—(&Ji:|, con: A= Ei_(ki_‘;o)ci‘ .
- r R' i
| of1-(2] |
i=1,....p
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d>i(r)=FB—;, con: B=
&

1 [1+&J IO
tl s k ’
R, R (k; —vo)B——F

0

i=p+1,...,n.

Los perfiles de concentraciones iniciales &, (r)

dados por (4) han sido calculados a través del método
cuasis-estacionario ' para bajas concentraciones y
son determinadas por el sistema similarmente a las
predicciones de Cushman?®, aunque otras funciones
pueden ser ttiles como perfiles iniciales. Las funcio-
nes F, vélidas para i= 1,...,p estén dadas por:

E= DRA?"+D(1 )[

C. 2O[1+BM Ri-sv)’]|
R; s(t)

E= -%[(ki - Vo)¢i(s(t))[1 +B;()(R; —s(t))z]— E]

E, = (C.. + A)B(D[R; = s(1)]-2(C,.. + A)B, (DR, 1,{%]’
11

sty R, [

A[R® +ﬂi<t)Ri‘i”][ i I ]

= — @+ S () - Ri(clq»n

2 1 1
) R_ﬂi"'l —
g ! [s‘i (t)y RS J

E,=(C. +A)[1+B; (t)Rz][

K =—AB;(1)

= AB(ORS[ 1 1 }

(-g) |s@P@®) RED

F =(C.+ AR[R, —s(t)]————[R("" s (1)),

£)

F,=(C.. + AR, [R? - s(t)]+————§‘fti) [R& —se- )],
Fo = Q"’-;i)[R? ~s*(1)] —%{Ri“‘“" —s®8 ()

Las funciones F validas para i= p+1,...,n estdn dadas

por:
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v, , Dil+e)
Fll= b_ R. Re+1

o= o [0 v @148, O R, -s07] - B

@, (s(t)[1+B, (R, -s(1))’]

F;=-D;(1+¢) 0 ,
_ 2 L _ 1
= FB[1+B,(DR! ][S(t) Ri]

—2FBB; (1R, lnl: I:t)]+FBB(t)[ i —s(v)],

__F{HBi(t)R?][ 11 ]

g+ [ RS

1 1
F t )
B( ) [ £; (t) Rzei]

_FRm[ 1 1
B ey [0 T RE |

F; = FB RY[R; — s(t)] - —1—

( FR:) [R (1-¢;) (l—t.)(t)],

R, =-FBR[R} - (t)]+ RO -0 )],

2e)

Fp =R -9 0] - [R,%* - s+ 0)]

( —Ei)

Puede probarse que para el caso particular €=1,2
y 3, puede obtenerse un sistema similar a * de (n+1)
ecuaciones diferenciales ordinarias.

La solucién del sistema ! es resuelta numérica-
mente a través del método de Runge-Kutta para un
sistema de tres ecuaciones diferenciales ordinarias.
Las Figs. 1 a 6 representan resultados tedricos parala
concentracién de la interfase raiz-suelo C(s(t),t) vs. s
y posicion de la interfase s(t) vs. t en funcién del poder
de absorcién k para un ion poco mévil y un ion mévil.
Las curvas han sido calculadas para valores de
pardmetros del sistema que cumplen condiciones
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necesarias y suficientes para la existencia de solucién
2,8

2 Ctle(t)t) (x10-7 MOL/OM"3) .2 Cua(tht) (x10-7 MOL/CM"8)
kivg4E-7 OO
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1 24 X
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Fig. 1: Concentracién Interface para el Ion poco mévil 1 vs.
radio raiz en funcién del poder de absorcién k1.
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04
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Fig. 2: Concentracién Interface para el Ion mdvil 2 vs. radio
raiz en funcién del poder de absorcién k1.

Fig. 4: Concentracion Interface para el Ion poco mévil 1 vs.
radio raiz en funcién del poder de absorcion k2.
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0.14
012 A:S

ke=gek-7 OM/8
0.1
0.08
0.08
M-{ oMse
- .. ——- -+
0.08 -——-.====__——==.:£=r—————‘
° ' e i
0 o1 (3 ] 0.3 04

RADIO RAIZ (CM)

Fig. 5: Concentracién Interface para el Ion mévil 1 vs, radio
raiz en funcién del poder de absorciéon k2.
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Fig. 3: Concentracién vs. tiempo en funcion del poder de
absorciénkl.
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Fig.6: Radio rafz vs. tiempo en funcién del poder de absorcién
k2.
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IIl. CONCLUSIONES

Del analisis de s(t) = ds(t)/dt y la absorcién neta
A = (kC(s(t),t)-E) para los resultados mostrados en
los gréaficos (notando 1 para el ion pocomévil y 2 para
el ion mévil), se concluye: s(t) y A, aumentan mien-
tras A, no varfa cuando k, aumenta (Figs. 1,2 y 3)
mientras que s(t) y A, disminuyen mientras A no
varia cuando k, aumenta (Figs. 4,5 y 6).

De un analisis mas exhaustivo de los resultados
numéricos para los parametros restantes, concluimos:
s(t) disminuye y A, aumenta mientras A, no varia
cuando C,, aumenta. s(t) no varia cuando D, o D,
aumentan, aunque A aumenta mientras A, no varia
cuando D, aumenta y A, casi no varia mientras A, no
varia cuando D, aumenta. s(t) disminuye y A, aumen-
ta tendiendo a igualarse cuando b, aumenta mientras
s(t) aumenta y A, aumenta tendiendo a igualarse
cuando b, aumenta. s(t), A, y A, aumentan cuando J,
oJ, aumentan. s(t) aumentay A disminuye cuandoR,
aumenta mientras s(t) y A, aumentan cuando R,
aumenta. s(t), A, y A, aumentan cuando v_aumenta.

El comportamiento cualitativo mostrado para es-
tos parametros puede variar si otro conjunto de valo-
res para los pardmetros del sistema son usados. El
presente trabajo constituye una aproximacion teérica
para predecir la toma de nutrientes y una herramienta
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de partida en el disefio de tecnologias para la
optimizacién de funcionamiento de cultivos.
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