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Resumen: Se estudia la toma de nutrientes poco móviles (P o K) mediante un modelo de frontera móvil para un sistema 
radical creciendo en un volumen global variable de suelo (como a campo en cultivos intensivos) y con un volumen de 
suelo accesible por cada raíz individual variando según varía la densidad de raíces. Las ecuaciones resultantes son 
resueltas por el método de elementos finitos. De los resultados obtenidos se muestran y comparan simulaciones para un 
mismo cultivo creciendo en volúmenes fijos (macetas) y volúmenes variables en función de parámetros característicos 
del sistema suelo planta.  
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1. INTRODUCCIÓN

La toma de nutrientes por raíces de cultivos fue presentada por primera vez en el ampliamente usado
modelo de una única raíz de Barber-Cushman [1]. El modelo trata al sistema como dos cilindros 
concéntricos donde el cilindro interior es la raíz (con radio constante, sin ramificaciones ni raíces laterales, 
pelos radicales o mycorriza hypha), cuyo centro es la referencia espacial del sistema suelo planta con 
orientación radial. El suelo (el cual se asume homogéneo e isomórfico con contenido de humedad 
constante) forma un cilindro externo alrededor de la raíz, también con un radio constante. El movimiento 
de agua y solutos en el sistema suelo es solamente radial hacia la raíz, por flujo masal-difusivo. El flujo de 
agua, controlado por la demanda de evapotranspiración (asumida constante en el tiempo) obedece una 
geometría radial del sistema y conservación de masa. La toma de nutriente es una función de la 
concentración del ion en cuestión en la solución suelo sobre la superficie de la raíz asumiendo que la toma 
ocurre solamente de la solución, sin interacción con otros solutos. Una actualización de estos hechos 
básicos incluyen una frontera móvil para el radio externo (extensión de la rizósfera) para tener en cuenta el 
crecimiento de la raíz versus el tiempo y el consecuente aumento en la densidad de raíces y cambios de 
jerarquías en el sistema radical de acuerdo a Reginato et al. [2]. En el modelo de Barber-Cushman, la 
extensión del compartimento de suelo es constante y no se permite flujo de soluto a través de ese límite 
(aunque el flujo de agua no está limitado). Esto significa que en un sistema radical que crece con el tiempo, 
el volumen de suelo crece con el tiempo, lo cual no es tenido en cuenta por el modelo de Barber-Cushman 
que es un modelo de frontera fija. Asimismo, la adición de nutrientes por fertilización es una práctica 
agrícola común. Como resultado los modelos de Barber-Cushman [1] y Reginato et al. [2] predicen 
razonablemente bien en plantas creciendo en macetas donde el sistema radical está uniformemente 
distribuido, pero no tan bien cuando se aplica a condiciones de campo [3]. Algunos modelos que tienen en 
cuenta cambios en la densidad de raíz no resuelven la baja predictibilidad de los modelos de bordes fijos 
[4]. Con el objetivo de resolver esta problemática, en este trabajo se presenta un modelo de frontera móvil 
para la toma de nutrientes de poca movilidad como P y K en volúmenes variables de suelo. 

2. EL MODELO DE FRONTERA MÓVIL

A los fines de presentar las ecuaciones que gobiernan el modelo se asume cultivos creciendo a
condición de campo como en los cultivos extensivos, es decir, cultivos sembrados sobre hileras separadas 
una cierta distancia y a su vez separadas sobre la hilera otra cierta distancia.  Cada planta tendrá asignada 
un volumen representado por una caja de área constante Asuelo y profundidad variable z(t) (hasta una cierta 
profundidad máxima que dependerá del tipo de cultivo). Para trigo, por ejemplo, algunos valores típicos 
para la profundidad máxima de enraizamiento es de 125 cm, la separación entre hileras es de 25 cm y sobre 
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hileras 12.5 cm. Asimismo se asume que no existe competencia por nutriente entre plantas de cajas 
contiguas. Así, el sistema puede representarse mediante un problema de frontera móvil pero en volumen 
variable con el tiempo, estando el sistema radical distribuido homogéneamente en ese volumen y cuya 
densidad de raíces varía según las mismas van explorando ese volumen variable de suelo. Este problema de 
frontera móvil es unidimensional con un radio de rizocilindro R(t) y una profundidad de enraizamiento z(t) 
variables con el tiempo. Este modelo es válido solamente para la toma de iones poco móviles como P y K 
ya que el sistema radical incorpora nutrientes solo desde el suelo muy cercano a las raíces, dejando el resto 
de suelo no explorado y exterior al frente de enraizamiento sin perturbar. Luego, asumiendo solo flujo 
difusivo (Pe = 0 y válido para iones de baja movilidad), el problema de frontera móvil, en coordenadas 
cilíndricas, a resolver es:

 f
o

dCC 1 Cb D r , s r R(t), t 0
t r r r dt

  (1) 

 o o o oC(r,0) C (r) C , s r R   (2) 

 m o uo

m o u

J C(s , t) CC(s , t)D , t 0
r K C(s , t) C

  (3) 

 C(R(t), t)D 0, t 0
r

  (4) 
con la frontera móvil dada por: (Ver Apéndice I) 

 2 suelo
o

A z(t)R(t) s , t 0
(t)

, t
(t)

  (5) 

y la incorporación de iones desde la zona adyacente al frente de enraizamiento dada por: (Ver Apéndice II) 

 f z
o

dC k (t)C
dt z(t)

   (6) 

donde r es la distancia radial desde el eje de la raíz [cm]; t es el tiempo [s]; b es el poder buffer 
[adimensional]; D es el coeficiente de difusión [cm2 s-1] con wD D f  siendo wD el coeficiente de difusión
en agua y f es un factor de tortuosidad (adimensional); so es el radio de la raíz [cm]; vz es la velocidad de 
penetración del frente de enraizamiento en el suelo [cm s-1] y asumida lineal; Ro es la semidistancia inicial 
entre ejes de raíces [cm]; Jm es el influjo máximo [mol cm-2 s-1]; KM es la concentración para la cual el 
influjo es Jm/2 [mol cm-3]; Cu es la concentración umbral por debajo de la cual el influjo se detiene [mol 
cm-3]; R(t) es la semidistancia instantánea entre ejes de raíces [cm]; Co(r) es el perfil de concentraciones 
inicial en [so, Ro] [mol cm-3];  es el contenido de agua (adimensional)  y (t)(t) es la longitud de raíz 
conocida en función del tiempo [cm] (la ley conocida de crecimiento de raíz puede ser lineal, exponencial 
o sigmoidea y en los resultados calculados hemos usado crecimiento exponencial con velocidad k [s-1]. kz

es la velocidad de enraizamiento en la dirección z [cm s-1]. La ecuación (1) es la ecuación de transporte 
difusivo de iones en suelo y la condición (2) corresponde al perfil inicial de concentraciones. La condición 
(3) representa el balance de masa sobre la superficie de la raíz donde todo el flujo difusivo que arriba está 
disponible para la absorción mediante una cinética de Michaelis-Menten y la condición (4) representa un 
flujo nulo sobre el límite de no transferencia o semidistancia instantánea entre raíces R(t). Se resalta que 
esta condición de flujo nulo impuesta en este trabajo es similar a una usada en nuestro trabajo previo [3].
La condición (3) representa el balance de masa sobre la superficie de la raíz entre el flujo que arriba y los 
iones incorporados y la condición (5) representa la frontera móvil R(t) en función de la longitud de raíz 
instantánea y de la profundidad de enraizamiento instantánea. La ecuación (5) para la frontera móvil es una 
versión mejorada de una similar usada en el modelo previo e introduce errores menores en el algoritmo 
computacional diseñado para resolver el problema. La solución del sistema (1) - (5), es obtenida a través
del siguiente cambio de variable, similar al cambio de variable de Roose [5], pero escalando la diferencia 
(r-so) por la diferencia (R(t)-so) y transformando el intervalo (R(t)-so) en un intervalo fijo (0,1):   

 0o
m 2

o 0 o

r sC Dz(t)C (r , t ) C(r, t) ln K , r , t t
b z R(t) s b R

  (7) 

Así, se obtiene el siguiente problema adimensional en dominio fijo: 
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La solución del problema (8) - (12) es obtenida mediante la aplicación del método de elementos finitos 
adaptativos y el uso del software FlexPDE. Una vez obtenidas las concentraciones C(so,t) sobre la 
superficie de la raíz y consecuentemente los influjos sobre la misma, la toma acumulativa de nutriente al 
tiempo t es obtenida según la fórmula (Reginato y Tarzia [6]): 

 f

i

t

f i o t
U U(t ) U(t ) 2 s J(t) (t)d) (t)ddd   (13) 

donde J está dado en mol cm-2 s-1, (t)(t)  en cm y U en moles. 

3. RESULTADOS  

Se estudia la toma de potasio por trigo usando datos extraídos de Samal et al. [7]. Para una velocidad 
de enraizamiento lineal en el eje vertical z, kz = 7.52 x 10-7 cm s-1 y velocidad de crecimiento exponencial 
longitudinal de raíz kl = 1.756 x 10-6 cm s-1, se comparan las tomas  predichas en volumen fijo (Macetas, 
Figura 1a) y en volumen variable de suelo (A campo, Figura 1b). El tiempo de simulación es de 90 días 
(período vegetativo de crecimiento). El tiempo correspondiente al ciclo completo del cultivo de trigo es de 
280 días, siendo el tiempo correspondiente a la profundidad máxima de enraizamiento a los 220 días.       
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Figura 1. Balance de masa para la toma de K en: a) volumen fijo y b) volumen variable 

Como puede observarse, de la Figura 1, se observa que, a igualdad de datos de entrada, la toma predicha 
para el sistema radical creciendo en volumen variable de suelo (a condición de campo) es 
aproximadamente un 10 % mayor. En la Figura 2, y con datos de entrada iguales, se muestran tomas 
predichas para valores de kz: a) 2 kz y b) 3 kz. De las mismas se observa que las tomas predichas en 
volumen variable son 35 y 66 % mayores a la predicha en volumen  fijo. 
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Figura 2. Tomas predichas en volumen variable para: a) kz = 1.54 x 10-6 cm s-1 y b) kz = 2.175 x 10-6 cm s-1 

4. CONCLUSIONES

De los resultados obtenidos se concluye, que predicciones basadas en experimentos realizados en 
macetas no son extensibles a condición de campo aun cuando las propiedades mecánicas del suelo 
(dependientes del tipo de suelo y contenido de agua) sean similares a las del suelo utilizado en macetas. 
Así, este modelo puede ser una herramienta alternativa para evaluar y aconsejar técnicas de fertilización, 
evitando el exceso de la misma y la contaminación de suelos y napas.   
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Apéndice I. El radio del rizocilindro R(t) es obtenido a partir de considerar la igualdad entre el volumen de 
suelo disponible a las raíces al tiempo t y el volumen de suelo total disponible al tiempo t: 

2 2 2suelo
suelo raíces suelo total o suelo o

disponible

A z(t)V (t) V (t) V (t) R (t) (t) s (t) A z(t) R(t) s
(t)o suelo( ) ( )o suelo

2(t) (t) A2(t) s (t) A zs (t)2
o suelo os

(t)
Apéndice II. Considerando la variación de volumen ocupado por el sistema radical en un cierto diferencial 
de tiempo dt, el mismo está dado por suelo zdV A v (t)dt . Luego, el número de iones incorporado a este 
diferencial de volumen es odN C dV . Finalmente la variación de concentración  Cf (incorporación de 

iones), suponiendo o zz(t) z k t , es: o suelo z f z
f o

suelo

C A k dt dC kdNdC C
V(t) A z(t) dt z(t)
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