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P R E F A C I O  

Dado el notable desarrollo que el terna ha experinlentado en loe iltirnoe aiioe (ver -4nexo I ), el 

Progranta de Malemiiica Pura y Aplicada de Rosario, PROMAR (CONICET-UNR), qrlc sc 

drsarrolla en el Inslituto 'dc Maternities "Beppo Lev?, emprendiii, a travks del proyecto dc 

iirvesligacihn y dmarrollo "Problernaa de Frontera Libre de la fisica Matemitican, la organizitci6n dcl 

interdisciplirlario Seminario sobre Problemas de Frontera Libre y sua Aplicacionea, realizado en la 

ciudzul de b a r i o  (Argentina) durante el perido del 11 al 15 de octubre dc 1988. 

El Cornit.& Organizador estuvo cornpuesto por II. R. BERTOJI.ELL0 (FAMAF, Chrdoba), J. 

E. IUOUILLE'r (IAM-UBA, Buenos hires), E. A. GARCIA (CNEA, Uuenoa Airco), D. A. TAR.ZlA 

(PROMAR, Rosario) (Coordirrdor) y L. T. VILLA (UNSa, Salta). 

La Secretaria estuvo a cargo de L. It. BERRONE, G. G. GARGUICIJFVIClI, S. DI MAR,CO, 

1'. R. MA1I.ANGUNIC (Coordinador), M. C. SANZIEL, C. 0. STOICO, todoa dcl PROMAlt. 

E8t.e Scnrinario ha aiclo realizdo, en yarte, gracias a un sebsidio que a tal efecto otorgi, cl 

CONICET. Adcmis se tonth con la ayuda de laa siguientes Institucioncs Auspiciantea : 
J-

AMCA - Asociacihn Argc~rtina dc Mednica Computational; CAMAT - Comiti Argc~rtino de 

Transfercncia de Calor; CERIDER - Ccnlro Regional de Invest,igilr.iiin y Dcsarrollo dc Rosario; 

CONICET - Consejo Nacio~ial de Ir~vestigncioncs Cierrtffi- y Tkcnicaq; CJUNR - Co~~scjocle 

Invcstigacionee dc la Universiclad N<lcional cle Rosario; Dcpto. dc Matcmit.icir - Escucla de Cict~ciw 

Exactas y Natnralcs; Dcpto. de Matcrr~iitica- Faucla de For~naciiin Biioica; FCEIA - F a c n l t ~ l  dc 

Cicnciaq Exacta?, lngct~icria y Agritrrensnra (UNR); Municipalidad clc R.osario. 

Adcmiia C O ~ R ~ O ~ R ~ O ~las eigrlicntm eatidadee: 

CIDCA (CIC - CONICET - UNIJI'), La Plata; CNEA, Ducnoe Aircs; Consulado de: Ttalia cn 

Rosario; FAMAF (UNC), Ciirdot)a; IAM (CONICET), Duenm Aircs; INlQUI (CONICE'J' - UNSa), 

Salta; PEMA (CONICET - UNI,), Santa Fe. 

En cl Scrnirlario participaror~ 51 personas (dc Iaa cuales 5 Eon extranjcraq) provcr1icr1tc,9 (lo 14 

cilldades argcntir~as y 4 extrarrjeras (vcr Awxo I11 - Liata de Participn~rtm). 



Loa objetivoa del Serr~inario fueron : 

I )  Gmtnr un cncueniro bianrral/irianual de  I a s  personae y g r u j m  qrre trsbajan en problemas dde 

fr'ro~~t.eralibre, en yarticrrlar, cn el prot>lerrla de  Slefan (carnbio de  f a . )  en el pais, a fin dc provocar rlna 

C i i l  inieraccihn eutre l m  nlidrnors. 

2) No lirrlitar el encuentro &lo a rlna reunibn de  cepccialistaa que se comr~nicanlas i~ltirnas noveddce 

en la materia, sino tnmbiCn, y rnuy e~pecialment.e, despertar el interha y el acercarnierlto d e  jhvencs 

gr;r<lu;rdos en Matcnritica, Fisica, Ingenicria Quimica y ram= afinca y, d e  csta mancra, contribuir a la  

fornaacicin de rccursoa humanos. 

F ~ t aterccra edicibn dcl Seminario cstuvo constituida por cursillos intensivas sobte 10s aspcct,oe 

bisicos det terna y con~crerlcias rereridas a ]as aplicacion- (ver Anexo 11). En ai im suce~ivos, los 

cl l r~iuos vcrsarkn sobre aspectos m&s especificos y complejoa, ya  sea desde un punto de  vista tebrico a 

n ~ ~ r n i r i c o  y los principioa td r i cos  i r i n  paulatinarncrlte dando (no tratados en Seminaries anterior-) 

legar a ]as aplicacicu~ce. 

Para finalizar, quicro dejar constancia d e  mi sincero agradecimicnto a 10s p r o ~ m r e aencargad-

dc  la rcdaccibn de  cstas notas como aqirnismo a todm aquellne personas e Institrrcionca que de  una 

manera u o t ra  han co lab rado  para cl Cxito del Seminrrrio. 



A N E X O  I 

P I tODLEMAS D E  F R O N T E R A  L I D I t E  


I m  prohlcrnm dc frontcra lil~rc rron aqrlclloa pro1)lcmm de contorno don& interviene d e m i a  
una incbgnita (la "fronlcra librcn) quc ecpara dm o m i s  regioua, y sobre la coal ~ t ,conecen ciatos qve 
dcpenden dcl rncdelo analizado. Segiri cl niirnero dc dirncnaioncs dcl cspacio, ell l u g ~ rde una supc.rFicie 
dc scparacibn sc p d r i  tcncr una curva o un niiniero finito dc pantos. 

UII  crjrn~plo lipico rn el problclna clc Stefan (o prol)lelrla de cambio clc I;I.SC), qirc cst,udia la 
tcrnpcratura en el t:spxio wrlpatlo por dos fwc,s de un cucrpo, gc~icrallncntc una f a x  stlida y rlna 
Iicluida ( p r  cj. hiclo y agua ell prmcsos dc fusihn o solirlificacibn). I,= frlncioncs quc rcprcacntan laq 
tcrr~peratriras dc las dos f ~ c e  satislac.cn las corresponrlicntes ecuacionm dcl calor. Sobrc la srrprficic dc 
separacibn, que puedc variar cn el ticrnpo y que se encuentra a tcr~iperatura constantc, sc imponc rina 
condicihn adiciorlal qile surge dcl pdncipio dc conmrvacibn de la energia. El inlcrCs y la clific~rltad dcl 
problenla sc debe cr la prescncia dc dicha frontcra libre, cuya detcrrninacih~~ dc f~nclarncnt~sl 
importancia en la prict,ica. 

Olros ejcrr~plos soli: 

* problcmrzs dc l~idrinlica, por ej. el dcl dique poroso, donde una srrpcrficie dcsconocida scpara la 
zona scca de la zona hirmcda; 
* cl problclnir dcl obsticulo, doirelc hay una zona de cont,acto entrc el obstricrilo y la configuracibn 
dc equilibria dc la cucrda o rrlerrlhrana cl$stica; 
* problcma5 clc dirrisihn-rcacciAr~ gas-&lido en lngcnicria Quimica, tlondt! la supcrficie incbgnila 
separa la regihn dcl sblido ya atacada de la lodavia no atacacla; 
* problemas de clwto-plmlicidad, problcmas tCrmicoo con pared eemi-pcrmcablc, ecn~iconduclorca 
l~ajouna unibn P-N, problemas de mccinica de loa fluid-, etc. 

Entrc las mi l t ip la  aplicnciones de cstos problcrnas se puedcn mencionar: elcctropintura; 
cnvcircr~arnientoy regcncrcaciGn de catalixdorcs; combustibn de shlidos; solidificacibn de ale,xiones 
bioariaq; soldadura dc ~nctalcs; colada continua del acero; congclaci6n clc alirncntos en la indust.ria 
frigorifica; alrr~~xenarnaicnbo de er~ergia tCrmica de origcn solar jmr cambio de fasc; oxidacibn del 
eirconio y fusibn del dibxido dc urar~io en reactorca nuclear=, en caso de accident-; procesos de 
crblacibri t6rrnic.a; difosibn-consurno de oxigeno en tcjidas vivoa, para el tratamiento rnkdico de trlmorea 
mediante la aplicacibn de radiacionca; problemas de control bptirno ligwlcm a proccsos con carribio de 
fase; solidificacibn de suclos hiirnedoa; derretirnicnto de glaciarea; etc. 

El avarice considcrablc quc sc Iia obtcnido en el desarrollo tcbrico de estos tc~nas a nivel 
national, y sus var idas  aplicacioues industrial- que se encuentran en ctapa inicial, impulsan la 
realizacibri de a t e  I11 Sclninario, prosigr~icnclo la linea de loa ya coircrctados I y 11 Serninario sobrc el 
Problcrna de Stefan y 811s Aplicacioncs (baario,  4-8/7/83 y 13-17/10/86, respcctivarncnte). El 
rnatcrial corrcspondiente a cstos iltirnos ha sido publicdo cn la colcccibn CtJADERNOS dcl Irlstitrito 
de Matc11litic.a "l3eppo I,cvin, nilrncros 11, 12, 13 y 14. 
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LA FILTRACION EN MEDIOS POROSOS 


MARIO PRIMTCERIO. ROBERTO CTANNT 
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UIPAR'I'ISIENTU DI MATEhlATTCA "U1,TSSE [IINI" 


V i a l e  M o r g a g n i  67/A 


5 0 1 3 4 - F i r e n z e ,  I t a l i a  






1. IntroducciGn 


Consideremos una muestra de arena que llena un recipiente de volumen 


1: supongarnos que se pueda agregar un liquido sin que 10s granos de arena 

se muevan p sea Vo el volumen miiximo de liquido que se puede,agregar. 

Diremos que la cantidad 

es la por0sida.d media de la muestra de arena. 


Sea ahora P un punto de la muestra; con el mismo procedimiento 


podemos definir la porosidad media T(P;R) de la arena contenida en 


cualquier esfera de centro P y radio R. 


Si hacemos vakiar R, se verificara una situacibn de este tip0 


fig. 1 

Si como en la fig. 1 existe un interval0 R ,  5 R 5 R2 en el cual el ra- 

dio de la esfera es suficientemente pequeiio como para que la influencia de 



las desho~nogencidades macroscbpicas resul te despreciable, per0 suf iciente- 

merltc grande con respecto a las dimensiones medias de 10s granos de arena 

y de 10s poros, entonces T ( P , R )  es constante en este intervalo y se toma su 

valor como porosidad el p1inttoE. Este tipo de aproximacibn es el tipico 

de la meciinica de 10s sisten~as continuos. [,as cantidades son el valor me- 

d i o  sobre un volumen elemental representativo (R.E.V.), pequeiio con respec- 

to a las dimensiones de las regiones en las cuales se estudia el fenbmeno, 

per0 grande con respecto a las dimensiones microsc6picas; cuando esto no 

es posible, no vale en general el esquema continuo. 

En base a lo antedicho, podemos dar las siguientes definiciones 


1)cfinicibn Se dice que un dominio R E R ~estA ocupado por un medio 

por-oso cuando existe una funcibn r : Q + ( O , l )  de nlanera que la masa m ( D )  de 

liquid0 de densidad dada po que puede estar contenida en una regi6n 

ar-bitrariaD C R  es no superior a1 valor (de saturaci6n) 

SlAs generalsiente podl-air considerarse casos en 10s cuales c=c(P,t). 


Es evident.e que, en la aproximacibn que hemos elegido, las 


dimensiones d e l  subconjunto D no serAn nunca infcriores a las del R.E.V. 

Dt:finicibn 1.2 Se llama saturacibn del medio poroso (en el punto P y en 

el instaote t) a1 cociente 



donde K es un R.E.V. centrado en P l ,  m(K,t) es la masa de licluido conteni- 

do efectivamente en K y m,(K,t,) es el valor maximo (de saturacibn) de la ma- 

sa de liquido que puede estar contenida en K. Obviamente a € [O,l]; ademzis 

a=O corresponde a1 ntedio scco y u=l corresponde a1 medio saturado. 

Equivalentemente, 1-r es la relacibn entre el volumen ocupado por 10s 


46granos" del medio poroso y el volumen total. Por lo tanto r es la relaci6n 


entre el volumen de 10s. "poros" y el total, mientras ra es la relaci6n en- 


tre el volumen ocupado por el liquido y el total; todo este aniilisis estA 


referido a una situacibn homogknea, per0 puede fiicilmente generalizarse. 


Consideremos un medio poroso saturado con un liquido dado. Por 

simplicidad consideremos €=constante y estudiemos el flujo estaciona.rio 

del liquido a travhs de una seccibn C normal a1 flu jo en presencia de un 

gradiente constante de presibn (fig. 2) 

f i g .  2 

'~ltcrnativamente. se p~rede llegar a la misrna ticfinicibn de a con un 

razonamiento similar a1 que nos-ha conducido de 7 a r. 



fig. 3 


o bien cuando, siendo igual la presibn en 10s dos extremos (+or ejemplo la 

atmosfkrica), se tiene un desnivel (fig. 3). El eje z se elige coincidente 

con el eje vertical descendente. 

En el primer caso se prueba experimentalmente que la cantidad de 

liquido que fluye en un tiempo T en la direccibn de las x positivas estb, 

en buena aproximaci&n, dada por 

. ' ? . I )  Q = cCT (PI-P2)/L . 

En el segundo caso se tiene 


La constante c depende del medio poroso y del liquido. A partir de 

estos resultados se enllncia la ley de Darcy, en base a la cual el vector 

tie flujo q esta dado por 

o sea. la cantidad de liquid0 que pasa por una superficie regular C de 




normal (en el sentido dado por el sentido de n) en un interval0 (tl, t2) 

es 

L 

Q = Idt [ l g  . .dz] ; 

t, z 

Q es el caudal (en inglks "discharge") a travks de C ,  mientras que la 

velocidad macrosc6pica media del fuido a travks de C es V=Q/c . 

Distinguiendo en la constante c la influencia del medio poroso de la 

del fluido se encuentra que c=k/p donde p es la viscosidad del liquid0 y k 

depende solo del medio poroso y se llama permeabilidad; entonces la 

f6rmula (2.3) se escribe 

Poniendo 


cuando p es constante la ley de Darcy se escribe 


(2.6) $ = -K grad(&-a) . 

La (2.6) es la forma miis comhn de la ley de Darcy; K es la llamada 


cond~~ctividadhidrhul ica mientras la cota P/pg-z se 1lama cota hidrkul ica 


o altura ~iezomhtrica (en inglks "hydraulic head"). 


Consideremos brevemente el caso, hasta ahora excluido, en el cual p 


no es constante. 


Si estii dada la dependencia de p de la presibn se usa la ley de Darcy 


o tambiCn K=kg/u, donde ..u=p/p es la viscosidad cinemiitica. 



q' = -U grad 
$Po-

per-omas simplemente puede ser oportuno usar la for-ma 

que se refiere t,ambi&n a1 caso en que p dependa de la cota y que expx-esael 

simplisimo hecho que el flujo estA determinado por la presion rnenos la 

prcsion hidrostAtica, que es 

Si ademAs el medio poroso es no homo~rkneo (pero se conserva la 

hip6tesis de isotropia) la ley de Darcy se escribe en uno de 10s modos ya 

vistos, con la Gnica advertencia de que K (o bicn k) es variable con la 

posicibn. 

Una Gltima observacion: a1 escribir la ley de Darcy el observador 

que efectha la medicion del flujo se supone en reposo respect,^ a la matriz 

porsosa ( indeformable). 

I'ara 10s casos fit. anisotro~ia,deformabilidad clcl mcdio y limites de 

\*alidc:zde la ley de Darcy, se recomienda consultar 10s clasicos textms 

CsJC93 



3. Medios no saturados 

Consideremos ahora un medio poroso en el cual el liquido (nos 


ocuparemos siempre de sistemas con un solo liqrlido: el problema de dos o 


mas liqnidos inmiscibles, como en el caso aglla-petrbleo, no 'set-a 


considerado) no ocupe todo el volumen de 10s poros; sea entonces u<l. 


En tal caso se supone todavia valida la ley de Darcy, per0 la 


conductividad hidriiulica es funci6n de la satnraci6n: K=K(u). En la 


bibliografia se encuentran distintas determinaciones experimentales de 


K(u); a menudo se supone una ley empirica del tipo ([15]) 


Por otra parte, es tambiitn razonable suponer que por debajo de rlna 

saturacibn critica ya no sea posible aplicar la ley de Darcy, pues la 

regi6n ocupada por el liquido no es mas conexa. Se escribe entonces [46] 

donde Ks es la contluctividad hidraulica del medio saturado y uo es la 


saturacibn critica. 


Pasamos ahora a hablar de la presibn en un liquido en un medio 

por-oso. Si u=l, la presion se define (y se mide) en modo ana.logo a cuanto 

se hace usua1ment.e en fluidodinan~ica. En cuanto a la tlcnsidad, en el caso 

mAs simple qrle estarnos considerando, el fluido es incompresible y su 

densidad no depende de la presibn, p=po. Otras ectraciones de estado que a 

veces se consideran son 



cloncle po es la densidad a la prt3sion de refer-encia po, p es el coeficiente 

t i c  c.l)n~presibilidacl, o sea un valor medio de la ca~~t~idaci 

c.ri 1 interval0 de densidades considerado. En todos 10s casos concretos 

( 3 . 3 )  y (3.4)son equivalentes ya que p(p-po) << 1 . 

Se pueden ademas tomar en consideracibn problemas en 10s cuales 10s 

fluitios son no homogitneos y por lo tanto po puede depender de la posici6n. 

Cuando el medio no esti saturado, la presihn del liquid0 no es la 

prcsibn del air-e circundante, por efecto de la capilaridad en el interior 

cle 10s poros. La diferencia entre la presibn del aire pa y la presi6n p se 

llama presi6n & car>ilaridad y es ilna funci6n de la saturaci6n 

caract,erist ica del medio poroso: 

En la mayoria de 10s casos pa es constante y se t.oma igual a cero. La 

cur va p, es entonces tal que p,=O para u=l y -nu < 0. Ademis, en principio 
dpc -

se tiene pc-+oo cuando a-0. 


En la bib l  iografia se encuentran d isti nt.as tlxpr-es iones empiricas 

clr:d~~cidasde datos exper-imen tales, por e jemplo 

(:{. i )  u = ( l+apf) - 1 / 2  9 



como en [13]. En (3.7) y (3.8) a y b son constantes a determinar. 


Por otra parte el caso u=O carece prii~t~icamente de significado, a1 


menos en la situacibn en la cual estamos interesados (en la que se desecha 


la migracibn del vapor, se mantiene la temperatura constante, etc.), a tal 


punto que podria ser razonable suponer que u=ure, para p,>pc, con or, 


coincidente o no con la a. de (3.2). 


Para tener en cuenta este hecho se puede sustituir a en (3.7), (3.8) 


por aeq=(o-ares)/l-arm e introducir R en el segundo miembro (por ejemplo 


en la f6rmula (3.8) se podria escri bir [(l+bpc)-1/4-(l+bpc)-1/4]/ 


C1-(1+bpC) -1141) 


Una diferencia importante entre (3.7) y (3.8) es que en la primera 


da du
-<O, mientras que en la segunda -<O para cada p, finito. 

dp, - dpc 

Concluimos este pariigrafo trascribiendo algunas relaciones empiricas 

entre K y p (o sea entre K y -p,) que se encuentran en la bibliografia para 

interpolar datos experimentales bastante le janos de la saturacibn critica, 

a saber 

o bien 


Una Gltima observacibn se refiere a la dificultad para obtener datos 


experimentales reproducibles, entre otras cosas por la presencia de 


evidentes fenbmenos de hist&r,esis: la capilaridad como funci6n de la 




4-nsos de drenaje. Para tener solo una idea del fenon~eno,que no trataremos 

acl~~i,ver [ 8 ] .  

4 .  Ilalance: de masa 

Esta claro que. en ausencia de fuentes, la conservacibn de la masa 

dc liquid0 toma la siguiente forma 

a-((pa) + div pq' = 0at 

y, en la hipot,esisde validez de la ley de Darcy 

a K 
&('pu) = divLg grad p - Kpe3] 

.Aqui usamos (2.6) e indicamos con e3 el versor del eje vertical 

(dcscendente). 

Consideremos en primer lugar un medio saturado; si el medio poroso 

e s  indeformable (€=constante) y homogineo (k=constante) y el liquido 

incompresible (p=constantej, se tiene 

Sea ahn '=constante y u=l. Si el fluido es compresible per0 k/p se 

puede suponer constante tendremos 

tlonclr pf=* se puede drducir de la ecuaci6n de estado. por ejemplo (3.3) o 
fiP 

Con referencia a (4.4) recordemos brevemente que la misma se aplica 



para el flujo de gases en medios porosos: en tales casos generalmente se 

desprecia el hltimo tdrmino del scgundo miembro dcbido a la gravedad. 

Si la ecuacion de estado es la de una transformation politropica 

p=cp", cr 2 1 entonces se ticne (limit,&ndosc a un caso unidimensional por 

simplicidad de escritura) 

( 4 . 5 )  Pt = C (pcrpx)x 

o tambihn 

(4.5')  Pt -- a(p Pu + 0 - I  P:) 

El caso a=l corresponde a1 caso isotirmico. Claramente (siendo a l l )  

la ecuacion es uniformemente parabolica solo donde p>po>O. 

Pasemos ahora a otro caso: aquel en el cual las va.riaciones de la 

presion no modifican la densidad del liquid0 sin0 la porosidad (y por tanto 

tambihn la permeabilidad) del medio. Tendremos 

( 4 . 6 )  rtpt - [k Ap + kt (grad p)2 - k'pgp,] = 0 . 

Considerernos ahora el caso de medios no sat.urados, per0 con la 

hipotesis de incornpresibi1idad del fluido y de indeformabi1idad de la 

natriz porosa. 

Limitandonos, por simplicidad d e  oscritura, a casos en que las 

cantidades en exarnen dependen de la presibn solo a travits de la altur-a 

piezombtrica z ,  tendremos 

que se completa con una relacion entre p y u y con una ley que expresa K 



en funcion de la cantidad elegida como funcion incognita. Expresando todo 

en funcion de u se tiene entonces 

que tambihn se escribe ([49]) 


donde 0=cu es la masa de agua por unidad de volumen, K se supone dada en 


funcion de 0 y se define la difusividad como 


En funcion de la.presi6n la ecuacion anterior se escribe 


Algunos autores prefieren introducir la funcion 


(transformation de Kirchoff) 


y escriben 


(4.12) [e(u)It = uzz - [7(u)]z 

donde r(u)=K(p(u)) y 0 se expresa en funcion de u a travhs de la ley 


experimental a=u(p) y la inversa de (4.11). 


5. Condiciones contorno 


Anticipemos una observacion de caracter general: asignar una 


condicibn de contorno para un problem matelaatico puede corresponder a dos 




situaciones distintas en el problema fisico que se esta considerando: la 

condicibn puede ser prescri~t,a por el e~periment~ador o puede ser 

simplemente medida por 61. En el primer caso tenemos rln experiment0 que 

puede ser reproducido o modificado oportunamente y por lo tanto mas litil 

para verificar la validez del modelo usado. En el segundo caso se describe 

una situacibn midiendo y registrando 10s valores de determinadas 

cantidades en instantes y en puntos distintos; algunos de estos valores 

(en general aquellos iniciales y/o sobre el contorno) son utilizados como 

"input" del modelo, 10s demas, para confrontarlos con 10s valores que se 

obtienen como "ouput" del modelo. 

En el estudio de un problema de filtracibn, si el medio poroso esta 


saturado y su contorno es fijo, las ecuaciones a considerar son (4.3) o 


(4.4) o (4.6); en este caso es bien claro y conocido que condiciones de 


Dirichlet sobre la presi6n son condiciones que pueden ser prescri~tss por 


el experimentador. Tambiin el flujo sobre el contorno puede ser prescript0 


en 10s casos parabhlicos (4.4) y (4.6), mientras no es arbitrario sobre 


todo el contorno, como es sabido, en el caso de la ecuaci6n de Laplace 


(4.3). 


Pero la situacibn es mas compleja y presentma nuevos aspectos cuando 


nos encontramos con un medio no enteramente saturado. Para fijar ideas 


consideremos aiin la filtracibn unidimensional en la direccibn vertical 


(descendente) z en una banda ZE(O,L) y ocr~pimonos de las condiciones sobre 


la superficie z=0, que en muchas aplicaciones coincide con la superficie 


del suelo en el cual se estudia la filtraci6n. 




a) Condiciones & cont,orno tSino Dirichlet 

Sea dada p(0,t) (o u(0,t) si se usa la transformacibn de Kirchoff). 

Si p(0, t) > 0 (u > 0), se tiene saturacibn en las proximidades de z=0;en 

tal caso el experiment.ador puede efectivamente prescri bir la presibn, por 

ejemplo variando la presibn ambiente, o poniendo una capa de liquido sobre 

la superf icie 1ibre del medio poroso y eventualmente e jerciendo oportunas 

prsesiones sobre la misma. Esta claro que sera necesario agregar liquido, 

para mantener la banda saturada. 

Si en cambio se tiene p(0, t) < 0 (u < 0), el medio es no saturado en 

proximidades de la superf icie y la presi6n p(0, t) del liquido. en 10s poros 

no coincide con la del aire (la diferencia depende de la saturacibn) y por 

tanto no puede ser prescripta por el experimentador, per0 puede ser 

medida. 

Si finalmente p(O,t)=O (u=O), en principio es posible que p >0, p <O 


o p=O en un entorno de z=0. El primer caso se puede verificar solamente si 


todo el dominio (0,L) esta saturado y p(L,t)>O; en efecto, en la zona 


satlrrada se tiene pZz=O. En cua.nto a1 irltimo caso (banda saturada a presibn 


nula adyacente a una banda no saturada), veremos que esto no se puede 


verificar si la ecuacibn en la zona no saturada es uniformemente 


parabblica (la uniforme parabol icidad permi te ademas exclnir que p no 


tenga signo determinado en cada entorno de z=O). 


Sicmpre en el caso de condiciones del primer tipo, se puede suponer 


que se conoce a(0,t) (O(0,t)). Es evidente que si a=l la condicibn no 


ticr~e realmente significado, porque puede corresponder a diferentes 




presiones. Si a < 1, se trata aun de una condicibn que es medible per0 no 

puede ser prescripta. 

b)  Condiciones & contorno t i ~ o  Neumann 

Si la banda superficial esti saturada, asignar el flujo de liquid0 

(masa por unidad de tienpo) significa asignar -K(p (0,t)-pg)=Q(t). A menos g z  

que el dominio no estb todo saturado (en tal caso pZ puede tener cualquier 

signo, per0 obviamente las condiciones sobre x=O y x=L deben ser 

compatibles; por ejemplo, si esti asignado el flujo sobre z=L, 6ste.deberii 

coincidir aCn con Q(t) y la solucibn serii determinada s6l0 a menos de una 

constante), se requiere que pZ (que es constante en la zona saturada) sea 

no posi tivo. Se requiere por tanto Q(t) 2 Kp, mis precisamente veremos que 

debe valer la desigualdad en sentido estricto si la ecuacibn es 

uniformemente parabblica en la zona no saturada. Si la capa superficial es 

-no saturada se tratari de asignar Q(t)= -LK(~)(~,-~~)~~_~, o sea, despu6s l3 -
de la transformaci6n de Kirchoff , Q(t)=-p[u,-y(~)]~=~; o bien, expresando 

todo en tbrminos de 8, se tiene Q(t)=-p[D(8)8z-K(8)]z=0. 

Si Q(t)>O (infiltracibn), seri necesario verificar que la capa 


superficial se mantenga no saturada. 


Condiciones sobre el flujo pueden ser medidas y tambi6n prescriptas. 


Otra condici6n bastante natural podria ser asignar una evaporacibn Q(t) 


(<0) funci6n de la presibn o de la saturacibn. 




c )  Condi  c iones & ''pond i ne" 

Una condicibn natural, que puede ser prescripta o medida, es asignar 

el volumen de liquido R(t) suministrado a la superficie del suelo z=0. Si 

;stc es excesivo respecto a1 que puede ser drenado de la banda porosa, una 

parte se acumularii en la superficie, formando una capa de espesor 

Si L(t)>O se tendra ademiis 


Entonces (5.1) y (5.2), junto con una condicibn que asegure que el 


medio se mantiene saturado en la superficie, dan una relaci6n entre pt(O,t) 


Y ~z(O,t). 


Miis generalmente podremos escribir 


- UP)(Pz-Pg)I,-O - = R(t) Pg t, Il(p(0, t)) - P~(O' , 

don~le.I1 es la funcibn de Heaviside. 

Concluimos este pariigrafo observando que las mismas co~~sideraciones 


(salvo obviamente las relativas a1 ponding) pueden ser hechas para las 


condi ciones sobre el contorno z=L. 




PARTE II .SOLUCIONES CLASICAS 


1. Ceneralidadcs 


Reescribamos el balance de masa en un medio parcialmente saturado y 


en ausencia de gravedad en la forma 


completandola con la relacion 


(1 - 2 )  	 u = 4(e) , 

o tambidn 

(1.2') 0 = 4(u) . 

Pero la forma (ll), (1.2) (o tambiitn ( l ) ,  (1.2)) es una forma 

geileral que incluye distintas clases de problemas, a1 variar la ley d(0). 


Por ejemplo, si 


(11)-(1.2 corresponde a la ecuaci6n del calor. Si adenas ~Ec'(R) y se 

tiene 

( 1 . .I) a. -< ( I )  5 al , 

( 1  1	 )2 correspontle a una ecuaci6n de difusi6n no lineal con 


difusividad l/q'(u) 	 . 

Si se tiene 



para u > 1, estamos en el caso (4.5) de la partc I. generalmente I lamada 

'.ecnacibn de medios porosos" y estudiada para 6 2 0 .  El c-aso O < a < 1  

tambikn es degenerado en 6=0, mientras que cuando - 1  < a < O  se tiene la 

1 Ianacla "fast diffusion". 

Cuando 


c o n  f(u) EC'  , a0<f1(u) <al , L > O  y uo son const,antes y 11 es el grafo de 

Ileaviside, tenemos un problema de conduccibn del calor con cambio de fase 

i t  temperatura uo y calor latente L. 

En el caso del modelo que hemos descripto en la parte precedente se 


ticne 




En las partes I1 y 111 nos referiremos a este 6ltimo caso, con o sin 


la presencia del tirmino extra -[y(u)], debido a la influencia de la 


gravedad (ver la ecuaci6n (4.12) de la Parte I). En esta parte I1 


discutiremos la resolucibn en sentido clasico y en la TIT consideraremos 


soluciones dkbiles. 


En 10s problemas que consideraremos la "patologia" esta presente si u 

se hace cero (si 0 se hace igual a c ) ,  en prktica si se tiene la presencia 

simultAnea de regiones saturadas y no saturadas. Problemas distintos 

surgen cuando O puede anularse; de kstos nos ocuparemos brevemente en la 

parte IV, donde nos referiremos tambiin a algunas cuestiones de caracter 

modelistico. 

2. Un problema en la banda 

Para que una aproximaci6n clasica a1 problema sea posible es 

necesario introducir algunas ulteriores restricciones en (1.7). 

Suponemos que para cada U > O  existen 6 y A tales que 

A > ( u )  6 > 0 , 

En base a lo antedicho y refiriindonos inicialmente a un caso en el 

cual se desprecia la gravedad, consideramos un problema de filtraci6n en 

una banda zE(0,l). 


Sea inicialmente 


( 2 . 2 )  O(z.0) = Oo(2) < t *  



Sobre el plano z=0 sea dado, en funcion del tiempo, el flujo 


saliente de liquido, a saber 


Consideremos ahora las condiciones sobre el plano z=1. Si est6 dado 


entonces el problema (1.1)-(1.2') adrnitiri una solucion u(z,t) negativa en 

(0,l)x (O,T), para un T oportuno; es decir una solucibn en la cual toda la 

banda es no saturada y que se obtiene resolviendo simplemente una ecuacibn 

parab6lica no lineal. Veremos m6s adelante que bsta es la irnica soluci6n 

en el sentido clasico; en la parte I11 encontraremos que la unicidad 

subsiste airn para una clase m6s vasta de funciones. 

Todo lo antedicho vale tambiin en el caso en que las condiciones 


,o bien 


Supongarnos entonces que se tenga 


o bien 




En ta1 caso buscaremos en un oportuno interval0 & tiernpo (0,T) 

soluciones tales que exista un plano movil (de ecuacibn z=s.(t) con s(O)=b) 

que en cada instante separa la zona no saturada z~(O,s(t)) de la saturada 

z€(s(t),l); obviamente s(t) es r~na incbgnita del problem.. 

Si una tal soluci6n existe, se tendra 


en la parte saturada (u >O), y 


(2.10j a(u) uZt - ut = 0 , O<z<s(t) , O<t<T, 

en la parte no saturada; en la (2.10) hems pueoko 

POT otra parte sobre el plano de separaci6n entre las dos w n a s  la 

presibn a continua y nula, mieatras q el flujo de liquid0 sera 

cmtinuo. 

De (2.9) sigue inmediatamrite 


(2.12) u,(s(t)+,t) = U ( t )  [I-s(t)]-' , 


si la condicibn sohre z=1 es (2.7); an el caso (2.8)se tiene en cambio 


(2.13) 	 uz(s(t)+9t) = g(t) . 

Ya que de ( 2 . 2 ) ,  con la hipotesis (2.1)- se llega de m a n e r a  inica a 

un solo dato inicial h(z), para u(z,t) tencmos que resolver el siguiente 

problema de frontera libre: 



Problema Encontrar {T,s,u) tales que 


(i) 	 T > O  , s€C[O,T] , s€(O,l) ; 


1,o -
(ii) UEC~"(D~)~IC(DT) , donde 

(iii) se satisfacen las siguientes condiciones 


donde F(s(t),t) tiene una de las dos expresiones del segundo miembro de 


(2.12) o (2.13). 


Buscaremos soluciones de (r) que posean ulteriores propiedades de 

regularidad ( s E c'(o,T), ut continua hasta z=s(t)), de modo que derivando 

(2.17) y usando (2.14) y (2.18) se obtenga 


Llamaremos problerna (n') aquel en el cual (2.17) se sustituye por 

(2.19). Notemos que una soluci6n de ( I )  resuelve obviamente ( r )  ya que 

(2.18) y (2.19) implican ti(s(t),t)=O y por tanto u(s(t),t)=O si h(b)=O, 


condicibn esta iltima que por otro lado es necesaria para la existencia de 


soluciones de (%)en el sentido reciitn especificado, ya que u(z,t) es 


continua en DT. 




-- 

Por lo tanto escribiremos la ecuaci6n (2.19) en la forma miis simple 


con 


flbservacibn 2.1 Si hubiiiramos considerado (2.17) y (2.19) - en lugar de 

(2.18) y (2.19) - como condiciones sobre la frontera 1ibre, habriamos 

ciertamente perdido la unicidad ya que s(t)=b y u solucibn de (2.14)- 

(2.17) habria sido soluci6n del nuevo problema, pero no de (,K). 


Con la transformaci6n 


el problema a resolver se escribe, con obvio significado de 10s simbolos 


Qbservaci6n 2.'2 Para escribir (2.25) se utilizb el hecho que U(t) y g(t) 

son estrictamente positivas. Si se anulan para alglin t, la demostracicin 

que daremos es viilida solamente para T < E ;  por otra parte todo nuestro 

razonamiento es local. ~ s t a  es tambi&n la raz6n por la cual el signo de 

f(t) no jugarii ninglin rol en la demostracibn: si f fuera negativo podria 

existir un instante a partir del cual nace otra banda saturada en 

0 



proximidades del plano z=0. Nr~estrosteoremas siguen siendo viilidos para 

T < i. Notemos tambibn que mientras la existencia de una banda no saturada 

comprendida entre dos bandas saturadas es compatible con nuestro esquema, 

ksto resulta incompatible con las dos situaciones siguientes: 

(i) banda saturada comprendida entre dos bandas no saturadas: en tal ca-

so se tiene necesariamente u r O  en la zona saturada, per0 esto signi-

ficaria que la ecuacibn (por hipbtesis uniformernente parabblica) que 

vale en la zona no saturada u < 0, tendria un miiximo u=O sobre la in-
terfase con una derivada uZ=O, por continuidad; y esto contradice el 

principio del punto frontera (versibn parabblica del lema de liopf). 

(ii) una zona no saturada que, en el plano (x,t), tuviera interseccibn 

vacia con el segmento t=O y con 10s segmentos {x=O, t E (0,a)) y 

{x=l, tE(0.a)) para algiin a>O. TambiCn esta situaci6n estaria en 

contradiccibn con el principio fuerte del maximo. 13 

3. Estimaciones a priori y soluci6n & problems auxiliar 

llagamos las siguientes hipbtesis 

( A )  a(u) Ec2(~-) , 

O<vl(lul) <a(u) 5v2(lul), con vl1 y v2 funciones crecientes. 

lta( C )  F(z,t) E (P,~-P)x ( O m  para alglin p > O  , 

O<F<F, en (~91-11)X(OJ) 

IIFz IIa + IIFt IIa < Fo en (~91-P)x(O,T) 



(:onsideremos el problema 

a(U) U,, - Ut < 0 9 

U admite una estimacibn a priori 

(3.2) -K (1-2) < U(2,t) < O  , 

donde K depende de h y de f. Entonces resulta a(U)€[uI(K),u2(K)] y el 

problema (3.1) admite soluci6n con T arbitrario. Se tiene entonces 

Pronosici6n 3.1 Sea (T,s,u) una solucihn del problema (A). Se tiene 

(3.3) u(z,t) I u(z,t) < 0 , en DT . 

Demostraci6n Es una inmediata consecuencia del principio de m6ximo. 

Por lo tanto toda solucibn de (A) est& acotada a priori. Si entonces 

definimos a*(u) coincidente con a(u) para u E  [-K,O] y acotada para u<-K, 

haciendo una prolongaci6n de regularidad arbitraria. sigue inmediatamente 

que las sol~~cionesde ( K )  correspondientes a la ecuacibn (2.14) y a la que 

se obtiene sustituyendo a(u) por a*(u) coinciden. Por lo tanto tenemos el 

31f 1 .  sl no se supone f >O. ver Observacion 2.2. 



Corolario 3.:! En lo que sigue, podemos suponer s in  pkrdida de gen.eralidad 

(3.4) P* I "(~1 I P ,  

Observaci6n 3.2 Retomemos lo dicho en la Observation 2.2 acerca del 

carActer local (en el tiempo) de nuestro tratamiento: por lo tanto no nos 

preocuparemos en obtener el valor rnaximo de T. De todos ~nodos se puede 

observar que la masa de liquid0 inicialmente presente es 

(recordar la (1.2)); y que la masa de fluido que entra desde el instante 0 

hasta el instante to es 

con lo cual, limitandonos por simplicidad a1 caso de la (2.5) (de otro 

modo g(t.,) podr6 ser estimada por exceso y/o por defecto, dependiendo de la 

incbgnita s(t)) se tiene 

Sigue que si existe un i para el cual M(O)+Q(~)=C, serA ciertamente 

T 5 i ya que para t=i el medio estar6 completamente saturado (de (1.1) se 

tiene en efecto M(t)=M(O)+Q(t)) . 



Sean ahora dados T > O  y SEC[O,T]~C'(O,T) , t.alesthe s(O)=b y 

donde a~(0,l) y r e s  arhitrario en (0.T); sea ademAs 

(3.7) p 5 s(t) 5 1-14 , tc(O,T), para alghn p > O  . 

El problema (2.21)-(2.24) resulta uniformemen te parab6l ico en base a 

(3.4). Supongamos que 10s datos h ,  f, F y la funci6n s(t) (ademas de satis- 

facer (A), (B), (C) y (3.5)-(3.7)) Sean infinitamente derivables e indique- 

mos con M cada constante dependiente a lo sumo de 11 f 11 11 h 11 ,+*, Fo, p ,  

11 a 11 C2(-Kg) 9 K1 ' 

En base a1 Teor-ema 7.4 p. 491 de [52], podemos afirmar que (2.21)- 


(2.26)admi te ljnica soluci6n en Cp+B(%) para un oportur1o H E (0,l). Ademas 

Si ademAs definimos 


tenemos que Z es soluci6n del problema lineal 




donde 


deben pensarse como funciones dadas de (y,t) en % una vez que el problema 

(2.21)-(2.24) haya sido resuelto. 

Como Z (y por tanto vy) se pueden acotar a priori en base a1 


principio de rnaximo, el Teorema 10.1 pag. 204 de [52] nos proporciona una 


estimacibn de la constante de 116lder de Z 


para un oportuno y~(0,l). Ademzis es fhcil deducir tambiCn 


utilizando el mismo Teorema para una estimaci6n interna de v y despuCs 


la (3.11). 


Eliminaremos ahora la hipbtesis de datos y s infinitamente 

derivables. Para esto aproximamos s, a f, hl, F1 con sn, a,, fn, hn, Fn de 

mod0 que (3.1)-(3.2) y ( A ) ,  (B), (C) Sean verificadas y que s c (O,T) 

tiendan a cero. 

Las correspondientes soluciones de (2.21)-(2.21) y de (3.10), que 

indicaremos con vn y zn convergen entonces a dos funciones v ,  zE11y97/2(%) 

'~ste paso no es necesario si sobre y=O se asigna v en lugar de vy. 


9 



(en realidad convergen dos subsucesiones que indicaremos alin con {v,), 

{zn) ) 

Se tiene adelldcs que 10s coeficientes A Bn, Cn de 10s problemas 

resueltoe por zn tienen norms 11 An 11 , 1 t 2 11 , 11 tCn 11 en ~ ~ 9 ~ / ~ ( % ), 

acotadas independientemente de n, para un ~ ~ ( 0 , l )tatnbikn independiente de 

n. Por lo tanto la funci6n Z(x,t) resuelve el problema limite (estimaciones 

de Schauder [ 2 5 ] )  y lo mismo para v. De este mod0 hemos demostrado el 

xeorem~ En las hipirtesis (A),  (B), (C), para cada s que satisface (3.5)-(3.7), el problcma 

(f.fl)-(f.24) es resoluble en C1,,&) nA2+1,1+1/2(RT) 0 

Sustituimos ahora la hip6tesis (B) con la mAs fuerte 

Indicaremos con N .constantes que dependen, ade&s de las car~tidades 

de. las que dependen las constantes M, de J J  h J J  y de J J  f 1) Se tiene 

donde Vo depende de K, p y a, per0 no de K1. 

En efecto, en el problema (3.10) 11 An ltH7,7,2, I IICnIImLM* 

Ademas Bn y Cn son hiilderianas (uniformemente con respecto a n) en cada 

rectgngulo (O,)x(rT) con O < r < T .  Restando a Z la cantidad 

[s(t)f(t)-Fl(s(t), t)](l-y) se obtiene un problema con las mismas 

caracteristicae per0 con dato nulo sobre e4 k d e .  De todo lo anterior 

sigue (3.13). 



SP tiene luego, para cada c~(0,l) 

(3.14) 11 11 H2+f.l+r/2{rj) X (0.1)I N, 7 

-112 

donde N, depende tambiCn de c .  vyy es continua sohre y=l Vt > 0 (para la 

demostraci6n ver [21], [22]). 

Finalmente 


(3.15) I v~~~ I 5 N t-lI2 en % 

donde N depende tambiitn de K2. (para la demostraci6n ver [21], [22]). 


Como consecuencia de las estimaciones reciitn obtenidas, results 


Teorema 3.4 En las hiphiesis (A) ,  (B'), (C) el problema (2.21)-(2.24) adrniie una sola soluci6n. 

En efecto, la diferencia entre dos eventuales soluciones, w(y,t), 

satisface un problema con datos nulos y con un titrmino de fuente acotado 

4. Teorema & existencia para eJ problema (r ' ) .  

Sea %(K1, li2,p,o,T) la clase de las funciones s E C[O,T]~C'(O,T) que 


satisfacen (3.5)-(3.6) con s(O)=b. Como ya vimos, V s€93 es posible 


resolver (2.21)-(2.24),entonces se puede definir r(t) mediante 


De este modo hemos definido una transformacibn r=T(s) cuyas 


propiedades son las siguientes (se supone que aiin se verifican las 




hip6tesis (A), (B'), (C)): 


P r o ~ i e d da) Existen dos valores R1, R2 dependientes de 10s datos y de p 

tales que para K1 > Rl, K2 > p2 existe To tal que 5 transforma 3 en si mismo. 

Notemos que 

Por lo tanto, de la (3.13) 


(4-3) lil 5 R (I+N t7f2) . 

Como R no depende de K1, se puede elegir K1 > R y determinar un T15T 

tal que r satisfaga (3.5) y (3.7). 

Respecto a la (3.6), ksta se verifica siempre que K2 se elija 

bastante "grande" dependiendo de K1 y de 10s datos. 

b) Existe T ~ tal que T ~ 5 es una transformacibn contractiva 


Dados sl, s2 E 3) Sean vl, v2 las soluciones correspondientes de 

(2.21)-(2.24), Z1, Z2 las de (3.10) y rl, r2 las funciones definidas en base 

a la (4.1). Consideremos 

El problema que satisface V es un problema lineal en el cual 10s 




datos y la fuente son mayorables para cada t en (O,To), en t6rminos de 

~ ( r ). Se recuerden las hip6tesis sobre 10s datos y (3.ll),1 1  A ( I t  G max 1 1 
r E [O,tl 

(3.13). Ademas resulta 


Descomponiendo el problema en dos (uno con fuente nula, el otro con 


10s datos nulos) la soluci6n del primero se mayora con el principio de 


m6xim0, la del segundo lleva a una desigualdad del tip0 1211 


Usando el lema de Gronwall se llega finalmente a 


En cuanto a W, un procedimiento antilogo lleva a 


(n6tese que aqui se usa (3.15) junto' con (4.4)en la mayoraci6n del t6rmino 


fuente). 


Para estimar Wy nos reducimos a un problema con dato inicial nulo 

restando W(O,t)(l-y) que tiene una derivada respecto a y acotada en 

terminos de A(t). Despues se expresa la soluci6n Wo(y,t) de este problema 

en thrminos de la funci6n de Green para el operador a2 - -a t  en*v 

(0,l)x (O,T1). Esto signif ica desplazar formalmente en el termino "fuente" 

isill LO el t6rmino en Wo como el termino en Vor Los terminos qua no 



contienen WOy se estiman usando tambibn (4.6) y (4.7), llegando en 


definitiva a una desigualdad de la forma 


t 


max I V ~ ~ ( Y , ~ )< N t1l21lA~lt+ I(t-4 -'I2 max ~ ~ ~ ( x , r ) lI ;I ds 

Y E (091) x E (091)

0 


mediante una desigualdad de Cronwall generalizada se obtiene en suma 


Por lo tanto 


y si es necesario, se puede reducir To para que 9 resulte localmente una 


contracci6n. 


Luego el teorema de Banach y (3.5), (3.6)' (3.7) permiten afirmar 


Teorema 4.1 En las hipbiesis (A),  (B'), (C) el problema (x') iiene una inica solucibn para an 

oportuno interualo de iiempo (0, T ) .  A demis  sE H1+*(O,T). 

Sigue tambiin que el problema (a) es resoluble univocamente. 


5. Qtroe problemaq & contorno 

Nos limitaremos a considerar problemas en el interval0 (0,l) ya que 


el examen de problemas en el semiespacio nos llevaria a la cuesti6n 


(delicada desde el punto de vista modelistico, mis que matemitico) de la 


filtraci6n en condiciones de saturaci6n pr6xima a cero: este argument0 


sera brevemente tratado en el parigrafo 4 de la parte IV. 




. 
Dbservacibn 1 . Todo lo dicho en el paragrafo precedente para el 

problema con la ecuaci6n de filtracibn en la forma (2.14) (ausencia de 

gravedad), se puede repetir sin dificultad cuando la ecuaci6n que se 

considera es la (4.12) de la Parte I: en efecto, la introducci6n del 

tbrmino debido a la gravedad modifica la ecuaci6n (2.21), a la cual nos 

hemos referido en las demostraciones, por la adici6n de un tCrmino yt(v) 

vy/s(t). Esta adici6n no modifica las demostraciones ya que un tbrmino vy 

(y ademas conteniendo 9 )  estaba ya presente. 

Lo que cambia es que la condicibn (2.14) ya no corresponde a asignar 

el flujo de liquid0 y entonces el problema A' con la adici6n de un tbrmino 

de gravedad en la ecuaci6n diferencial esta bien planteado, pero 

corresponde a un problema de interis puramente matemAtico. 

Como ya hemos visto, para las demostraciones hechas en 10s 

pariigrafos precedentes no hay diferencias sustanciales entre el caso en el 

cual sobre la cara saturada se asigna la presibn o el flujo. 

La presencia de gravedad permite tomar en consideracibn tambiin una 

condici6n de "ponding" (ver f5c de la Parte I): obviamente en este caso 

supondremos que la cara saturada es la superficie del suelo z=0. 

El problema fue examinado en detalle en [31]; aqui nos limitaremos a 

mostrar c6mo se modifica en este caso la condicibn (2.18) sobre la 

frontera libre (la (2.17) queda obviamente invariante). 

De (5.1) y (5.2) de la Parte I se tiene 



hasta el momento en que la zona superficial queda saturada (ver la 


Observacibn 2.2 sobre el caracter local de nuestra investigacibn). 


Como pZ,=O en (O,s(t)) escribiremos 


Poniendo 


se obtiene, de (5.1) y (5.2) la siguiente ecuacibn diferencial para Y(t): 


s(t)P( t)+~~(t)=p~ Kt- R(r) dr-Lo , Y(O)=O.[ , %  I 
Si se define 


se obtiene 


I 



y entonces, siendo 


K K

~~(s(t)-,t)=~
pz(s(t) ,t)=rn ?(t) 
 9 

se obtiene con simples pasos 


Por lo tanto, en lugar de (2.18) se obtiene sobre la frontera libre 


una condicibn en la cual uZ se expresa no como una funcibn de s(t) y del 


tiempo sino como un funcional dependiente de 10s valores de s(r) entre 0 y 


t. Por eso escribiremos 


Revisando las demostraciones de 10s pariigrafos precedentes, se puede 

notar que todos 10s resultados siguen siendo viilidos ya que To(b,O) < O  (el 

cambio de signo estA ligado a1 hecho de que ahora la parte saturada es la 

que estii a la izquierda de la frontera libre) y que la regularidad de '5 

estii asegurada cuando s E (p,l-p) y hasta cuando hay ponding y entonces el 

segundo miembro se mantiene negativo. 

6. Condiciones & &jig eobre pared saturada 

Supongamos que la condicibn sobre la cara z=0 (que volvemos a 


considerar como la cara no saturada) sea ahora p(O,t)=t$(t) o, 


equivalentemente, u(O,t)=f(t) y mostremos que 10s resultados de buen 




planteo local siguen valiendo; para mas detalles ver [32]. 


Reescribamos directamente el problema en una forma aniiloga a (2.21)-


(2.25) habiendo ya hecho la transformation y=z/s(t): 


(donde el tkrmino b(v) proviene de haber introducido la fuerza de 


gravedad). 


Analogamente a lo hecho en el paragrafo 3, demostraremos que si 10s 


coeficientes y 10s datos se suponen cm, el problema (6.1-(6.4) con 


s(t) E C ~ 
dada de manera que satisfaga (3.5)-(3.7) admite Gnica solucibn, 


despuis de lo cual buscaremos estimaciones que valgan bajo las mas dibiles 


hipotesis de regularidad supuestas para s y para 10s datos en 10s 


precedentes paragrafos. 


Para demostrar la existencia y unicidad de una solucibn de (6.1)- 


(6.4) consideremos la funcion w=v-yT(s(t),t); esta satisface un sistema de 


ecuaciones del todo similar a1 (6.1-(6.4, pero se tiene wy(l,t)=O. Si 


entonces se considera G como la funcion obtenida reflejando w respecto a1 


eje y=l se ve que satisface un problema de Dirichlet casi-lineal para el 


c1la1 en base a1 teorema 6.4 pag.* 16 de [52] existe una solucion 




GEH~'~'~(~~)~u~"(Q')', U,€H~~''~(Q~), donde QTr(0,2)x(0.T) y 0' esta 

estrictamente contenido en QT. 

Se tiene adernas 


(donde con M se indica cualquier constante como en el paragrafo 3). 


El Teorema 9.1 pag 341 de [52] provee una estimaci6n para U y Y iiyy*t 

y se tiene 

Ademas la solucibn i j  es linica como se ve escribiendo el sistema 

satisfecho por Q1, D2 y aplicando el Teorema 3.3 pag. 149 de [52] (teniendo 

en cuenta las estimaciones viilidas para G1 y V2). 

Este teorema de unicidad permite concluir que es par con respecto 


a1 eje y=l y como wyc ~ ~ ~ se tiene Qy(l,t)=O: ~ ~ ( q ~ ) restringido a 
~ o sea ii 

% es soluci6n del sistema de ecuaciones verificadas por w; en conclusi6n 

se tiene que existe y es linica la soluci6n de (6.1-(6.4); ademas se 

satisfacen las mismas estimaciones verificadas por ii. 

wrnvn(D) indica el espacio de las funciones que tienen derivadas 

4 

generalizadas (hasta el orden m con respecto a x y hasta el orden n con 

respect.0 a t) en L~(D). Cuando el indice sea q, de aqui en mis sera 

omitido. 



Entonces, procediendo como en el parhgrafo 3, se demuestra que bajo 

las hip6tesis (A), (B), (C) el problema (6.1)-(6.4) admite iinica soluci6n 

v E H ~ , ~ ~ ~ ( % )  ) v BE(O,I) .nH2+a, l+a/2 (RT) v y E H1 

Ahora queremos obtener una estimacibn anhloga a la (3.13). Para esto 


consideramos a(v)s-?, b(v)s-', yvys-'& como datos y escribimos v como suma 


de tres funciones V = ~ V + ~ V + ~ V .  


La funcibn lv es tal que 


la funcibn 2~ es tal que 


~V(Y,O)= 0 , 


2vy(0,t) = 0 , 


2vy(l,t) = 0 , 


y la funci6n 3~ es tal que 

3 ~ t= a(v)s~23vyy+b(v)s~13~y, 

3v(y,O) = 0 , 

3v(O,t) = f(t)-1v(0,t)-2v(0,t) 9 

J~~(1.t)= 0 9 



. 

Para lv, estimaciones como (3.13), (3.14) se obtienen en un modo del 


todo aniilogo a lo hecho en el pariigrafo 3 (teniendo en cuenta las
, 

estimaciones sobre v y aplicando el teorema 9.1 pag 341 de [52]). 


En lo que se refiere a 2v, poniendo z2=?vyy escribiendo el sistema 


satisfecho por z2, teniendo en cuenta (6.8) y aplicando el Teorema 9.1 pag. 


341 de [52] se tiene 


Para 3~ en cambio se procede en otro modo: en efecto no es dificil 

convencerse, expresando eventualmente la solucibn 3v del tercer sistema por 

medio de la soluci6n fundamental r, que 3~Xt(i,t)5 M(K), de donde 

procediendo como en el caso precedente se obtienen estimaciones para 3~ 

aniilogas a las de 2v, per0 en el dominio [i,l] x [O,T]. 

De todo esto sigue que (3.13) y (3.14) valen tambikn para nuestro 

problema y entonces es posible seleccionar una clase de funciones '3, como 

en el parigrafo 4, que la aplicacibn 5 transforma en si misma. Falta demos- 

trar que 5 es una contraccibn. Para esto Sean, como en el pariigrafo 4, 

Escribamos ahora el problema satisfecho por V observando que 

al (vl) -a2(v2) se puede expresar como a1(v1)-a2(v2) V . Teniendo presente la 
"1-~2 




estimaci6n (6.8) y el hecho que a1(vb)-a2(v2) esti en L~ y procediendo en 

1 - ~ 2  


modo aniilogo a lo que nos condujo a (6.8) se obtiene 


(6.9) IIV(Y,~) I1 I+,,,% -< M(K) T" , 

IIV(Y,~) l12,q,RT. 2 M(K) T" , 

con y~(0,1), q arbitrario y s oportuno. 

Ahora definimos 


W1 consecuen temente; 


W2 consecuentemente; 


v3 = 3v1-3v2 9 W3 consecuentemente. 

Para V1 se tiene 


en modo del todo analog0 a como se demostr6 en el pariigrafo 4. A tal fin 


recordemos que para lvi, i=l, 2 la estimaci6n (3.15) se obtiene 


analogamente a1 padgrafo 3. 


AdemAs para obtener (6.10) se debe tambi6n tener en cuenta (6.9) y 


(6.8). 


Para V2, una vez escrito el problema para Vzy y considerando (6.9), 

(6.8) y (6.8)l se tiene, por el Teorema 9.1 pag. 341 de [52], una 


estimaci6n analoga a (6.10) 


Con referencia a V3 se tiene que V3 satisface una ecuaci6n del tip0 




aqdonde I P 1 9 11% 1 1  q , ~ ;  SM(KI)11 11 tts, sE ((),I) oportuno, ~;=[f,i] x [0,t], 

(122. 

Ahora se escribe V3=V3A+V3B, donde V3A verifica (6.12) y 

v3Ay(f,t)=~3Ay(1,t)=V3A(~90)=0, y VSB verifica (6.12) sin el t6rmino q y es 

tal que VJBy(l,t)=V3B(y,0)=0, ~,*(f,t)= v3(f, t)-vSA(t, t); luego se procede 

anhlogamente a lo hecho para encontrar las estimaciones para V3 y se 

obtiene (considerando todas las desigualdades obtenidas hasta el momento) 

una estimacibn 

I 3 I 6 M(K1) 11 A 11 tts, SE(O,I) oportuno. 

Teniendo en cuenta las estimaciones obtenidas para V1, V2, V3 se 

obtiene una estimacibn para IV 1 de la cual, como en el parhgrafo
"[~JIx t0,TI 

4, se deduce la contractibilidad de q. Asi concluye la demostraciiin . 

7 .  Condiciones & fluio sobre la pared no saturada 

Como adelantamos en la Observacibn 5.1, cuando se esth en presencia 

de gravedad, asignar el flujo sobre la cara no saturada z=0 ya no equivale 

a una condicibn del tipo (2.16), sin0 que, habiendo escrito la ecuacibn en 

la forma (4.12) de la Parte I, debemos considerar la condicibn 

Veamos entonces riipidamente c6mo se puede estudiar el problema con 

flujo asignado que, con la misma transformaciiin utilizada anteriormente 

yodemos reescribir en la forma (6.1), (6.2), (6.41,(6.5), (6.6)y 



(7.2) vy(O,t) = s(t) l(t,v) , 

donde l(t,v)= y(v(0.t)) + f(t) . 

Razonando como en la Observacion 5.1, el problema se reduce a un 

problema uniformemente parab6lico; como en el paragrafo 3 se obtienen 


facilmente las estimaciones a priori 


Consideremos ahora un rectangulo genPrico [o,0]x[tl,t2]C%. Se 


tendra, integrando la ecuaci6n (6.1)en [a,P]x[tl,t2] 


siendo )vy(y,t)( < M . 

Def iniendo luego F(y)=v(y ,t2)-v(y ,tl) se tiene 

de donde 


y entonces v E I1 191/2 y su norma esta mayorada por M, constante que depende 

9610 de las cantidades especificadas en el pariigrafo 3. 

Ahora s(t)l(t,u) puede ser considerada como una funci6n dada de t, 


perteneciente a H'/~([o,T]) con norma acotada por una constante M oportuna, 


y entonces aplicando el Teorema 9.1 pag. 341 de [52] a (6.1-(6.4) se 




demuestra que 1 1  vy 1)  a,% -< cry. 

De .ahora en mis se procede como en el pariigrafo 3, considerando la 


ecuaci6n (6.1) como una ecuaci6n a coeficientes dados y expresando v como 


la suma de dos funciones vl y v2 que satisfacen (6.1) con condiciones 


iniciales y de borde dadas respectivamente por 


Para vl se tienen todas las estimaciones que en el parigrafo 3 se 


obtuvieron para v (en particular recordar la (3.15)) 


En lo que se refiere a v2, se define v 2 y = ~ y se aplica el Teorema 9.1 

pag.341 de [ 5 2 ]  para mostrar que z es hiilderiana de orden oportuno 

a E (0,l) en . De aqui - con razonamiento anilogo a1 que nos 1lev6 de 

1
(7.4) a (7.5) - se obtiene que v2 es hiilderiana de orden mayor que T. 

En definitiva, aplicando una vez &s el Teorema 9.1 ya citado, se 


.obtiene para z la estimacion 


para algGn y~(0,l). La (7.8) a su vez implica la estimaci6n 


(I -9 )  Ils.l(t,v(09t)) lICl~O,T, r C(K) , 



Ahora 1ina estimacibn analoga a (3.13) se obtiene combinando ]as 

estimaciones sobre vl y v2. 

Se puede en consequencia elegir un conjunto de funciones '3, como en 

el parigrafo 4, tal que cada s E 4B se transforma.a travCs de T (definida de 

manera anziloga a1 caso anterior) en una H E % .  

Demostremos que 9 es contractiva. Se define ain 

se aplica el Teorema 9.1 de [52 ]  para obtener 

Poniendo ahora: 

y escribiendo el sistema de ecuaciones satisfecho por Aw se puede todavia 

aplicar el mismo teorema obteniendo: 

<CT'( Ilv,(O, - 9 III1Aw I1 - + IIAs II ) 
cl(O,T) c1( 0 , ~ )  

y ~onsecuentementese tiene la contractibilidad de T. 0 



PARTE 111 .SOLUCIONES DEBILES 


Como en la parte precedente comenzaremos, por claridad de 


exposicion, por el tratamiento del problema m&s simple indicando despubs 


las modificaciones necesarias para tratar casos mas generales. 


Nos ocuparemos entonces de un caso sin gravedad con condiciones de 


contorno de tipo Dirichlet en la banda z~(0,l).Sea entonces el problema 


En (1.1) O y u esth vinculados por una ley experimental sobre la 


cual hacemoe la siguiente hipotesis 


para UE[-A,O), , V A > O  

para u > O '. 

'corn0 se veri claramente en lo que sigue la (Al) podri ser sustituida 

por la hipotesis mas dkbil de lipschitzianidad. La hipotesis incluye sea 

el caso de uniforme parabolicidad de la ecuacion en la zona no saturada 

(necesariamente 0' sera discontinua para u=O) que el caso de ecuacion 

degenerada (Ot(0)=O). 



La regularidad de u(x, t) y el sentido en el cual se debe considerar 

el problenba se especifican en la 

Definicib Una funcion u EV'*O(P~) se dice una soluci6n (dkbil) del 


problema (1.1)-(1.4) si 


(a) 	 e(u) E C(QT) 
9 

(b) 	 se satisfacen las condiciones (1.3)-(1.4), 


(c) 	 para cada funci6n test r)Ecl(qT) que se anula para z=0, 


para z=l y para t=T se tiene 


Sobre 10s datos del problema hareaos las siguientes ulteriores 


hip6tesis 


(A2) @O~(O,r], Oo es lipschitziana en [0,1]. Existe adehs una funci6n h 

lipschitziana en [O,l] tal que @(h(z))=Oo(z) 

(A3) 4 y U so.. lipschitzianas en [O,T] y ademis 

Para fijar ideas supongasos que &<0, U > O  y que existe b~(0,l) tal 

gbservaci6~1.2 Naturalmente h(z) es arbitraria en (b,l]. Supondremos que 



s d c d s  de la necesaria hip6tesis 

h(0) = 4(0) 

Aqui seguireeros esencialmente 10s trabajos [18], [45]. 

Se considera una sucesibn {On} de funciones caO(R) tales que 

(i) l/n 5 Oh(s) 5 2M , s € R ,  

(ii) Ok(s) 2 O'(s) , a < O  , 

(i i i )  On(0) = 1 , On48 uniformemente sobre compactos. 

Sean adenks { {U} sucesiones de funciones P[o,T]tales que 

Sea {hn} una sucesion de funciones CoO(O,l) de manera que 

Supongamos en fin que valgan las siguientes condiciones de 

cornpatibi 1idad: 

Ahora podemos, para cada n, considerar 10s problemas (uniformeaente 



parab6l icos) 


Cada uno de tales problemas admite una unica soluci6n clAsica 


un E cOD(QT) nc2*'(uT). AdemAs resulta 


donde U depende de L y T pero no de n. Este resultado se obtiene inmediat.a- 

mente del principio de miiximo, notando que el valor de un sobre el contorno 

parab6lico de QT es uniformemente acotado en valor absoluto en base a (iv) 

Y (v) Y a (l*V 

Se tiene ademas el siguiente 

Lema Las soluciones del problema (2.3)-(2.6) son tales que eziste una constante C, 

independiente de n, de manera que 

Demostraci6n Probemos, en primer lugar que 


(2-9) Iun,(o,t) 1 I c 9 para t~(0,T) , 

para algun C independiente de n. A tal fin consideremos la funci6n 

(2.10) w(z,t) = dn(t) + a z - b z2 

y elijamos a y b de modo que 



(2.12) ( w f un) = 0 para z=0 , te[O,T) 

(2.13) fun) >_ 0 , para z=1 , t~[o,T) 

La (2.11) se satisface eligiendo b=ML; en consecuencia la constante 

a puede ser determinada para satisfacer (2.13) y (2.14), por ejemplo 

, a=(2M+T)L. En base a1 principio del maximo se tiene 

(2.15) w f u n  > 0 en (aT 9 


y la (2.9) se verifica con C=a. 


Anilogamente se prueba, para alguna constante C independiente de n: 


mientras, en base a la condici6n (v) y a la regularidad de las soluciones 


de (2.3)-(2.6), resulta 


Ahora podemos derivar (2.3) respecto a z; poniendo 


y omitiendo 10s indices por brevedad de escritura, obtenemos 


El principio del miximo (v&ase por ejemplo el Teorema 2.9 de [50]) 


aplicado a la ecuaci6n (2.18), en base a las acotaciones (2.9), (2.16), 


(2.17) completa la estimaci6n deseada (2.8). 
 0 



Definamos ahora 


y demostremos el 


1,erna 2.2 Las funciones vn son equicontinuas; mas  precisamenie son equi-lipschitzianas respeclo a 

la variable z, y equi-hijlderianas (de orden i) rerpecto a la ~lariable t .  

A partir de 

(2.20) IvnzI L 2MC 7 en QT 9 

(recordar (2.19), (i) y (2.8)), la equi-lipschitzianidad respecto a z es 


inmediata. 


Eligiendo luego (z,t)€QT tomemos At>O de modo que el rectdngulo 


. ,D3 (z,z+a) x (t, t+~t) sea interno a QT; integrando la ecuaclon vnt=unzZ 

sobre D se tiene 

Si, por brevedad, indicamos el integranclo con Avn() se tiene 


cier tamen te 


Avn(z) - C At 5 4MC At , 

de donde se deduce la htjlderianidad respecto a t. 



Por lo tanto, ya que del Lema 2.2 resulta la equiacotacibn de 

11 un 11 W~,~(gT)podemos encontrar una subsucesibn (que seguiremos indicando 9 


Con u } )  una funci6n UEW'~O(Q~) y una v(z,t) lipschitziana respecto a z y 

h6lderiana respecto a t tales que 

(2.23) 	 Bh(un)-v fuertemente en Co, con v E c~*''~(Q~). 

El paao siguiente consiste en demostrar 

Lema 	23 Para casa iodo punio en QT se i iene 

.,
Jlemostracioq Sean 


Sean Po= (zo,to)E I y B,(Po) uda bola de radio r y centro Po, con r 

tal que BrCI . Sea 6=t-v(zo,to); se pueden elegir no y r,, tales que, para 

r < r o  y n >no 

(2.27) r-26 5 vn(z,t) 5 €412 , en B,(Po). 

De (2.19), indicando con pn la funcibn inversa de On, podemos 


escribir 


.Y afirmar que 



Entonces 


Por lo tanto {un) es una sucesibn de Cauchy respecto a la norma 


uniforne en Sigue que 


(2.28) un + U* E c(B,(po)) uniformemente 

y entonces 

= e(~*) en B,(Po) . 

Si ( , ) denota el product0 escalar en L2 y si ) es una funci6n C* a 

soporte compacto en Br(Po) se tiene que 

(un,Q) 	-, ( ~ 9 4 )  

(un,)) ( ~ * 9 4 ) 
+ 

por (2.28); en consequencia u*=u para casi todo punto en Br(Po) y por lo 


tanto en I. Es decir 


(2.29) 	 v = B(u) , p.c.t.p. en I . 

Para la regi6n "saturada" S, se tiene 

S C s6 {(z,t) 8 v(~,t)>f-6) . 

Se puede elegir no tal que para n >no 


vn > c-26 en S6 . 


Tomemos una arbi traria ly E COO a soporte compacto en Sg y no negativa. 



Indicando alin un=pn(vn) > pn(c-26) 

0 < (*,un-pn(c-26)) 

y paeando a1 limite, se obtiene 

(2..30) u(x,~) > 8-'(~-26) , en Sb . 

Eligiendo (zo,to) E S, la (2.30) es vilida para cualquier 6, luego 

u(z,~)> 0 , en S 

y entonces 

(2.31) 	 c(u) = c , en S . 
Las f6rmulas (2.29) y (2.31) prueban entonces (2.24). 

Podemos ahora probar el 

Teorerna 24 Bajo las hipiteais (A1)-(A$) el problema (1.1)-(1.4) admite una solucibn en el 

scntido dc.la definicibn 1.1. 

.# 

Qemostraclon Multiplicando la ecuaci6n (2.3) por una funci6n test e 


integrando por partes, se obtiene que cada un satisface 


Haciendo n+oo y usando (2.22), (2.23) se obtiene 


Usando el Lema 2.3 se demuestran las propiedades (a) y (c), mientrae 




que la (b) es una consecuencia inmediata de (2.5) y (2.6). 


Teorema Si 8 saiisfoce la hipbtesis ( A f )  el problema tiene a lo sumo una solucibn. 

Demostraci6n 

Sean u, y u2 dos soluciones: poniendo Au=ul-t12 y A8=B(u1)-B(u2), se 

tiene 


para cualquier funci6n test q .  

Fijando arbitrariamente to€(O,T), sea 

de mod0 que (2.34) se transforma en 


y entonces 


Por lo tanto 




Por la arbitrariedad de to, AuZ=0 p.c. t.p. en QT, y c o w  AU EW'*' , 

resulta Au=O p.c.t.p. 0 

Notemos que la unicidad reciCn probada permite afirmar que las 

convergencias (2.22), (2.23) valen para toda la sucesibn de las funciones 

aproximantes y no solo para una subsucesibn; en consecuencia el 

procedimiento utilizado es constructivo. Destacamoa finalmente que de la 

unicidad de u se deduce la unicidad de la saturacibn O(u). 

3. U n a s  pro~iedadesde las solucionea dkbilea 

Del Lema 2.1 resulta inmediatamente que u E w ~ ( Q ~ ) .Podemos aderohs 

demoatrar el siguiente teorema 

e r e  Bajo las hiphfesis (A1)-(A$) 

(3*1) u E w2'O(qT) 

. I

Bemostracioq Multipliquemos (2.3) por unt e integremos sobre QT. 

Integrando por partes se tendrti 



Utilizando las propiedades ( i v )  y ( v )  de las aproximantes y el Lema 

2.1 se tiene clue el segundo miembro esta acotado independientemente de n. 


Luego, usando (i) resulta 


de donde se deduce (3.1). 


Tenemos ademAs el siguiente Teorema de dependencia continua de 10s 


datos. Si AOo, A ,  AU indican las diferencias entre 10s correspondientes 


datos de dos problemas (11)-(1.4 y si se indica con Au la diferencia 


entre las dos soluciones y con A0 la diferencia entre las correspondientes 


0(u), vale el siguiente resultado: 


Teorema 3.2 Bajo las hipbtesis (A1)-(AS) se tiene 

Demostracibn Tomemos 10s problemas (2.3)-(2.6) para cada uno de 10s dos 


grupos de datos y multipliquemoslos por la funci6n 


Restando se tiene 




donde el subindice n fue omitido por brevedad. 


Ahora resulta (q(z,O))_<CT por (2.7) y ( 3 . 4 ) ,  lAuZ(<C por 
T T T 

( 2 . 8 )  	y I(q(l,t)( dt , I(q(0,t)I dt estan mayoradas por TJ(AU(dt , 
0 0 0 

m
1 

Tj dt respectivamente . De donde se concluye (3.3). 
0 

Sigue el siguiente teorema de dependencia mon6tona 


Teorema 3.3 C o n  las mismas hipiiiesis 

(3.5) 	 A e o z O , A b > O , A U > O ~ A e > O .  


Si Ago , A , AU son estrictamente positivas, el principio de 

comparacibn entre las correspondientes soluciones provee el resultado. 

Par-a probar (3.5) en el caso de desigualdad no estricta basta recurrir a1 

caso precedente incrementando en una cantidad positiva 6 10s datos mayores 

y utilizando luego (3.3). 0 

Para tener una idea mas precisa de las propiedades cualitativas de 

la soluci6n que encontramos, queremos ahora estudiar la regularidad de 10s 

conjuntos S e I definidos en (2.25), (2.26). Probamos pri~neramente el 

Tc~or-(.ma3..1 El conjunto I P.P conezo.  

Demostraci6n Pgra demost,rar el teorema con T arbi trario probaremos que si 

o ( ~ ~ , t ~ )  zE(xI.x2) se tiene 6(z,t0) < 1.y d(xZ, tO)  < 1 , entvn~asY 



En efecto, por la continuidad de B(u) se puede elegir b <  to de manera 

que u(xl,t) y u(x2,t) Sean negativas en [to-6,to]. Aplicando un principio de 

miiximo fuerte (ver [ 5 9 ] )  a1 problema 8i=u,, en (xl,x2) x ( to-6,to) con datos 

negativos sobre el contorno lateral y B(u(z,to-6))=1 (que es una 

sobresoluci6n del problema verificado por u) se encuentra que u(z,to) es 

negativo V zE [xl,x2]. 0 

Podemos ahora definir V t~[O,r) la funcibn 

(3.6) ~ ( t )= sup{z€ (0,l) : (z,t) E I) . 
De nuestras hipbtesis d(t)<O , U(t)>O sigue que s~(0,l). 

Se tiene 

Teorema 3.5 Sean las hipotesis (A1)-(A3) verificadas. Entonces 

(3-7) uzz = O p.c.i.p. iniemo de S .  

.
pemostracion Se elige una funcibn test q infinitamente derivable a soporte 

0 

compacto en S. Entonces I (qzuz-tqt)dzdt=O ; por lo tanto 

QT 

De la (3.1) sigue 

es decir (3.2). 



El problema de la regularidad de s ( t )  f u e  ampliamente estudiado, 

c:omcnzando por el trabajo [18]. En [I73 se probo que. si Ot(0) > 0 - o sea 

en la hip6t.esis de parabolicidad uniforme en la zona no saturada -
. -

c~itonces s(t) es continua. En la Parte IV daremos una descripcion mas 


(-xahustiva de 10s resul tados obtenidos por distintos autores en este 


carnpo; aqui nos limitaremos a citar. el resultado de [lo] que estudia un 


problema en el cual 10s datos sobre el contorno fijo son del tip0 de 


Xe~~mann.Miis precisamente (1.3) y (1.4)se reemplazan por 


(Obviamente la definition de solucion se modifica, en el sentido que 


las condiciorles (1.3') y (1.4') aparecen en la relacion integral (1.5), en 


T 

la cual aparecerii en el segundo miembro el t6rmino -Srl(l,t)g(t)dt).


0 


Las demostraciones de 10s teoremas de existencia, unicidad y 


dcpendencia continua son esencialmente las Inismas siempre que nos 


limitemos a intervalos de tiempo tales que 


En [lo] se suponen las sigulentes h~poicsisademas de las ( A l l - ( A 3 1  



(Al') 	 6'E C*+~(R-) para algiin a E (O,1) 

8"(u) 5 0 en un entorno a la izquierda de u=O . 

( A2' 	 Existe a~[O,b) tal que 

h E c2+"([a,b]) ncl([a,b]) 


Ih"( 5 	 M O1(h) en [a,b) para algrin M > O  

h es seccionalmente mon6tona y h'(b)=f(O). 


Bajo estas hip6tesis suplementarias se demuestra que s(t) es 


lipschitziana en [O,T]. 


Si adembs vale 


(A2") h 	€ c3+~([a,b]) y h"/Ot(h) es uniformemente lipschitziana en [a,b), 

se demuestra que s(t) es C' para cada instante en que s(t) < 1. 

Aqui demostraremos un resultado de lipschitzianidad que en ciertos 


aspectos es mbs restictivo (las hip6tesis sobre el dato inicial se suponen 


vblidas en el entero interval0 (O,b), para evitar el uso del teorema de 


Matano [57] sobre el nhmero de cambios de signo) per0 cuya demostraci6n es 


mbs simple. 


Hablando de regularidad de la interfase, se deben citar 10s 


resultados generales vblidos tambiCn en mAs dimensiones espaciales (vCase 


[16] y la bibliografia alli contenida). 


Consideremos 10s problemas aproximantes 


-
(4.1) 6'; (un) unt - unzz 9 	 en QT 9 

(4.2) ~ ~ ( ~ 9 0 )hn(z) 	 z~(O,l) 9= 



donde la sucesibn {On) se toma como en el parhgrafo 2. 


Para especificar las propiedades de hn, gn enumeremos las hipbtesis 


sobre 10s datos que usaremos en lo que sigue: 


Existe b~(0,l) tal que 


(4.5) h(z) 5 0 en [O,b] , h€c2[0,b] 

(4.6) lh"(z)I <MOt(h(z)) en [O,b] , para alglin M>O ; 

(4.7) ht(z) 2 6 > 0 en [O,b] para alglin 6 > 0  . 

Sea ademas O0(z)=t para zE (b,l], por lo cual, sin p6rdida de 


generalidad podemos definir 


Sea tambiin 

g(t) > 0 y lipschitziana en [O,T] . 

Supongarnos entonces que hn E c2[0, I] aproximen h uniformemente y que 

satisfagan las correspondientes de (4.5), (4.6), (4.7) para oportunas 

constantes (que seguiremos llamando M y 6) independientemente de n. 7 

Fijamos aoE (B(h(O),l) y sea TI el extremo superior de 10s t para 10s 


7 ~ epuede obsevar que si Ot(0) # 0 el problema tiene solucibn clasica 

en las hipbtesis que haremos y entonces la regularidad de la interfase 

esta asegurada; si Ot(0)=O, la (4.6) implica htt(b)=O y por lo tanto 

h E c2[0,1]haciendo superf luas las aproximaciones hn. 



cuales O(u(O,t))<ao<l para n suficientemente grande. Se tiene 

Proposic i 6n 4.1 Existe xo la1 que, para n > no oportuno 

(4.9) Iunt(xo,t)I < M en (O,T1); 

(4.10) unz(z,t) L 8 > 0 , en (xo,1) x (O,T1) 

Demostracion Sea xo tal que O(u(x, t)) 5 ao/2 en (0,2xo)x (O,T,) . 

Para n suficientemente grande (4.1) es uniformemente parabblica con 

constante de parabolicidad independiente de n en tal rectangulo y entonces 

satisface una estimacibn interna (que por la regularidad de h vale desde 

t=O) del tip0 (4.9). 

Ademas notemos que unz>_O localmente en QT por el principio del 

maximo aplicado a u .  Entonces en la regibn de uniforme parabolicidad 

podemos aplicar el principio del maxim0 fuerte para probar (4.10) sobre el 

segmento z=xo y por lo tanto en el dominio inmediatarnente a la derecha de 

tal segmento. 0 

Sea ahora 

y demostremos 

Lema 4.2 Eziste T2> 0 tal que, cualquiera sea n -
(4.10) TP) > T, . 

Demostraci6n Sea 

(4.11) i'(z,t) = c(z-1) + d 



Para cualquier b~(0.b) se tiene 

u,(b-6) > -L6 - ~t'l' 

dunde W es la constante de HGlder de las u,. 

Por lo tanto se puede elegir b suficientemente pequeiio y D > 0 tales 

que la 3 definida por (4.11) resulte una subsoluci6n en un interval0 (0,T2) 

para cualquier n. Entonces (4.10) esti probada ya que u,(l,t) resulta 

estrictamente posi tiva en (0,T2). 

Sea 

To = min (TI,T2) 

Suprimiendo por simplicidad el subindice n tenelnos 

Lema 4.2 Para cada punto de (xo,1 ) x (0,To) . q( z,t ) sairsface la siguaente e e u a c t h-

(4.13) 9t = -1 
O(U) 

')zz - 0i))zr 

A d e m i s  

(4.14) ~(z,O)= -h"(z)/O1(h)h'(z) . z E  ( 0 9 1 ) ~  

(4.15) rlz(1.t) =-gl(t)/g(t) +O1(u(l.t)) q'(1.t). t~(0,T). 

(4.16) I~(xo,t)l I M . t E ( 0.T) rndependrente de n. 

. ,
Demost.racion Se tzata de ver i ficaciones no d i fic i 1es: se puede notar que 

de (4.14) se deduce la acotacibn de 17 en base a la hipbtesis (A21 y que 



(4.16) sigue de la Proposicibn 4.1. 

Demostramos ahora el 

1,ema 4.3 Las funciones qn( x ,t) son  equiacoiadas.-

Demostracib~ Consideremos la funcion 

(4.17) w(z,t) = -Az - e 9 en QO ,2A(t+l) 

Con simples calculos se ve, recordando (4.13)-(4.16) y el principio 

del maximo, que 

(4.18) rl(z,t) > w(z,t) en [x~,~Ix[O,T~] 

Sea ahora 

Es fiicil ver que, para B suficientemente grande, se tiene 

1
Y ~ - ~ ~ ~ + ( Y ~ ) ~ ~0 9 Y(~,O)> q(z,O) ~(a,t)> q(a,t) Ademas 

(4.19) ~~(i,t)- e y2 = B - eyu) B~ (z+q2. 

Recordando que en (O,To), u,(l, t) > 0 se tiene que Bk (un(l, t)) tende 

a zero con n, por lo cual la cantidad en el primer miembro de (4.19), para 

n>n o  , se puede hacer mayor que el mClximo de Ig',/gl . 

Entonces 

Por lo tanto de (4.18)y (4.20) se llega a1 resultado deseado. 0 

Podemos ahora probar el 



Teorema 4.4 Bajo las hipi iesis  m).(4.5)-(4.) la functin s(  t). qac represento la 

lnterfclsc e n i n . k r s  tonas saiurado y no saturado, es  lipschitriano c a  [O ,To]. 

.,
Dcmost,racion Como en la deaostracion del teoreaa de existencia extraems 

cle la sucesi6n {u} una subsucesi6n un convergente dbbilmente en v'# con 

O,,(u,) convergentes uniformemente a B(u) E C4v0'2 para alghn f l  en (0,l). 

Sigue que 10s conjuntos de nivel {ut=O) son curvas regulares z=sk(t) 

equilipschitzianas, por el Lema 4.3. 

Entonces, limitindose si es necesario a una subsucesi6n, se tiene 

que las sn(t) convergen uniformemente a una funcibn s(t) lipschitziana, 

Demostramos ahora que la curva z=s(t) es la interfase para la 

soluci6n del problema. 

Es evidente que para zzs(t) es u z O  p.c.t.p, y u(z,t)=g(t)(z-s(t))-

Si ahora se considera el conjunto 

y en el misro la funcibn 

Se verifica ficilmente que se puedcn elegir C y suficientemente 

grandes para que Y sea una sobresolucion del problema (recuirdese en 

particular -la definici6n de T1). En consecuencia u < O  en DT y entonces 

z=s(t) es eiectivamente la frontera libre. 

Queremos ahora discutir hreveaentr si y en que sentido este 

1.csu1tado local se priede hacer vil ido en t o d o  e l  interval0 (0.T). 



Sea 


sup { t ~  1 )  < 1 )  

7, = SUP (t~(0.T): u(1.t) >O) . 
y sea 

7,= (0.T) : O(u(0.t . 

Si To=T,, si existe lim-s(t). el problema esta concluido porque todo 

t-To 

el medio se ha saturado, viase tambiitn lo dicho a1 inicio del paragrafo y 

la Observacihn 3.2 de la Parte 11. 

Si lim i_nf s(t) > O  o si s(t) no t,iene limite y la interfase 
t-To 

"oscila", estamos en un caso particularmente delicado que puede excluirse 

si se ha previamente dcmostrado la continuidad (ver por ejemplo [44]) .  

Ocupimosnos ahora del caso To=T,. 

Repitiendo la demostracihn, se concluye facilmente que s(t) tiene 

limite para ~3;.En efecto. la constante de Lipschitz de s(t) estA 

equiestimada en cada interval0 (O,To-c), independientemente de c. 

El caso lim-s(t) < 1 contradice la hiphtesis g(t) 3 6> 0; por tanto, 
t-To 

nos queda por examinar solamente el caso lim s(t,)=l. 

Para tratar este caso se debe suponer (como en ( A l l ) )  que 8 sea una 

funci6n chncava de u en un entorno a la izquierda de u=0. Supongamos que 

exista 6 > 0  tal que 

y que entonces. para n suficientemente grande sea 




Por simplicidad, supongamos que 


Ademas, se tenga en cuenta que todas las desigualdaddes che verifica 


u se deducen facilmente de la llolderianidad de B(u), per0 nosotros por 


simplicidad razonaremos como si la misma u fuera H6lderiana. 


Ahora, por la HGlderianidad de B(u), es posible encontrar un conjunto 


finito de intervalos (tk,tk+l) tales que tl='To-6, tN=T y que para k impar 


sea 


(4.24) u(l,t) > -26 en (tk,tk+l) , k ilnpar 

y para k par sea 

(4.25) ~(1,t)< -6 en (tk,tk+l) 7 Par* 

Entonces si k es par, en (tk,tk+l) todas 1as un con n > no oportuno 

resuelven una ecuacibn uniformemente parabblica y por tanto resulta una 

estima del tipo 

(4.26) max 1 unt I 5 M , k par. 
ltkvtt+l3 

Buscamos ahora una estimacibn inferior para u , ~en el primer caso, k 

impar: 

Sea zoel punto mAs proximo a z=1 tal que 


(4.27) u(zo,tk) = -36. 

Esto es posible por ( 4 . 23 ) ,  (4.24)y la continuidad de 8(u). Sea 



(recukrdese la advertencia hecha precedentcmentc: por comodidad se trabaja = -
coma si u fuera continua, mientras el razonamiento riguroso per0 mucho mas 

I -
complejo deberia hacerse sobre B(u) y aplicar despuks la funci6n inversa). 


En el caso (4.28) se puede elegir un nuevo punto (zl,i) con zl <zo 
 Ital que u(zl,i)=-36: en el caso (4.29)zlse encontrara a la derecha de zo. 


Procedi endo asi hasta alcanzar tk+l y observando qile esto es posible -

con un niimero finito de pasos por la htilderianidad de 8, se puede construir 

una curva regular z=y(t) sobre la cual se tiene que el valor de u esta 

comprendido entre -56 y -6. 

Si se eli je n suficientemente grande para que la misma propiedad sea 

verificada por las un , entonces en Rk z {(z,t) : y(t) < z< 1, tk < t< tk+l) 

resulta que, definiendo wn(z,t)=unt(z,t) y derivando (4.1) respecto a1 

ti empo 

Una estimaci6n de wn(z,tk) proviene de la estimaci6n en el interval0 


precedente (0, si k=l, del Lema 4.3); wn sobre la curva se estima porque 


alli la ecuaci6n es uniformemente parabblica. Ya que en fin ~~=(l,t)=~'(t), 


el principio de m6ximo garantiza que unt se estima inferiormente por una 


constante M independiente de n, proveyendo una estimacibn superior para 




~n(z,t) 

Notando que la estirnacion inferior obtenida con la funcibn de 

comparacion definida [>or(4.17) sigue valiendo, podemos proceder como en 

el Teorema 4.4 y concluir que todas las cr~rvasde nivel, y en par-ticular 

la u=O en 10s intervalos de tiempo en 10s cuales existe zona saturada, son 

regulares. 



PARTE IV .NOTAS BIBL~OGRAFICAS 


Sin ninguna pretencion de abarcar todo, queremos aqui dar algunas 


informaciones sobre 10s trabajos de caracter analitico relativos a 10s 


problemas discutidos en las partes precedentes. Esto sign if ica que no 


citaremos 10s trabajos de tip0 mas experimental o numbrico, y, para 10s 


trabajos matematicos, a menudo no nos referiremos a t,oda la produccion de 


rln autor o de un grupo de investigacibn, ilustra~~do solo 10s ar-ticulos mas 


recientes (segirn nuestro conocimiento) o aquellos en 10s cuales se puede 


facilmente encontrar una bibliografia mas completa. 


En el paragrafo 2 nos referiremos brevemente a 10s trabajos en 10s 

cuales se desprecia la capilaridad; en el parAgrafo 3 t.rataremos con mas 

detalle la clase de problernas de 10s cuales nos hemos ocupado en las 

Partes I 1  y 1 1 1 ;  en cl pariigrafo 4, en fin, citaremos brevemente 10s 

modelos que se han propuesto para tratar el caso en el cual puede 

presen tarse una zona "seca" . 

2. Modelos sin capilaridad 

Consideramos la (4.12) de la Partc I clue rcescribi~nos. para un 

problema no necesarian1ent.e unitlimensional . ell la forma 

Si se prescinde de la capilaridad y la densidad del liquido se supone 




constante, se tiene 


donde H(p) es la funcion de lieavivide y p+=max(O,p). Si se supone ademas 


que el medio poroso sea indeformable, resulta €=constante y entonces 


e(u) E II(U) 


y(u) E KO Il(u) 


Se puede entonces buscar una solucion cle ( 2 . 1 )  en un conjunto R cRn 

tal que R = S U D  donde en S es u>O, u=l y en D es a=O, us0 . 

El problema es el clasico "problema del diclue", que en su versi6n 

mas simple tiene la forma siguiente: asignatlas rios constantes hl y h2, 

h2 > hl, encontrar una funcion, una curva AB y una funcibn u(x,z) definida 

en OABD tales que (sin pkrdida de generalidad ponemos Ko=l): 

A u = O ,  en OABD , 

u = h 2 + z ,  sobre O A  , 



Definiendo u=O fuera de OABD y 


(transformada de Baiocchi), 


el problema se puede replantear como una inecuacibn variacional en un 

rectiingulo OA'B'D. Para un tratamiento general de problemas de este tipo y 

una bibliografia de base vcr [ 6 ] ;  para distintas formulaciones y resultados 

sucesivos se puede consultar [ 7 ] ,  [ 5 5 ] .  

Retomemos en examen el problema (2.1-(2.3) y consideremos un 

problema de f i ltracibn en la direccibn z. Supongamos tambibn que sobre z=0 

sea dada una presibn P> 0 .  Se ve inmediata.mente que sera 6=1 (o sea p > 0) 

en una zona de espesor variable z E (O,s(t)). mientras fuera de tal zona 

sera 8=0. Claramen te 



d e  donde s i g u e  inmediat,amente 

donde a=K/t , b=P/pg . 

S i  la condition i n i c i a l  pa ra  e l  punto d e  separation entre  las p a r t e s  

s e c a  y baiiada es s(O)=O. d e  ( 2 . 6 )  se o b t i e n e  

L a  s o l u c i 6 n  ( 2 . 7 )  es la llamada s o l u c i 6 n  d e  Green-Ampt 1351, que 

pa ra  t iempos breves  ( o  sea mien t ras  sea t < b / a )  t i e n e  u n  comportamiento 

y p a r a  t iempos g randes  ( t > > b / a )  

Podemos tambibn obse rva r  que este p rob len~a ,  en m a s  d imensiones  

e s p a c i a l e s  es el  c l a s i c o  d e  Ilcle-Shaw, s o b r e  e l  c u a l  se puedep r o b l e ~ ~ ~ a  

o b t e n e r  mayor informacion e n  1201. 

Otra c l a s e  d e  problemas e n  a u s e n c i a  d e  c a p i l a r i d a d  se e s t u d i a  e n  



[27], [28]. La ecuacibn diferencial estudiada en la regibn baiiada no es la 

ecuacion de Laplace, sino una ecuacibn del calor; esto corresponde, por 

ejemplo, a considerar validas las (2.2) pero suponiendo que la porosidad c 

no sea constante sin0 una funcion lineal de la presion cr] el liquido 

(ecuacion de piezoconductividad); a la rnisma conclusion se llega 

considerando cornpresible el liquido y constante la porosidad en (4.2) de la 

Parte I y suponiendo K constante con la presion y despreciando el tkrmino 

apaz en el segundo miembro. 

En [27] se estudia el siguiente problerna de frontera libre (todas 


las variables estan normalizadas a 1) 


de donde, considerando la variable v=z-u las condiciones sobre la frontera 


libre se transforman en 


vz = & 

y entonces, para soluciones suficientemente regulares 

El problema se conduce a una inecuacion variacional para el par 




(W,p) con W=lp dz y se demuestra, suponiendo f(t)>l, la existencia y la 

unicidad de una solucion con 5 continua en (0,T). WEC(~)~V~'~(Q), donde 

Q E  (-R,O)x(O,T) y R y T son tales que s(t) >-R en (0,T). 

En [28] se considera un problema en varias dimensiones espaciales. 


3. Filtracibn en prcsencia & capilaridad 

En lo qrie se refiere a la aproximacion clasica, ademas de todo lo 


dicho en la Parte 11, nos limitar-cmos a citar las soluciones de 


similaridad (autosemejantes) deducidas en [58]; por lo demas nos 


ocuparemos solo de la aproximacion dhbil. 


En [18] se trata un problema en una banda, sin gravedad, y con datos 


de Dirichlet constantes. Los resultados son la existencia de solucion 


dhbil (en el sentido especificado en la Parte 11), la unicidad, la 


dependencia monotona de la soluci6n de 10s datos iniciales; se estudia 


dcspuhs la regularidad de la solucion (ver 10s Teorernas 3.1, 3.4, 3.5 de 


la Parte 11) y el comportamiento asintotico. 


En [li] se estudia el mismo problerna obteniendo la continuidad de la 


interfase en la hipotesis muy restrictiva que la funcion B(u) en (1.1) de 


la Parte I11 tenga la forrna 


(ademas, para este caso exist,e soluci6n clisica). 


En [Ill se indica c6mo extender 10s resultados a1 problema en 


presencia de gravedad. 




En [45], se estudia el problema en una banda en ausencia de gravedad 


con datos en el contorno dependientes del tiempo considerando problemas 


del tip0 de Dirichlet, de Ner~mann y mixtos. 


En [44] se considera alin el problema sin gravetiad con las 


condiciones uZ(O,t)=O, uZ(O,t)=g(t)>O y se demuestra que si ademas de las 


hipbtesis (Al) y(A2) se supone que OEC~(-OO,O], g(t) es lipschtziana y el 


dato inicial es seccionalmente monbtono, entonces la interfase entre las 


zonas saturada y no saturada esta dada por una funci6n continua x=s(t). 


En [lo] se estudia el mismo problema y se dan las condiciones para 


la lipschitzianidad y la derivabilidad de la frontera. 


Estos resultados, y otros que contemplan tainbikn una condicibn de 


borde no local y algunos problemas con m&s dimensiones, se exponen en 


[43]. 


Un tratamiento para problemas multidimensionales basado en la teoria 


de 10s operadores monbtonos se encuentra en [36] para el caso del problema 


de Dirichlet y en [37] para un problema en el cual sobre una parte del 


borde esta dado el valor de u, sobre otra parte el flujo y la parte 


restante del borde se considera como r~na s~iperficie de desborde (seepage 


face). 


En [I], [2], [3] el problema se afronta en un context0 muy general, 

que en particular incluye tambikn la presencia de la gravedad. 

El problema estudiado en [SO] (en presencia de gravedad y 

unidimensional ) contiene una u1 terior degenerac i6n, sct sopone que para 

u 5 ko < 0, 8(u)=Oo. La constante O,., es el contenido irreducible de agua; en 



este caso una parte de la region (O,L)x(O,T) donde se estudia el problema 

puede es tar "seca" , es decir carac terizada por 8=00, u < k,. 

Volveremos sobre estos problemas en el paragrafo sucesivo; aqui nos 


limitaremos a suponer (por comparacion con 10s resultados de 10s demas 


autores) que 10s datos de bordc Sean tales de garantizar que 8>e0 en 


(0,L)x (0,T). 


Las condiciones son 


~ ~ ( 0 , t )= 1 (pared impermeable) 7 

El ~roblema esta resuelto, como en [la] a traves de la 

regularizacibn parabolica del problema y se demuestra la existencia de una 

solucibn w'*'. Las hipotesis sobre el dato inicial son mAs bien fuertes 

(h € c5, h(L)=c, hl(0)=l, hl> 0, hl1(L)=0) per0 el teorema de existencia vale 

tambihn en presencia de zonas secas (y de conductividad hidraulica nula). 

Ademas en las mismas hipbtesis se encuentra que las fronteras libres que 

separan la zona seca de la no saturada y esta ultinla de la zona saturada 

se expresan por funciones de variation acotada. Un problema del mismo tip0 

per0 en n dimensiones (en el cl~al es posible ademiis t.ener en cuenta una 

posible anisotrol~ict del medio poroso) se estrrdia en [51] con condiciones de 

bordc que asignan el flujo sobre una parte del borde y la presibn sobre el 

resto, ambas funciones de la posicion y del ticmpo. La aproximacion es de 

tip0 variacional y el trabajo contiene el analisis del comportamiento 

asintotico de la solucion. 



El problema de la filtracibn en medios parcialmente saturados fue 


ampliamente estudiado por el grupo de la Universidad Tsinghua de Pekin. 


En [60] se estudia el problema en la banda en presencia de gravedad. 


Se consideran condiciones de Dirichlet y de Ne~imann (con datos 


constantes). Las hipbtesis y el metodo de demostracibn del teorema de 


existencia son esencialn~ente 10s mismos del trabajo [18]; para la unicidad 


se impone la ulterior condicibn 


Se demuestra que la interfase es continua si lux( se mantiene 


estrictamente positivo. 


El mismo problema se estudia en [64] con condiciones de Neumann. 


En [53] se estudia el problema en el semiespacio z > 0  en presencia 

de gravedad y con condiciones de "ponding" sobre z=0, que 10s autores 

escriben en la forma 

ya que definen la transformada de Kirchoff como 


y escri ben 




En efecto, en el trabajo se considera tarnbibn la presencia de una 

zona seca donde u=O . Ademas de este aspect0 sobre el cual volveremos en 
el paragrafo siguiente, se puede recordar que la relacibn integral que 

define la solucibn dbbil es ahora, en lugar de la (1.5) de la Partc 111: 

donde 


y las funciones test se suponen a soporte cornpacto respecto a z y se 

anulan para t=T. 

Los resultados son analogos a 10s enunciados precedentemente (salvo 

alguna nueva hipbtesis sobre el comportamiento de 8 y K para pequeiios 

valores de u, es decir en proximidad de la zona seca, que no era 

considerada en el articulo precedente). 

El trabajo [4]  es en ausencia de gravedad en una banda con 

condiciones de Neumann sobre el borde (flujo entrante por las dos partes). 

Con el rrlt:todo de la regularizacibn parab6lica se prueba la existen- 

cia y unicidad de la solucibn dibil, suponiendo que 8 E c*, 0" <-0 en un en-

torno de u=O: 10s datos se suponen cl. El tiempo de existencia es f inito y 

puede ser estimado en base a la cantidad de liquid0 presente y a 10s flujos 



maximos entrantes. Se demuestra en fin que si el flu jo es nulo para x=O y 

constante para x=l y u1I(z,0)>0 - la interfase es continua y decreciente. 

En [38] se consider-a un prohlema en una banda con gravedad y con 


fonclo impermeable. Inicialmente la solucibn esta estrictamente comprendida 


cntre 0 y 1. Sobre el Lorde superior z=0 se prescribe un flujo 


si 6 > 0  el liquid0 deja la banda y el medio estara no saturado hasta un 


instante T en el cual O(O,T)=O y aparece entonces la zona seca. 


Si en cambio 6=-K(A) para alghn X E (0,I) entonces el medio permanece 

no saturado hasta un instante T en el cual B(l,t)=l y aparece la zona 

saturada. 

En [39], (3.1) se sustituye por una condicibn de Dirichlet 


y se usan funciones de comparacibn tipo ondas viajantes para mostrar que 


la solucion converge casi-uniformemente a la solucibn estacionaria U(x) 


definida por 


de donde se puede ver si la solucibn converge a una situacibn totalmente 


no saturada o parcialmente saturada. 


En [5] se considera ahn el semiespacio y la condicibn de flu jo, per0 


se supone que 6 es mayor que K(1), o sea que la conductividad hidraulica 




del medio saturado. En tal caso aparece tambi6n una zona saturada (tambien 


aqui se supone la existencia de rrna zona seca). Se demuestra que las dos 


interfases seca-no saturada y no saturada-saturada son lipschitzianas. 


4. La modelizacibn de la zona seca 

Nos ocuparemos brevemente en este paragrafo de 10s modelos matemati- 


cos que fueron propuestos para describir el movimiento de liquid0 en un 


medio poroso en el cual, ademas de las situaciones de saturaci6n y no satu- 


ration de las que NOS hemos ocupado, puede encontrarse una regibn "seca". 


Matematicamente esto corresponde a 0=0, per0 no esta claro si y como 

(en correspondencia con esta situacion) tenga sentido hablar de presibn de 

capilaridad y de ley de Darcy. 

Una ulterior complicaci6n la constituye el hecho que, para bajos 


contenidos de agua, 10s efectos de histCresis se vuelven relevantes: un 


medio poroso se comporta en modo distinto cuando es irrigado respecto a 


cuando es secado.[49], [8], [9]. 


Se puede dejar de lado esta hltima cuestion si nos limitamos a un 


proceso en el cual a1 menos la frontera entre parte mojada y parte seca se 


mueve monbtonamente respecto a1 tiempo. 


En 10s trahajos Je 10s autores chinos que hcmos ya citado (y en 


otros que considcl-an medios que no alcanzan nunca la saturacibn total, ver 


[62], [63]), la ecuacion de balance se escribe en la forma (4.9) de la 


Parte I, que aqui trascribimos por comodidad 




donde la conductividad hidraulica se supone una funcibn dada del contenido 


de agua y la difusividad hidraulica 8 se define como 


Si ahora se identifica la zona seca como aquella para la cual 8=0 y 

se supone que la ecuaci6n (4.1) valga para cada 8 E (O,c), entonces en las 

vecindades de 8=0 tenemos una degeneracibn del tip0 de la de la filtracibn 

de gases en medios porosos, siempre que sea 

que es tambibn la condicibn que permite, por ejemplo en un problema a 


valores iniciales, afirmar que si el dato inicial tiene soporte compacto, 


la solucibn tiene tambihn soporte compacto. 


El modelo (4.1) sigue siendo valido si se piensa a1 medio seco como 

un medio poroso en el cual el contenido de liquid0 ha alcanzado su valor 

"residuo" o "irreducible" 8' [ver [ 8 ] ,  Sec. 9.4). En tal caso, si se quiere 

que (4.3) se verifique, se debera suponer que K(8) tielide a cero cuando 8 

tiende a 8' mas rapidamente qlle @I
dp o=e* ' 

En consecuencia 10s trabajos que describen con la ecuacibn (4.1) 


situaciones en las que el medio esta no saturado o seco, pueden ser 


contemplados bajo este aspecto. 


En 10s traba jos en 10s cuales aparecen con temporAneamen te las zonas 


seca, no saturada y saturada,' se hace referencia explicitamente a1 


comportamiento de 8 y de K en funcibn de la presibn, de tal modo que 10s 




autores chinos introducen la transformacion de Kirchoff como 


de modo que la interfase no saturada-seca coincida con la linea de nivel 


u=o. 


Tambikn en este caso la nocibn de "humedad residual" se puede 

introducir sin dificultad si se supone 0=8* para p<p,; bastara en efecto 

redefinir u como 

y obtener la ecuacibn (4.12) de la Parte I que reescribimos por comodidad 


El problema principal, desde el punto de vista modelistico, consiste 


en hacer hipbtesis adecuadas sobre K. Es natural pensar (como en [50], 


[51]) que K se anule para p <  p,, y es justo preguntarse quk relacibn hay 


entre P, Y P*,. 

Si p, < p,,, para p < p*, se tiene 6,=O, entonces la zona seca si no 

esta presente inicialmente no puede aparecer y si esta presente 

'inicialmente. no ne puede cxtinguir: y a su vez el soporte de [B-B(~,,)]+ 

no puede expandirse. 

Si p,, < p,, resulta dificil definir una conductividad hidraulica en 

una regibn en la cual la cantidad de liquid0 no puede variar. 



8'. cuando 8 tiende a 


Parece entonces razonable suponer p,,=p, como se hace en [51]. En 


[40] se estudia un problema unidimensional (con gravedad) en el cual el 


flu jo es una funcion continua asignada del contenido en agua, que se anula 


En [41] se considera un problema con condici6n de 


Signorini con ux=H(8-8') estudiando en particular la situation en la cual 


el contenido de agua alcanza sobre la frontera el valor "residuo". 


Un problema que en efecto se crea en este caso es el hecho que la 


Uzona seca" no se puede extender. 


Por otra parte en un problema a valores iniciales para una ecuaci6n 


del tip0 (vm),=vt el soporte de la soluci6n no se contrae. 


Para obtener una zona seca que se contrae, por ejemplo en [61], se 

hace la hip6tesis de la presencia de una frontera libre x=s(t) entre la 

parte seca (x < s(t)) y la parte no saturada x > s(t) (ademas se admite la 

presencia de una zona saturada x>u(t), per0 &to no nos interesa ahora). 

Para conseguir esto se supone que sobre x=s(t) estb asignado 


(eventualmente en funcion de la posicion) un flujo saliente g(s(t)); esto 


significa que sobre el frente se tiene u=O (u esta definida por (4.4)) y 


u.(s(t),t)=g(s(t)), asociando a la funcion g el rol de "velocidad de 


evaporacion"; se debe tener presente que en tal caso la ecuaci6n es valida 


solo en la region x>s(t) y no es valida (en forma debil) en la entera 


region, en la cual no hay conservacion de la masa de agua. 


Un modelo que podriamos llan~ar intermedio entre aquellos con y sin 


capilaridad se encuentra en [14]. El modelo puede ser pensado en la forma 


(2.1) suponiendo que exista un Lalor ii tal que 6' y K se anulen para u < ii y 



sean mayores que una constante positiva (y ademas sea 8(u) monbtona). El 


modelo pareciera adaptarse mas a 10s problema de irrigacibn que a 10s de 


drenaje y de secado. 


Con este fin, resulta nat.ura1 plantearse el problema mas general del 


mecanismo de transporte de masa de liquido en un medio poroso a baja satura- 


cibn: prescindir del movimiento del vapor, y luego de un eventual acopla- 


miento con un problema titrmico, si es justif icado en un problema a altas 


sat.uraciones, parece que ya no lo sea para una baja cantidad de liquido; en 


efecto el liquido ocupa un dominio no conexo para el cual resulta arduo pos- 


tular (y mas aGn verificar experimentalmente) una ley del tipo de Darcy. 


Debemos destacar que mientras 10s problemas de secado son 


an~pliamente estudiados desde el punto de vista de las aplicaciones, no nos 


resulta que haya sido afrontado el problema desde un punto de vista mas 


e~~rictamente
matematico. 
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