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PREFACIO

Dado el notable desarrollo que el tema ha experimentado en los ultimos afios (ver Anexo 1), el
Programa de Malematica Pura y Aplicada de Rosario, PROMAR (CONICET—-UNR), que se
desarrolla en el Instituto de Matematica ™ Beppo Levi”, emprendié, a través del proyecto de
investigacion y desarrollo ” Problemas de Frontera Libre de la Fisica Matematica”, la organizacion del
interdisciplinario Seminario sobre Problemas de Frontera Libre y sus Aplicaciones, realizado en la

ciudad de Rosario (Argentina) durante el periodo del 11 al 15 de octubre de 1988.

El Comite Organizador estuvo compucsto por II. R. BERTORELLO (FAMAF, Cordoba), J.
E. BOUILLET (IAM—UBA, Buenos Aires), E. A. GARCIA (CNEA, Buenos Aires), D. A. TARZIA
(PROMAR, Rosario) (Coordinador) y L. T. VILLA (UNSa, Salta).

La Secretaria estuvo a cargo de L. R. BERRONE, G. G. GARGUICHEVICH, S. DI MARCO,
P. R. MARANGUNIC (Coordinador), M. C. SANZIEL, C. O. STOICO, todos del PROMAR.

Este Seminario ha sido realizado, en parte, gracias a un subsidio que a tal efecto otorgo el
CONICET. Ademas se chltt') con la ayuda de las siguientes Institucioncs Auspiciantes :
AMCA — Asociacion Argentina dec Mecanica Computacional; CAMAT — Comité Argcntinﬁ de
Transferencia de Calor; CERIDER — Centro Regional de Investigacion y Desarrollo de Rosario;
CONICET — Consejo Nacional de Investigaciones Cientificas y Técnicas; CIUNR — Consejo de
Investigaciones de la Universidad Nacional de Rosario; Depto. de Matematica — Escuela de Ciencias
Exactas y Naturales; Depto. de Matematica — Escucla de Forinacion Basica; FCEIA — Facultad de

Cicncias Exactas, Ingenicria y Ageimensura (UNR); Municipalidad de Rosario.

Ademas colaboraron las siguicntes entidades:
CIDCA (CIC — CONICET — UNLP), La Plata; CNEA, Bucnos Aires; Consulado de Italia cn
Rosario; FAMATF (UNC), Cordoba; IAM (CONICET), Buenos Aires; INIQUI (CONICET — UNSa),
Salta; PEMA (CONICET — UNL), Santa Fe.

En cl Seminario participaton 51 personas (de las cuales 5 son extranjeras) provenientes de 14

ciudades argentinas y 4 extranjeras (ver Anexo III — Lista de Participantes).



Los objetivos del Seminario fucron :

1) Gestar un encueniro bianual/irianual de las personas y grupos que trabajan en problemas de
frontera libre, en particular, en el problema de Stefan (cambio de fase) en el pais, a fin de provocar una

#iil inleraccion entre los mismos.

2) No limitar el encuentro solo a una reunion de especialistas que se comunican las iltimas novedades
en la materia, sino tambi¢n, y muy especialinente, despertar el interes y el acercamiento de jovenes
graduados en Matematica, Fisica, Ingenicria Quimica y ramas afines y, de csta mancra, contribuir a la

formacion de recursos humanos.

Esta terccra edicion del Seminario estuvo constituida por cursillos intensivos sobre los aspectos
basicos del tema y conferencias referidas a las aplicaciones (ver Anexo I1). En afios sucesivos, los
cursillos versaran sobre aspectos mas especificos y complejos, ya sca desde un punto de vista teodrico o
numérico (no tratados en Seminarios anteriores) y los principios teédricos iran paulatinamente dando

lugar a las aplicaciones.

Para finalizar, quicro dejar constancia de mi sincero agradecimicnto a los profesores encargados
dec la rcedaccion de cstas notas como asiinismo a todas aquellas personas e Instituciones que de una

manera u otra han colaborado para cl exito del Seminario.

Domingo Alberto TARZIA
Compilador
Rosario, Abril 1989.



ANEXO 1
PROBLEMAS DE FRONTERA LIBRE

Los problemas de frontera libre son aqucllos problemas de contorno donde interviene ademas
una incognita (la "frontera libre”) que scpara dos o mas regioucs, y sobre la cual se conecen datos que
dependen del modelo analizado. Segun ¢l nilinero de dimensiones del espacio, en lugar de una superficie
de scparacion sc podra tener una curva o un numero finito de puntos.

Un cjemplo tipico es el problema de Stefan (o problema de cambio de fase), que estudia la
temperatura en ¢l espacio ocupado por dos lases de un cuerpo, gencralinente una fase s6lida y una
liquida (por ¢j. hiclo y agua en procesos de fusion o solidificacion). Las funciones que representan las
temperaturas de las dos fascs satisfacen las cotrespondientes ecuaciones dcl calor. Sobre la superficie de
separacion, que puede variar cn ¢l ticinpo y que se encuentra a temperatura constante, se impone una
condicion adicional que surge del ptincipio de conservacion de la energia. El interes y la dificultad del
problema se¢ debe a la presencia de dicha frontera libre, cuya determinacion 8 de fundamental
importancia en la practica.

Otros ejemplos son:

* problemas de hidraulica, por ej. el del dique poroso, donde una supetficie desconocida separa la
zona scca de la zona hiimeda;
* el problema del obstaculo, donde hay una zona de contaclo entre el obstaculo y la configuracion
dc equilibrio de la cuerda o meimnbrana elastica;

. .’ «r r g . r » . . . 14 .
* problemas de difusion-reaccion gas-solido en Ingenicria Quimica, donde la superficie incognita
separa la region del solido ya atacada de la todavia no atacada;
* problemas de elasto-plaslicidad, problemas térmicos con pared semi-permeable, semiconductlores

bajo una union P-N, problemas de mecanica de los fluidos, etc.

Entrec las multiples aplicaciones de estos problemnas se pueden mencionar: electropintura;
cnveucnamiento y regencracion de catalizadores; combustion de solidos; solidificacion de aleaciones
binarias; soldadura de inctales; colada continua del acero; congelacion de alimentos en la industria
frigorifica; almacenamaicnto de energia térmica de origen solar por cambio de fasc; oxidacion del
zirconio y fusion del dioxido de uranio en reactores nucleares, en caso de accidentcs; procesos de
ablacion térmica; difusidén-consumo de oxigeno en tejidos vivos, para el tratamiento medico de tumores
mediante la aplicacion de radiaciones; problemas de control 6ptimo ligados a proccsos con cambio de
fase; solidificacion de suclos hiinedos; derretimicnto de glaciares; etc.

El avance considerable que se ha obtcnido en el desarrollo teorico de cstos temas a nivel
nacional, y sus variadas aplicaciones industriales que se encueniran en ctapa inicial, impulsan la
realizacion de este IIl Seminario, prosiguiendo la linea de los ya concretados I y IT Seminario sobre el
Problerna de Stefan y sus Aplicaciones (Rosario, 4—8/7/83 y 13—17/10/86, respectivamente). El
material correspondiente a estos ultimos ha sido publicado en la coleccion CUADERNOS del Instituto
de Matematica "Beppo Levi”, numeros 11, 12, 13 y 14.



ANEXO 11
CONTENIDO DEL SEMINARIO

CURSQ (en CUADERNOS No. 18):
* M. PRIMICERIO, "La filtracion en medios porosos”.

CONFERENCIAS GENERALES Y DE APLICACIONES (en CUADERNOS No. 17):

* N. AGUILERA, ”Analisis nuinérico de flujos potenciales cavitacionales™.

* J. E. BOUILLET, ”"Comportamiento asintotico en ecuaciones de conduccion-difusion
degeneradas™.

* A. DENIS, "Modeclos de simulacion para interpretar cinéticas de permeacion con trampas
profundas”.

* M. ELGUETA, "Localizacion de soluciones en problemas de filtracion™.

* E. A. GARCIA — A. WILNELM, "Disolucion de UO, por zircaloy liquido”.

* G. G. GARGUICIIEVICI, El problcma cstacionario de Stefan a dos fases con una fuente de
encrgia interna”.,

* S. IDELSOIIN — M. STORTI, ”Solucion numerica del problema de Stefan con un método de
convergencia cuadratica”.

* M. KORTEN, ”Soluciones aulosemejantes de ccuaciones de difusion-conduccion generalizadas™.

* R. MASCHERONI, "Mctodos simplificados para la prediccion de tiempos de congclacion y
dcescongelacion de alimentos™.

* D. A. TARZIA, "El caso cslacionario del problema dec Stefan a dos fases y problemas
relacionados”.

* D. A. TARZIA, "Comportamiento asintotico eiponencial cn la ccuacion de medios porosos con
absorcion”. |

* C. TURNER, "El problema del polimero”.

* K. TWARDOWSKA, "A frce boundary value problem in solidification of binary alloys.
Deterministic approach”.

+ K TWARDOWSKA, "A [ree boundary value problem in solidificalion of bihary alloys.
Stochastic approach”.

* E. VICENTE, "I'roccsos de solilicacion de metales y aleaciones”.

* L. T. VILLA, "Problemas de [rontcra movil y iibre en procesos de ingenicria quimica”.

* D. G. WILSON, ”Cyclic melting and freezing with variable density”.

* D. G. WILSON, “Implicit finite-diffecrence schemes for phase-change problems”.
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PARTE | . MODELOS FiSICO-MATEMATICOS

1. Introduccion

Consideremos una muestra de arena que llena un recipiente de volumen
V; supongamos que se pueda agregar un liquido sin que los granos de arena
se muevan y sea V, el volumen maximo de liquido que se puede agregar.

Diremos que la cantidad
(1.1) €t =V,/V € (0,1)
es la porosidad media de la muestra de arena.

Sea ahora P un punto de la muestra; con el mismo procedimiento
podemos definir la porosidad media €¢(P;R) de la arena contenida en

cualquier esfera de centro P y radio R.

Si hacemos variar R, se verificara una situacion de este tipo

e
—» Mt

o” T
R

A J

o)

fig. 1

Si como en la fig. 1 existe un intervalo R, <R<R, en el cual el ra-

dio de la esfera es suficientemente pequefio como para que la influencia de



las deshamogeneidades macroscopicas resulte despreciable, pero suficiente-
mente grande con respecto a las dimensiones medias de los granos de arena
y de los poros, entonces €¢(P,R) es constante en este intervalo y se toma su
valor como porosidad e¢n el punto P. Este tipo de aproximacion es el tipico
de la mecanica de los sistemas continuos. Las cantidades son el valor me-
dio sobre un volumen elemental representativo (R.E.V.), pequeiio con respec-
to a las dimensiones de las regiones en las cuales se estudia el fenomeno,
pero grande con respecto a las dimensiones microscopicas; cuando esto no

es posible, no vale en general el esquema continuo.
En base a lo antedicho, podemos dar las siguientes definiciones

Definicién 1.1 Se dice que un dominio Q€R® estd ocupado por un medio

poroso cuando existe una funcion €:Q—(0,1) de manera que la masa m(D) de
liquido de densidad dada p; que puede estar contenida en una region

arbitraria DCQ es no superior al valor (de saturacion)
(1.2) mg(D) = Jpo e(P) dv ,
D

Mas generalmente podran considerarse casos c¢n los cuales e=¢(P,t).

Es evidente que, en la aproximacion que hemos elegido, las

dimensiones del subconjunto D no seran nunca inferiores a las del R.E.V.

Definicign 1.2 Se llama saturacién del medio poroso (en el punto P y en

el instante t) al cociente

m(K;t)

(1.3) = me(Kit)



donde K es un R.E.V. centrado en P !, m(K,t) es la masa de liquido conteni-
do efectivamente en K y mi(K,t) es el valor maximo (de saturacion) de la ma-
sa de liquido que puede estar contenida en K. Obviamente o0 €[0,1]; ademas

0=0 corresponde al medio seco y o=1 corresponde al medio saturado.

Equivalentemente, 1—-¢ es la relacion entre el volumen ocupado por los

"

“granos” del medio poroso y el volumen total. Por lo tanto ¢ es la relacion
entre el volumen de los "poros” y el total, mientras e¢s es la relacién en-

tre el volumen ocupado por el liquido y el total; todo este analisis esta

referido a una situacion homogénea, pero puede facilmente generalizarse.

2. La ley de Darcy

Consideremos un medio poroso saturado con un liquido dado. Por
simplicidad consideremos ¢=constante y estudiemos el flujo estacionario
del liquido a través de una seccion ¥ normal al flujo en presencia de un
gradiente constante de presion (fig. 2)

X

»
Ld

N
e
A

P,=P(x,) P,=P(x,)

fig. 2

lAlternativamente, se puede llegar a la misma definicidén de o con un

razonamiento similar al que nos-ha conducido de ¢ a ¢.
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zv fig. 3

o bien cuando, siendo igual la presion en los dos extremos (por ejemplo la

atmosférica), se tiene un desnivel (fig. 3). El eje z se elige coincidente

con el eje vertical descendente.

En el primer caso se prueba experimentalmente que la cantidad de
liquido que fluye en un tiempo T en la direccion de las x positivas esta,

en buena aproximacion, dada por
12.1) Q = cZT (P,-P,)/L

En el segundo caso se tiene
(2.2) Q0 = c=T pg (2p-2,)/L

La constante c depende del medio poroso y del liquido. A partir de
estos resultados se enuncia la ley de Darcy, en base a la cual el vector

de flujo q esta dado por

(2.3) q = —c grad(p—-pgz) ,

o sea, la cantidad de liquido que pasa por una superficie regular £ de



normal n (en el sentido dado por el sentido de n) en un intervalo (t,,t,)

es

t
Q= Idt[[(f . _rldf::l;
&, LT

Q es el caudal (en inglés “discharge”) a través de X, mientras que la

velocidad macroscopica media del fuido a través de ¥ es V=(Q/¢ .

Distinguiendo en la constante c¢ la influencia del medio poroso de la
del fluido se encuentra que c=k/u donde u es la viscosidad del liquido y k
depende solo del medio poroso y se 1llama permeabilidad; entonces la
formula (2.3) se escribe
(2.4) q=- ;‘i— grad(p—pgz) ,

Poniendo
(2.5) K=Xg 2
cuando p es constante la ley de Darcy sekescribe

F = - P _

(2.6) q = -K grad(pg z) .

La (2.6) es la forma mias comin de la ley de Darcy; K es la llamada

conductividad hidraulica mientras la cota P/pg-z se llama cota hidraulica

o altura piezométrica (en inglés “hydraulic head”).

Consideremos brevemente el caso, hasta ahora excluido, en el cual p

no es constante.

Si esta dada la dependencia de p de la presion se usa la ley de Darcy

2 6 también K=kg/v. donde v=p/p es la viscosidad cinematica.



en la forma de Hubbert (1960)

P

- , dp
2.7 = ~K grad J————— -z,
(2.7) d & gr(p)
Po

pero mas simplemente puede ser oportuno usar la forma

Y/
(2.8) q=-%gradp - [e(e) at],
0

que se refiere también al caso en que p dependa de la cota y que expresa el
simplisimo hecho que el flujo esta determinado por la présion menos la

presion hidrostatica, que es

z
(2.9) M(z) =g [o(6) de -
0

Si ademas el medio poroso es no homogéneo (pero se conserva la
hipotesis de isotropia) la ley de Darcy se escribe en uno de los modos ya
vistos, con la unica advertencia de que K (o bien k) es variable con la
posicion.

Una ultima observaciéon: al escribir la ley de Darcy el observador

que efectia la medicion del flujo se supone en reposo respecto a la matriz

porosa (indeformable).

Para los casos de anisotropia, deformabilidad del medio y limites de

validez de la ley de Darcy, se recomienda consultar los clasicos textos

[8]1(9].



3. Medios no saturados

Consideremos ahora un medio poroso en el cual el liquido (nos
ocuparemos siempre de sistemas con un solo liquido: el problema de dos o

mas liquidos inmiscibles, como en el caso agua-petrdoleo, no sera

considerado) no ocupe todo el volumen de los poros; sea entonces o<1.

En tal caso se supone todavia valida la ley de Darcy, pero la
conductividad hidraulica es funciéon de la saturacion: K=K(¢). En la
bibliografia se encuentran distintas determinaciones experimentales de

K(s); a menudo se supone una ley empirica del tipo ([15])
(3.1) K = a 03

Por otra parte, es tambiéen razonable suponer que por debajo de una
saturacion critica ya no sea posible aplicar la ley de Darcy, pues la

region ocupada por el liquido no es mias conexa. Se escribe entonces [46]

(3.2) K(o) = K ((1’—:%90)3 s o >0,

donde K; es la conductividad hidraulica del medio saturado y o, es la

saturacion critica.

Pasamos ahora a hablar de la presion en un liquido en un medio
poroso. Si o=1, la presion se define (y se mide) en modo analogo a cuanto
se hace usualmente en fluidodinamica. En cuanto a la densidad, en el caso
mas simple que estamos considerando, el fluido es incompresible vy su.
densidad no depende de la presion, p=p,. Otras ccuaciones de estado que a

veces se consideran son

(3.3) p = py exp[B(p—pg)]



o bien

(3.1) p = po {1+8(p—pp)}

donde p, es la densidad a la presion de referencia pg, O es el coeficiente

de compresibilidad, o sea un valor medio de la cantidad

[}
p—

(3.5 8p) = %

QﬂQ>
<l®

en ¢l intervalo de densidades considerado. En todos los casos concretos

(3.3) y (3.4) son equivalentes ya que A(p—p;) < 1

Se pueden ademas tomar en consideracidon problemas en los cuales los

fluidos son no homogéneos y por lo tanto p, puede depender de la posicion.

Cuando el medio no esta saturado, la presion del liquido no es la
presion del aire circundante, por efecto de la capilaridad en el interior
de los poros. La diferencia entre la presion del aire p, y la presion p se

llama presign de capilaridad y es una funcion de la saturacidn

caracteristica del medio poroso:
(3.6) Pa — P = pclo) .

En la mayoria de los casos p, es constante y se toma igual a cero. La

do

dp < 0. Ademas, en principio

curva p. es entonces tal que p.=0 para o=1 Yy
c

se tiene p.—oo cuando 0—0.

En la bibliografia se encuentran distintas expresiones empiricas

deducidas de datos experimentales. por ejemplo
(3.7) o = (1+apg)°l/2 ,

COoto en [30], o



(3.8) o = (14bp,)-1/1
como en [13]. En (3.7) y (3.8) a y b son constantes a determinar.

Por otra parte el caso 0=0 carece practicamente de significado, al
menos en la situacidon en la cual estamos interesados (en la que se desecha
la migracion del vapor, se mantiene la temperatura constante, etc.), a tal
punto que podria ser razonable suponer que o0=0g para p¢>P., CON Opeq

coincidente o no con la ¢y de (3.2).

Para tener en cuenta este hecho se puede sustituir ¢ en (3.7), (3.8)
POr 0eq=(0—0yeg)/1-0pes € introducir p. en el segundo miembro (por ejemplo
en la formula (3.8) se podria escribir [(lakbpc)'l/4—(]afbﬁt)'l/4]/
[1-(1+bpc)™'/4]).

Una diferencia importante entre (3.7) y (3.8) es que en la primera

Q—SO, mientras que en la segunda adg-<0 para cada p, finito.
c

dp,
Concluimos este paragrafo trascribiendo algunas relaciones empiricas
entre K y p (o sea entre K y —p.) que se encuentran en la bibliografia para

interpolar datos experimentales bastante lejanos de la saturacion critica,

a saber
(3.9) K = a/[b+(p/rg)™] ,
o bien
(3.10) K = K, exp[-ap/pg].

Una ultima observacion se refiere a la dificultad para obtener datos
experimentales reproducibles, entre otras cosas por la presencia de

evidentes fendmenos de histéresis: la capilaridad como funcién de la



- 10 -
saturacion es sensiblemente distinta en los casos de absorcion y en los
casos de drenaje. Para tener solo una idea del fendmeno, que no trataremos

Aqni, ver [8].

1. Balance de masa

Esta claro que, en ausencia de fuentes, la conservacion de la masa

de liquido toma la siguiente forma
y 9, Co
(4.1) 5E-(pa) + div pq = 0

y, en la hipotesis de validez de la ley de Darcy
(4.2) g%(cpa) = div[g grad p — Kpeg] .

Aqui usamos (2.6) e indicamos con e; el versor del eje vertical

(descendente).

Consideremos en primer lugar un medio saturado; si el medio poroso

es indeformable (e=constante) y homogéneo (k=constante) y el liquido

incompresible (p=constante), se tiene
(4.3) Ap =0 .

Sea ain e¢=constante y o=1. Si el fluido es compresible pero k/u se

puede suponer constante tendremos

(4.4) eo'py = ;kz [pAp + p'(grad p)? - 2pp'gp,] ,

donde pﬁzgg se puede deducir de la ecuaciéon de estado, por ejemplo (3.3) o

(3.1).

Con referencia a (4.4) recordemos brevemente que la misma se aplica



para el flujo de gases en medios porosos:; en tales casos generalmente se

desprecia el ultimo término del segundo miembro debido a la graved#d.

Si la ecuacion de estado es la de una transformacion politropica
p=cp®, a>1 entonces se tiene (limitindose a un caso unidimensional por

simplicidad de escritura)

(4.5) pp =C (Papx)x
o también
(4.5") Py = a(p pex + o' p2) .

El caso a=1 corresponde al caso isotérmico. Claramente (siendo a>1)

la ecuacion es uniformemente parabolica s6lo donde p > p,>0.

Pasemos ahora a otro caso: aquel en el cual las variaciones de la
presion no modifican la densidad del liquido sino la porosidad (y por tanto

también la permeabilidad) del medio. Tendremos
(4.6) e'py — % [k Ap + k' (grad p)? — k'pgp,] = 0

Consideremos ahora el caso de medios no saturados, pero con la
hipotesis de 1ncompresibilidad del fluido y de indeformabilidad de 1la

matriz porosa.

Limitandonos, por simplicidad de escritura, a casos en que las
cantidades en examen dependen de la presion solo a través de la altura

piezométrica z, tendremos
<. ——l—i i’ —
(4.7) €0y — g aZ[sz] + 5 K=0,

que se completa con una relacion entre p v ¢ y con una ley que expresa K



en funcion de la cantidad elegida como funcion incognita. Expresando todo
en funcion de o se tiene entonces
1 0 K
(4.8) € Ut - m a—Z[K(U) p'(U) Uz] + 3-0— 0, = 0 .
que también se escribe ([49])

(4.9) 6, = (D(9) 6,), — ‘3—5 6, .

donde 0=¢sc es la masa de agua por unidad de volumen, K se supone dada en

funcion de 0 y se define la difusividad como

p(oy = ) dp

En funcion de la presiéon la ecuacion anterior se escribe

(4.10) e a'(p) py - Flg [K(p) P, + K'(P) P, =0 .

Algunos autores prefieren introducir la funcion

p

(4.11) u = Jgéél dé (transformacion de Kirchoff)
0

y escriben

(4.12) [0(“)]t = Uy — [7(“)]z

donde 7(u)=K(p(u)) y 0 se expresa en funcion de u a traves de la ley

experimental o=c(p) y la inversa de (4.11).

5. Condiciones de contorno

Anticipemos una observacion de caracter general: asignar una

condicion de contorno para un problema matematico puede corresponder a dos
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situaciones distintas en el problema fisico que se esta considerando: la
condicion puede ser prescripta por el experimentador o puede ser
simplemente medida por él. En el primer caso tenemos un experimento que
puede ser reproducido o modificado oportunamente y por lo tanto mas atil
para verificar la validez del modelo usado. En el segundo caso se describe
una situacion midiendo y registrando los valores de determinadas
cantidades en instantes y en puntos distintos; algunos de estos valores
(en general aquellos iniciales y/o sobre el contorno) son utilizados como
“input” del modelo, los demas, para confrontarlos con los valores que se

obtienen como “ouput” del modelo.

En el estudio de un problema de filtracion, si el medio poroso esta
saturado y su contorno es fijo, las ecuaciones a considerar son (4.3) o
(4.4) o (4.6); en este caso es bien claro y conocido que condiciones de
Dirichlet sobre la presiéon son condiciones que pueden ser prescriptas por
el experimentador. También el flujo sobre el contorno puede ser prescripto
en los casos parabolicos (4.4) y (4.6), mientras no es arbitrario sobre
todo el contorno, como es sabido, en el caso de la ecuacion de Laplace

(4.3).

Pero la situacion es mas compleja y presenta nuevos aspectos cuando
nos encontramos con un medio no enteramente saturado. Para fijar ideas
consideremos ain la filtracion unidimensional en la direcciéon vertical
(descendente) z en una banda z € (0,L) y ocupémonos de las condiciones sobre
la superficie z=0, que en muchas aplicaciones coincide con la superficie

del suelo en el cual se estudia la filtracion.



a) Condiciones de contorno tipo Dirichlet

Sea dada p(0,t) (o u(0,t) si se usa la transformacion de Kirchoff).
Si p(0,t) >0 (u>0), se tiene saturacion en las proximidades de z=0; en
tal caso el experimentador puede efectivamente prescribir la presion, por
ejemplo variando la presion ambiente, o poniendo una capa de liquido sobre
la superficie libre del medio poroso y eventualmente ejerciendo oportunas
presiones sobre la misma. Esta claro que sera necesario agregar liquido,

para mantener la banda saturada.

Si en cambio se tiene p(0,t) <0 (u<0), el medio es no saturado en
proximidades de la superficie y la presion p(0,t) del liquido en los poros
no coincide con la del aire (la diferencia depende de la saturacion) y por
tanto no puede ser prescripta por el experimentador, pero puede ser

medida.

Si finalmente p(0,t)=0 (u=0), en principio es posible que p>0, p<O
o p=0 en un entorno de z=0. El primer caso se puede verificar solamente si
todo el dominio (0O,L) esta saturado y p(L,t) >0; en efecto, en la zona
saturada se tiene p,,=0. En cuanto al 4ltimo caso (banda saturada a presion
nula adyacente a una banda no saturada), veremos que esto no se puede
verificar si la ecuacion en la zona no saturada es uniformemente
parabolica (la uniforme parabolicidad permite ademas excluir que p no

tenga signo determinado en cada entorno de z=0).

Siempre en el caso de condiciones del primer tipo, se puede suponer
que se conoce o(0,t) (8(0,t)). Es evidente que si o=1 la condicion no

tiene realmente significado, porque puede corresponder a diferentes



15 -

presiones. Si o<1, se trata aiun de una condicion que es medible pero no

puede ser prescripta.

b) Condiciones de contorno tipo Neumann

Si la banda superficial esta saturada, asignar el flujo de liquido
(masa por unidad de tiempo) significa asignar —g(pz(O,t)—pg)zu(t). A menos
que el dominio no esté todo saturado (en tal caso p, puede tener cualquier
signo, pero obviamente las condiciones sobre x=0 y x=L deben ser
compatibles; por ejemplo, si esta asignado el flujo sobre z=L, éste debera
coincidir adn con Q(t) y la solucion sera determinada s6lo a menos de una
constante), se requiere que p, (que es constante en la zona saturada) sea
no positivo. Se requiere por tanto Q(t) >Kp, mas precisamente veremos que
debe valer 1la desigualdad en sentido estricto si 1la ecuacion es
uniformemente parabolica en la zona no saturada. Si la capa superficial es
no saturada se tratara de asignar Q(t)= —éK(p)(pz—pg)Lzo R 6 sea, después
de la transformacidon de Kirchoff, Q(t):—p[uz—7(u)]z=0; o bien} expresando

todo en términos de 0, se tiene Q(t)=-p[D(0)0,-K(8)],_¢-
Si Q(t)>0 (infiltracidon), sera necesario verificar que la capa

superficial se mantenga no saturada.

Condiciones sobre el flujo pueden ser medidas y también prescriptas.
Otra condicién bastante natural podria ser asignar una evaporacién ((t)

( <0) funcion de la presion o de la saturacion.



c) Condiciones de “ponding”

Una condicion natural, que puede ser prescripta o medida, es asignar
el volumen de liquido R(t) suministrado a la superficie del suelo z=0. Si
este es excesivo respecto al que puede ser drenado de la banda porosa, una

parte se acumulara en la superficie, formando una capa de espesor

t ‘
(5.1) L) = [[R() + K (pa(0,2)-08) ] 47 + L(0) .
‘ 0

Si L(t)>0 se tendra ademas

(5.2) p(0,t) = pgL(t) .

Entonces. (5.1) y (5.2), junto con una condicion que asegure que el

medio se mantiene saturado en la superficie, dan una relacion entre py(0,t)
y pz(0,t).

Mas generalmente podremos escribir

0,
(5.3) - XR) (pypm)l _, = R(t) - P20 wip0,0))

donde I es la funcion de Heaviside.

Concluimos este paragrafo observando que las mismas consideraciones
(salvo obviamente las relativas al ponding) pueden ser hechas para las

condiciones sobre el contorno z=L.
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PARTE Il . SOLUCIONES CLASICAS

1. Generalidadcs

Reescribamos el balance de masa en un medio parcialmente saturado y

en ausencia de gravedad en la forma
(1.1) 0, = uy
completandola con la relaciodn

(1.2) u = ¢(4) ,

o también

(1.2 6 = ¥(u) .

Pero la forma (1.1), (1.2) (o también (1.1), (1.2')) es una forma
general que incluye distintas clases de problemas, al variar la ley #(0).

Por ejemplo, si
(1.3) #(0) =c 6,

(1.1)-(1.2) corresponde a la ecuacién del calor. Si ademas ¥eC!(R) y se

tiene
(1.4) ag < ¥'(u) < a,,
(1.1)-(1.2') corresponde a una ecuaciéon de difusion no lineal con

difusividad 1/¥'(u) .
Si se tiene

(1.5) #(0) =c 8 |6]|“-
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para a>1, estamos en el caso (4.5) de la parte [. generalmente |lamada
“ecuacién de medios porosos” y estudiada para 6>0. El caso O<axl
también es degenerado en 0=0, mientras que cuando -1<a<O0 se tiene la

1lamada “fast diffusion”.
Cuando
(1.6) ¥(u) = f(u) + LH(u—uy,)

con f(u)eC! , ag<f'(u)<a; , L>0 y uy son constantes y H es el grafo de
llecaviside, tenemos un problema de conduccion del calor con cambio de fase

a4 temperatura uy y calor latente L.

En el caso del modelo que hemos descripto en la parte precedente se

tiene

Y(u) =€ , u>0 ,
(1.7)
e>¥(u)>0 , ¥(u)>0, u<o.

(4.6) (4.3)

VT e
/

| (a1
(4.5), <0
_//_:

(#.5),«=0

"o
)
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En las partes Il y IIl nos referiremos a este ultimo caso, con o sin
la presencia del término extra -[y(u)], debido a la influencia de Ila
gravedad (ver la ecuacion (4.12) de la Parte I). En esta parte 1II
discutiremos la resolucion en sentido clasico y en la IIl consideraremos

soluciones débiles.

En los problemas que consideraremos la “patologia” esta presente si u
se hace cero (si # se hace igual a ¢), en practica si se tiene la presencia
simultanea de regiones saturadas y no saturadas. Problemas distintos
surgen cuando # puede anularse; de éstos nos ocuparemos brevemente en la
parte IV, donde nos referiremos también a algunas cuestiones de caracter

modelistico.

2. Un problema en la banda

Para que una aproximacion clasica al problema sea posible es

necesario introducir algunas ulteriores restricciones en (1.7).
Suponemos que para cada U>0 existen § y A tales que
(2.1) A > ¥(u) > 6 >0, ue (-U,0) .

En base a lo antedicho y refiriéndonos inicialmente a un caso en el
cual se desprecia la gravedad, consideramos un problema de filtracion en

una banda z € (0,1).
Sea inicialmente
(2.2) 0(z.0) = 0y(z) < «. 0<z<bgl ,

(2.3) 0(z.0) = ¢ . b<z<1
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Sobre el plano z=0 sea dado, en funcion del tiempo, el flujo

saliente de liquido, a saber
(2.4) u,(0,t) = f(t) >0 .

Consideremos ahora las condiciones sobre el plano z=1. Si esta dado

(2.5) u(l,t) =0 ,
o bien
(2.6) uy,(1,t) =0,

entonces el problema (1.1)-(1.2') admitira una solucién u(z,t) negativa en
(0,1)x(0,T), para un T oportuno; es decir una solucién-en la cual toda la
banda es no saturada y que se obtiene resolviendo simplemente una ecuacion
parabélica no 1ineal. Veremos mas adelante que ésta es la inica solucién
en el sentido clasico; en la parte III encontraremos que la unicidad

subsiste aun para una clase mias vasta de funciones.

Todo lo antedicho vale también en el caso en que las condiciones

sean
u(1,t) = u,(t) < 0,
-0 bien
u(1,t) = ¢,(t) < O .
Supongamos entonces que se tenga
(2.7) u(l,t) = U(t) > 0,
o bien

(2.8) u(1,t) = g(t) > 0.



En tal caso buscaremos en un oportuno intervalo de tiempo (0,T)
soluciones tales que exista un plano movil (de ecuacidon z=s(t) com &(0)=b)
que en cada instante separa la zoma no saturada z€ (0,s(t)) de la saturada
z€ (s(t),1); obviamente s(t) es una incognita del problema.

Si una tal solucion existe, se tendra
(2.9) u,, = 0, s(t)<z<1l , O0<t<T,
en la parte saturada (u>0), y
(2.10) a(u) uze — uy =0, O<z<s(t) , 0<t<T,

en la parte no saturada; en la (2.10) hemos puesto

(2.11) a(u) = 1/¥'(u) .

Por otra parte sobre ¢l plano de separacion entre las dos zonas la
presion sera continua y nula, mientras que el flujo de liquido sera

continuo.
De (2.9) sigue inmediatamente
(2.12) u(s(t)+,t) = U(t) [1-s(2)]7",
si la condicion sobre z=1 es (2.7); en €l caso (2.8) se tiene en cambio
(2.13) u(s(t)+,t) = g(t) .

Ya que de (2.2), con la hipotesis (2.1), se llega de manera inica a
un solo dato inicial h(z)., para ﬁ(z.t) tenemos que resolver el siguiente

problema de frontera libre:



Problema x Encontrar {T,s,u} tales que

(i) T>0, se€cC[0,T] , s€(0,1) ;

(ii) uweC®'(Dp)nCH (D) , donde
Dp = {(z,t) : 0<z<s(t) ; 0<t<T} ;

(11ii) se satisfacen las siguientes condiciones

(2.14) a(u) uy — u, =0 , en Dp

(2.15) s(0) = b , u(z,0) = h(z) < 0 , 0<z<b ,
(2.16) u,(0,t) = £f(t) > 0, 0<t<T,
(2.17) u(g(t),t) =0, 0<t<T,
(2.18) u(s(t),t) = F(s(t),t) > 0 , 0<t<T,

donde F(s(t),t) tiene una de las dos expresiones del segundo miembro de

(2.12) o (2.13).

Buscaremos soluciones de (7) que posean ulteriores propiedades de
regularidad (s € C'(0,T), u; continua hasta z=s(t)), de modo que derivando

(2.17) y usando (2.14) y (2.18) se obtenga
(2.19) F(s(t),t)s(t)+a(u(s(t),t))u,(s(t),t))=0, 0<t<T.

Llamaremos problema (#’) aquel en el cual (2.17) se sustituye por
(2.19). Notemos que una solucién de (n') resuelve obviamente (7) ya que
(2.18) y (2.19) implican u(s(t),t)=0 y por tanto u(s(t),t)=0 si h(b)=0,
condicidén esta iltima que por otro lado ;s necesaria para la existencia de
soluciones de (7)en el sentido recién especificado, ya que u(z,t) es

continua en ET‘



Por lo tanto escribiremos la ecuacion (2.19) en la forma mas simple
(2.20) au,,(s(t),t)=—F(s(t),t)s(t) , 0<t<T,
con
a = a(0) .

Observacion 2.1 Si hubiéramos considerado (2.17) y (2.19) — en lugar de
(2.18) y (2.19) - como condiciones sobre la frontera libre, habriamos
ciertamente perdido la unicidad ya que s(t)=b y u solucidon de (2.14)-

(2.17) habria sido solucion del nuevo problema, pero no de (7). D
Con la transformacion
y = z/s(t) , v(y,t) = u(s(t)y,t) ,

el problema a resolver se escribe, con obvio significado de los simbolos

(2.21) s %a(v)vyytysTlsvy—v;=0 , en Rp=(0,1)x(0,T)
(2.22) v(y,0) = hy(y) , y€(0,1) ,
(2.23) vy(0,t) = s(t) f(t) , te (0,T) ,
(2.24) vy(1,t) = Fi(s(t),t) , t€(0,T) ,
(2.25) 5(t) = —6(s(t),t) vyy(s(t),t) , t e (0,T) .

Observaciéon 2.2 Para escribir (2.25) se utilizéo el hecho que U(t) y g(t)
son estrictamente positivas. Si se anu'lan para algin t, la demostracion

que daremos es valida solamente para T< t; por otra parte todo nuestro

razonamiento es local. Esta es también la razén por la cual el signo de
f(t) no jugara ningin rol en la demostracién: si f fuera negativo podria

existir un instante t a partir del cual nace otra banda saturada en



proximidades del plano z=0. Nuestros teoremas siguen siendo validos para
T< t. Notemos también que mientras la existencia de una banda no saturada
comprendida entre dos bandas saturadas es compatible con nuestro esquema,

ésto resulta incompatible con las dos situaciones siguientes:

(1) banda saturada comprendida entre dos bandas no saturadas: en tal ca-
so se tiene necesariamente u=0 en la zona saturada, pero esto signi-
ficaria que la ecuacion (por hipotesis uniformemente parabdlica) que
vale en la zona no saturada u <0, tendria un maximo u=0 sobre la in-
terfase con una derivada u,=0, por continuidad; y esto contradice el

principio del punto frontera (version parabolica deél lema de Hopf).

(ii) una zona no saturada que, en el plano (x,t), tuviera interseccion
vacia con el segmento t=0 y con los segmentos {x=0, te€(0,a)} vy
{x=1, t€(0,a)} para algin a>0. También esta situacidén estaria en

contradiccién con el principio fuerte del maximo. a

3. Estimaciones a priori y solucigon de un problema auxiliar
Hagamos las siguientes hipotesis

(A) a(u)eC*(R7) ,

0 <vy(lul) £a(u) <vy(lul), con ul'l y vy funciones crecientes.
(B) hen**o,b) , feH*RY)NL®(RY) ,

h<O en (0,b) , £>0 en (0,T) , h'(0)=f(0) , h(b)=0 , h’(b)=F(0,b)
(C) F(z,t) el *(u,1-4)x(0,T) para algin >0 ,

0<F<F, en (u,1-p)x(0,T) .

IFzlle + IFlla < Fo ~en (p,1-p)x(0,T) .



Consideremos el problema

a(U) U, -~ U, < 0, en (0,1)x(0,T) ,
h(z) . O0<z<b ,
U(z,0) =
(3.1) 0. b<Z<1 s
U,(0,t) = f(t) 3, 0<t<T,
U(l,t) =0, O0<t<T .

U admite una estimacion a priori
(3.2) -K (1-z) < U(z,t) <0,

donde K depende de h y de f. Entonces resulta a(U) € [v,(K),v,(K)] vy el

problema (3.1) admite solucion con T arbitrario. Se tiene entonces

Proposicién 3.1 Sea {T,s,u} una solucion del problema (). Se tiene

(3.3) U(z,t) < u(z,t) < 0, en Dy .
Demostracion Es una inmediata consecuencia del principio de maximo. (]

Por lo tanto toda solucidon de (7) esta acotada a priori. Si entonces
definimos a*(u) coincidente con a(u) para u€[-K,0] y acotada para u< —K,
haciendo una prolongacion de regularidad arbitraria, sigue inmediatamente
que las soluciones de (7) correspondientes a la ecuacion (2.14) y a la que

se obtiene sustituyendo a(u) por a*(u) coinciden. Por lo tanto tenemos el

3)f|. s1 no se supone f >0, ver Observacién 2.2.



Corolario 3.2 FEn lo que sigue, podemos suponer sin perdida de generalidad

(3.4) wp < a(u) <

Observacion 3.2 Retomemos lo dicho en la (bservacion 2.2 acerca del

caracter local (en el tiempo) de nuestro tratamiento: por lo tanto no nos
preocuparemos en obtener el valor maximo de T. De todos modos se puede

observar que la masa de liquido inicialmente presente es
b
M(0) = JW(h(z)) dz + ¢ (1-b) ,
0

(recordar la (1.2)); y que la masa de fluido que entra desde el instante O

hasta el instante t; es

to ty
Q(t,) = Juz(l,t) dt — If(t) dt ;
0 0

con lo cual, limitandonos por simplicidad al caso de la (2.8) (de otro
modo ((t,) podra ser estimada por exceso y/o por defecto, dependiendo de la
incognita s(t)) se tiene

to
Qo) = [La(t) - £(0)] de .
0
Sigue que si existe un t para el cual M(0)+(Q(t)=¢, sera ciertamente
T<t ya que para t=t el medio estari completamente saturado (de (1.1) se

tiene en efecto M(t)=M(0)+((t)). 0



Sean ahora dados T>0 y s€C[0,T]NnC'(0,T) , tales che s(0)=b y
(3.5) |s(t)| < K, , te (0,T) ,
(3.6) 13(t)=8(t,)| < Ky 7Y% (t,-t)" , 0<r<t;<t,<T,
donde a € (0,1) y 7 es arbitrario en (0,T); sea ademas
(3.7) p < s(t) < 1-p , t€(0,T), para algin u>0 .

El problema (2.21)-(2.24) resulta uniformemente parabdlico en base a
(3.4). Supongamos que los datos h, f, F y la funcion s(t) (ademas de satis-
facer (A), (B), (C) y (3.5)-(3.7)) sean infinitamente derivables e indique-

mos con M cada constante dependiente a lo sumo de | fl,, ||h]l ;45 Fo» #,
2 llo ek Ki-
En base al Teorema 7.4 p. 491 de [52], podemos afirmar que (2.21)-

(2.26) admite unica solucidn en C2+ﬁ(RT) para un oportuno g€ (0,1). Ademas

resulta

(3.8) IV(v,t)| < M.  enRp.

Si ademas definimos

(3.9) Z(y,t) = vy(y,t) - Fi(s(t),t) , en Ry ,

tenemos que Z es solucion del problema lineal

AZyy+BZy+C—Zt=O enRT,
Z(y,0) = hj(y) - Fy(b,0) , en (0,1) ,
(3.10) Z(0,t) = s(t) f(t) — F,(s(t),t) , en (0,T) ,

Z(1,t) =0 , en (0,T) ,



donde
A = a(v(y,t)) s72(t)
B = a/(v(y,))vy(v,)s72() + y3(£)s'(¥) ,
C = vy(y,t) 8(t) s7i(t) = F(s(t),¢) ,

deben pensarse como funciones dadas de (y,t) en Ry una vez que el problema

(2.21)-(2.24) haya sido resuelto.

Como Z (y por tanto vy) se pueden acotar a priori en base al
principio de maximo, el Teorema 10.1 pag. 204 de [52] nos proporciona una

estimacion de la constante de Hoélder de Z

-_— 1

(3'11) "Z " H‘y,‘y/Z(ﬁT)

para un oportuno y € (0,1). Ademas es facil deducir también

(3.12) vl

—_ ’

H"I-‘7/2(ﬁ‘r)

4

utilizando el mismo Teorema para una estimaciéon interna de v y después

la (3.11).

Eliminaremos ahora 1la hipotesis de datos y s infinitamente

derivables. Para esto aproximamos s, a f, h,, F, con s,, a,;, f,, h,, F, de
modo que (3.1)-(3.2) y (A), (B), (C) sean verificadas y que Ils“—SI|CH0T) ,
IIa“ra”c’(-x.o) > Mn—fllgery > liba=h IIH”’"(O,)) v IFa=Fllgag, 1 x 0.1

tiendan a cero.

Las correspondientes soluciones de (2.21)-(2.24) y de (3.10), que

T : Yyv/2
indicaremos con v, y z, convergen entonces a dos funciones v, z€H”’ (RT)

YEste paso no es necesario si sobre y=0 se asigna v en lugar de Vy-
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(en realidad convergen dos subsucesiones que indicaremos ain con {v,},
{zn})-

Se tiene ademas que los coeficientes Aj, B,, C, de los; problemas
resueltos por z, tienen normas |A,]l, ||tl/2Bn||, | tCull en H"’"’z(RT),
acotadas independientemente de n, para un 7€ (0,1) también independiente de
n. Por lo tanto la funcion Z(x,t) resuelve el problema limite (estimaciones

de Schauder [25]) y lo mismo para v. De este modo hemos demostrado el

Teorema 3.3 En las hipotesis (A), (B), (C), para cada s que satisface (3.5)-(3.7), el problema

(2.21)-(2.24) es resoluble en C, o(Ry) nH2+‘7.l+‘7/2(RT) . a

Sustituimos ahora la hipdétesis (B) con la mas fuerte

(B heC¥O0,b) , feCY(R*) , h<O en (0,b) , £>0 en (0,T)

h'(0)=f(0) , h(b)=0 , h'(b)=F(0,b) .

Indicaremos con N constantes que dependen, ademis de las cantidades

de' 1as que dependen las constantes M, de ||h|j, y de ||f]|,. Se tiene
2

(3.13) lvyyl < Vo lhlly + N ¢/

donde V, depende de K, y y a, pero no de K.

En efecto, en el problema (3.10) ARl yazze IBalloos 11Cnlloo < M-
Ademis B, y C, son hdlderianas (uniformemente con respecto a n) en cada
rectangulo (0,1)x(r,T) <con O0<7<T. Restandko a Z la cantidad
[s(t)f(t)-F,(s(t),t)](1-y) se obtiene un problema con las mismas
caracteristicas pero con dato nulo sobre el becrde. De todo lo anterior

sigue (3.13).
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Se tiene luego, para cada e¢€ (0,1)

(3.14) M

IA

-1/2
H2+1'1+‘/2h3T)x(0J) Ne 7

donde N, depende también de e. Vyy €s continua sobre y=1 Yt >0 (para la

demostracion ver [21], [22]).
Finalmente
(3.15) [vyyyl < B £71/2 en Ry

donde N depende también de K,. (para la demostracién ver [21], [22]).

Como consecuencia de las estimaciones recién obtenidas, resulta

Teorema 3.4 En las hipotesis (A), (B'), (C) el problema (2.21)-(2.24) admite una sola solucion.

En efecto, la diferencia entre dos eventuales soluciones, w(y,t),

satisface un problema con datos nulos y con un término de fuente acotado

por N sup Ivyy(y,t)l sup |W(y,t)| . 0
n € (0,1) n€ (0,1

4. Teorema de existencia para el problema (x').

Sea B(K,, K,,p4,a,T) la clase de las funciones s € C[0,T]NCY(0,T) que
satisfacen (3.5)-(3.6) con s(0)=b. Como ya vimos, V s€B es posible

resolver (2.21)-(2.24),entonces se puede definir r(t) mediante
(4.1) r(t) = -G(s(t),t) vyy(1,t) , r(0) =b .

De este modo hemos definido wuna transformacién r=9(s) cuyas

propiedades son las siguientes (se supone que aun se verifican las
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hipotesis (A), (B'), (C)):

Propiedad a) Existen dos valores Rl, K2 dependientes de los datos y de pu

tales que para K12K1’ K22R2 existe T, tal que ¥ transforma B en si mismo.

Notemos que

(4.2) G(s(t),t) = F(:g‘(’i‘);"lg(t) .

Por lo tanto, de la (3.13)
(4.3) |E] < R (14N t7/%) |

Como R no depende de K,, se puede elegir K, >R y determinar un T,<T

tal que r satisfaga (3.5) y (3.7).

Respecto a la (3.6), ésta se verifica siempre que K; se elija

bastante “grande” dependiendo de K; y de los datos.

Proviedad b) Existe TSTI tal que 9 es una transformacion contractiva

respecto a la norma C,.

[e]

Dados s,, s,€®B sean v,, v, las soluciones correspondientes de
(2.21)-(2.24), Z,, 7, las de (3.10) y r,, ry las funciones definidas en base

a la (4.1). Consideremos
A(t) = 8)(t) — sy(t) ,
V(y,t) = vi(y,t) = vy(y,t) ,
W(y,t) = Z;(y,t) = Zy(y,t) .

El problema que satisface V es un problema lineal en el cual los



datos y la fuente son mayorables para cada t en (0,T;), en términos de
||AJ|tE TSX]LA(T)I' Se recuerden las hipotesis sobre los datos y (3.11),
ot

r

(3.13). Ademas resulta
(4.4) al, < 13||A||t
siendo A(0)=0.
Descomponiendo el problema en dos (uno con fuente nula, el otro con

los datos nulos) la solucion del primero se mayora con el principio de

maximo, la del segundo lleva a una desigualdad del tipo [21]

t
(4.5) v, < MellAll, + (]) e 190, dr)

Usando el lema de Gronwall se llega finalmente a

(4.6) IV(y,t)] < Nt A, , en R .

En cuanto a W, un procedimiento analogo lleva a

(4.7) ¥(y,t)| < Nt JlAf, , en Ry ;

(notese que aqui se usa (3.15) junto con (4.4) en la mayoracion del término

fuente).

Para estimar Wy nos reducimos a un problema con dato inicial nulo
restando W(0,t)(1-y) que tiene una derivada respecto a y acotada en

términos de A(t). Después se expresa la solucion Wy(y,t) de este problema

2
en términos de la funcion de Green para el operador glf - g%
y

(0,1)x(0,T,). Esto significa desplazar formalmente en el término “fuente”

en

varto el término en W, como el término en Woy- Los términos que no
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contienen W, se estiman usando también (4.6) y (4.7), llegando en

definitiva a una desigualdad de la forma

t
max |[Wo.(y,t < N 2| A, + J t—r) Y2 max Wy (x,7)| dr| ;
y‘:_(0,1)| oy(¥,t) | Al 0( ) xe(o,l)l y(x,7)| dr|

mediante una desigualdad de Gronwall generalizada se obtiene en suma
[Wy(yst)l < N e72 A, .

Por lo tanto

||“1_"2||Cl[o,t] <N tll?"Sl"Sz"Cl[o’t] ’

y si es necesario, se puede reducir T, para que ¥ resulte localmente una

contraccion.

Luego el teorema de Banach y (3.5), (3.6), (3.7) permiten afirmar

Teorema 4.1 En las hipotesis (A), (B'), (C) el problema (x') tiene una wnica solucion para un

oportuno intervalo de tiempo (0,T). Ademas s€ H, , (0,T).

Sigue también que el problema (x) es resoluble univocamente.

5. (tros problemas de contorno

Nos limitaremos a considerar problemas en el intervalo (0,1) ya que
el examen de problemas en el semiespacio nos llevaria a la cuestion
(delicada desde el punto de vista modelistico, mas que matematico) de la
filtracion en condiciones de saturacidon proxima a cero: este argumento

sera brevemente tratado en el paragrafo 4 de la parte IV.



Observacion 5.1. Todo lo dicho en el paragrafo precedente para el
problema con la ecuacion de filtracion en la forma (2.14) (ausencia de
gravedad), se puede repetir sin dificultad cuando la ecuaciéon que se
considera es la (4.12) de la Parte I: en efecto, la introduccion del
término debido a la gravedad modifica la ecuacion (2.21), a la cual nos
hemos referido en las demostraciones, por la adicidén de un término ¥'(v)
vy/s(t). Esta adicion no modifica las demostraciones ya que un término v

y

(y ademas conteniendo $) estaba ya presente.

Lo que cambia es que la condicion (2.14) ya no corresponde a asignar

! con la adicion de un término

el flujo de liquido y entonces el problema «
de gravedad en la ecuacion diferencial esta bien planteado, pero

corresponde a un problema de interés puramente matematico. a

Como ya hemos visto, para las demostraciones hechas en los
paragrafos precedentes no hay diferencias sustanciales entre el caso en el

cual sobre la cara saturada se asigna la presion o el flujo.

La presencia de gravedad permite tomar en consideracion también una
condicion de “ponding” (ver §5c de la Parte I): obviamente en este caso

supondremos que la cara saturada es la superficie del suelo z=0.

El problema fue examinado en detalle en [31]; aqui nos limitaremos a
mostrar como se modifica en este caso la condicién (2.18) sobre la

frontera libre (la (2.17) queda obviamente invariante).

De (5.1) y (5.2) de la Parte I se tiene



(5.

t
1) p(0,8) = pg {Lo+ [[R(I+Hg (py(0,2)-pg] 41}
0

hasta el momento en

Observacion 2.2 sobre el caracter local de nuestra investigacién).

(5.

(5.

se

(5

(5.

(5.

se

que
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la zona superficial queda saturada (ver

Como p,,=0 en (0,s(t)) escribiremos

2) Pz(0,t) = py(s(t),t) = —p(0,t)/s(t) .

Poniendo

3) Y(t)

obtiene

|

obtiene, de (5.1) y (5.2) la siguiente ecuacion diferencial para Y(t):

Pz(O’T) dr ,

t .
.4) s(£)V(£)+KY(t)=pg xt-‘]n(r) dr-Ly| , Y(0)=0.
0
Si se define
t
5) G(t) = pg Kt—lR(T) dr-Ly| ,
0
t
6) 2(t) =K [[s(n)1 dr
0

la




-

t
(5.7) Y(t) = [9% expln(r)-n(t)] dr ,
0

y entonces, siendo

u,(s(t)7,t)= py(s(t),t)=pg V(t) ,

se obtiene con simples pasos
t

(5:8) uy(s(t)™,t)=K exp[-n(t) Lo+ [ [K-R()] exp(n(r)) dr}.
0

Por lo tanto, en lugar de (2.18) se obtiene sobre la frontera libre
una condicion en la cual u, se expresa no como una funcion de s(t) y del
tiempo sino como un funcional dependiente de los valores de s(r) entre O y

t. Por eso escribiremos

(5.9) u(s(t),t) = F{s(t)st} .

Revisando las demostraciones de los paragrafos precedentes, se puede
notar que todos los resultados siguen siendo validos ya que %,(b,0) <0 (el
cambio de signo estid ligado al hecho de que ahora la parte saturada es la
que esta a la izquierda de la frontera libre) y que la regularidad de ¥
esta asegurada cuando s € (g,1-u) y hasta cuando hay ponding y entonces el

segundo miembro se mantiene negativo.

6. Condiciones de presign sobre la pared no saturada

Supongamos que la condicion sobre la cara z=0 (que volvemos a
considerar como la cara no saturada) sea ahora p(0,t)=¢(t) o,

equivalentemente, u(0,t)=f(t) y mostremos que los resultados de buen
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planteo local siguen valiendo; para mas detalles ver [32].

Reescribamos directamente el problema en una forma analoga a (2.21)-

(2.25) habiendo ya hecho la transformacion y=z/s(t):

(6.1) v,:a(v)s-’vyy+b(v)s-‘vy+yvys‘lé en (0,1)x(0,T) =Ry,
(6.2)  v(y,0) = h(y) en (0,1),
(6.3) v(0,t) = f(t) en (0,T),
(6.4)  wvy(1,t) = F(s(t),t) en (0,T),
(6.5) é=§z§f%%jzj (a(v)s vy (1,t)+b(v)s vy (1,¢)) en (0,T)

(6.6) s(0) = b

(donde el término b(v) proviene de haber introducido 1la fuerza de

gravedad).

Analogamente a lo hecho en el paragrafo 3, demostraremos que si los
coeficientes y los datps se suponen C®, el problema (6.1)-(6.4) con
s(t) €C® dada de manera que satisfaga (3.5)-(3.7) admite inica solucién,
después de lo cual buscaremos estimaciones que valgan bajo las mas débiles
hipotesis de regularidad supuestas para s y para los datos en los

precedentes paragrafos.

Para demostrar la existencia y unicidad de una soluciéon de (6.1)-
(6.4) consideremos la funcidon w=v-y¥F(s(t),t); ésta satisface un sistema de
ecuaciones del todo similar al (6.1)-(6.4), pero se tiene wy(l,t)=0. Si
entonces se considera W como la funcion obtenida reflejando w respecto al
eje y=1 se ve que W satisface un problema de Dirichlet casi-lineal para el

cnal en base al teorema 6.4 pag. 16 de [52] existe una solucién
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we ™} (Qp) NV (@) 3, ayem"f“(qT), donde Qp=(0,2)x(0,T) y Q' esta

estrictamente contenido en QT.
Se tiene ademas

(6.7) %1 <M

aaQT
(donde con M se indica cualquier constante como en el paragrafo 3).

El Teorema 9.1 pag 341 de [52] provee una estimacién para Uy ¥ Syy W

y se tiene

"wy”"’QT < M

(6.8 ~
(6-8) 1905, qp < ¥

YV a€(0,1), V q>2 .

Ademas la solucion % es iUnica como se ve escribiendo el sistema
satisfecho por %,, ¥, y aplicando el Teorema 3.3 pag. 149 de [52] (teniendo

en cuenta las estimaciones validas para w; y ¥,).

Este teorema de unicidad permite concluir que ¥ es par con respecto
al eje y=1 y como wy(EH7“”2(ﬁT) se tiene ﬁy(l,t)=0: o sea W restringido a
RT es solucion del sistema de ecuaciones verificadas por w; en conclusion
se tiene que existe y es unica la solucion de (6.1)-(6.4); ademas se

satisfacen las mismas estimaciones verificadas por W.

5 wghﬂ(o) indica el espacio de las funciones que tienen derivadas
generalizadas (hasta el orden m con respecto a x y hasta el orden n con
respecto a t) en L%(D). Cuando el indice sea q, de aqui en mas sera

omitido.
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Entonces, procediendo como en el paragrafo 3, se demuestra que bajo
las hipotesis (A), (B), (C) el problema (6.1)-(6.4) admite dnica solucién
veHﬂ’pn(Er)ﬂH““’”a/z(RT) vyeﬂﬂ,ﬂﬁ(ﬁT) V A€ (0,1) .

Ahora queremos obtener una estimacion analoga a la (3.13). Para esto

1

consideramos a(v)s~%, b(v)s~}, yvys~ &8 como datos y escribimos v como suma

de tres funciones v=;v+,v+,v.

La funcion ,v es tal que

Ve = a(v)s vy 4b(v)sThyy en Ry,

1v(y,0) = h(y) , en (0,1),
1vy(0,t) = h(0) , en (0,T),
vy(1,8) = F(s(t),t) , en (0,T);

la funcidn ,v es tal que

2Vt = a('v)s"22v),y+b(v)s"zvy+yés"lvy , en R’I"

(y,0) = 0, en (0,1),
2vy(O,t) =0, en (0,T),
vy(1,t) =0, en (0,T);

y la funcion ;v es tal que

3V = a(v)s'zsvyy+b(v)s"13vy ’ en Ry,
3v(y,0) =0, en (0,1),
3v(0,t) = f(t)—-;v(0,t)—,v(0,t) , en (0,T),

(0,T).

=

3vy(l,t) =0, e
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Para ,v, estimaciones como (3.13), (3.14) se obtienen en un modo del
todo analogo a lo hecho en el paragrafo 3 (teniendo en cuenta las

estimaciones sobre v y aplicando el teorema 9.1 pag 341 de [52]).

En lo que se refiere a ,v, poniendo Zy=Vy ¥ escribiendo el sistema
satisfecho por z,, teniendo en cuenta (6.8) y aplicando el Teorema 9.1 pag.

341 de [52] se tiene

r
"z2y"l+.,l,[.),r S M(K) T ’ TG(O,].)
(6.8),

1221155, < MK) T, Va

Para ;v en cambio se procede en otro modo: en efecto no es dificil
convencerse, expresando eventualmente la solucion ;v del tercer sistema por
. ./ 1
medio de 1la soluciéon fundamental T, que 3v,(3,t) <M(K), de donde
procediendo como en el caso precedente se obtienen estimaciones para ,v

analogas a las de ,v, pero en el dominio [%,l]x[O,T].

De todo esto sigue que (3.13) y (3.14) valen también para nuestro
problema y entonces es posible seleccionar una clase de funciones B, como
en el paragrafo 4, que la aplicacion ¥ transforma en si misma. Falta demos-

trar que 9 es una contraccion. Para esto sean, cdmo en el paragrafo 4,
At = s,(t)-8,(t)
V(y,t) = vi(yst)=va(y,t)
W(y,t) = viy(y,t)=vyy(y,t) .

Escribamos ahora el problema satisfecho por V observando que

a,(vy)—ay(v
a;(vy)-~ay(v,) se puede expresar como 1 {')1"'":( 2) V . Teniendo presente la
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. 7 _a' ’
estimacion (6.8) y el hecho que al(v%z-vg(vz) esta en L y procediendo en

modo analogo a lo que nos condujo a (6.8) se obtiene

(6'9) Ilv(y’t)"l-i-a,ﬂ;r S M(K) ™ ’
V(s 1l q,p, S MCK) T,

con Y€ (0,1), q arbitrario y s oportuno.

Ahora definimos

Vi = 1Vi—1V2 W, consecuentemente;
Vo = avi—ava » W, consecuentemente;
Vi3 = 3vi—3va W3 consecuentemente.

Para V, se tiene
(6.10) o Vagyl < N(KLK) € (1AL

en modo del todo anilogo a como se demostrdé en el parigrafo 4. A tal fin
recordemos que para v,, i=1, 2 la estimacion (3.15) se obtiene

analogamente al paragrafo 3.

Ademids para obtener (6.10) se debe también tener en cuenta (6.9) y

(6.8).

Para V,, una vez escrito el problema para V2y y considerando (6.9),
(6.8) y (6.8), se tiene, por el Teorema 9.1 pag. 341 de [52], una

estimacion analoga a (6.10)
IVayyl < N(Ky) t° héut , s€ (0,1) oportuna.

Con referencia a V; se tiene que V; satisface una ecuacion del tipo
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(6.12) Vy, = a(v)s'2V3yy+b(v)s'1V3y+I]
0 : .
donde |Q], "%“q,D,}SM(Kl) lA|l,t®> se€(0,1) oportuno, DTz[%,l]x[O,t],

q22.

Ahora se escribe V;=V5,+V3, donde V;, verifica (6.12) vy
VsAy(%,t)=V3Ay(1,t)=V3A(y,O)=0, y Vg verifica (6.12) sin el término Q y es
tal que V3By(1,t)=V3B(y,0)=0, V3B(%,t)= V3(%,t)—V3A(%,t); luego se procede
analogamente a lo hecho para encontrar las estimaciones para V; y se
obtiene (considerando todas las desigualdades obtenidas hasta el momento)

una estimacion
|V3yy| < M(l(l)||A||tts, s € (0,1) oportuno.

Teniendo en cuenta las estimaciones obtenidas para V,, V,, V; se

obtiene una estimacidon para |Vyy| de la cual, como en el paragrafo

3:1]%[0,T]

4, se deduce la contractibilidad de 9. Asi concluye la demostracion . a

7. Condiciones de flujo sobre la pared no saturada

Como adelantamos en la Observacion 5.1, cuando se esta en presencia
de gravedad, asignar el flujo sobre la cara no saturada z=0 ya no equivale
a una condicion del tipo (2.16), sino que, habiendo escrito la ecuacidén en

la forma (4.12) de la Parte I, debemos considerar la condiciodn

(7.1) uz(oat) - y(u(0,t)) = f(t) .

Veamos entonces rapidamente cémo se puede estudiar el problema con
flujo asignado que, con la misma transformacién utilizada anteriormente

podemos reescribir en la forma (6.1), (6.2), (6.4), (6.5), (6.6) y
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(7.2) vy(O,t) = s(t) 1(t,v) ,
donde 1(t,v)= v(v(0,t)) + f(t) .

Razonando como en la O0Observacion 5.1, el problema se reduce a un
problema uniformemente parabdlico; como en el paragrafo 3 se obtienen

facilmente las estimaciones a priori
(7.3) Iv(y,t)] < M, enRp,

(7'4) |vy(Y9t')| < M, €n R’I‘ .

Consideremos ahora un rectangulo genérico [a,8]x[t;,t,]CRyp. Se

tendra, integrando la ecuacion (6.1) en [a,f8]x[t;,t,]

[v(y,t)=v(y,t)T dy| < M |t;~t,]

R—m

siendo |vy(y,t)| < M.

Definiendo luego F(y)=v(y,ty)-v(y,t,) se tiene

B8
IF] < oM, JIF(y)I dy < M |ty=t,] ;
(44
de donde

y entonces velll’l/2 y su norma esta mayorada por M, constante que depende

s6lo de las cantidades especificadas en el paragrafo 3.

Ahora s(t)l(t,u) puede ser considerada como una funcién dada de t,
perteneciente a Huz([O,T]) con norma acotada por una constante M oportuna,

y entonces aplicando el Teorema 9.1 pag. 341 de [52] a (6.1)-(6.4) se
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demuestra que || Vy ||a, <CT17.

De ahora en mas se procede como en el paragrafo 3, considerando la
ecuacion (6.1) como una ecuacidon a coeficientes dados y expresando v como
la suma de dos funciones v, y v, que satisfacen (6.1) con condiciones

iniciales y de borde dadas respectivamente por
vi(y,0) = h(y) ,
(7.6) { Vly(ovt) = h'(0) ,

vly(l,t) = F(s(t),t);

vo(y,0) =0,
(77) { vzy(O,t) = s(t)1(t,v)-h'(0) ,

vay(1,t) =0 .

Para v, se tienen todas las estimaciones que en el paragrafo 3 se

obtuvieron para v (en particular recordar la (3.15))

En lo que se refiere a v,, se define Voy=Z Yy se aplica el Teorema 9.1
pag.341 de [52] para mostrar que 2z es hélderiana de orden oportuno

a€ (0,1) en . De aqui — con razonamiento analogo al que nos llevo de
g

Wfr
A

(7-'.4) a (7.5) — se obtiene que v, es holderiana de orden mayor que
| En definitiva, aplicando una vez mas el Teorema 9.1 ya citado, se

'obtiene para z la estimacion

(7.8) 12l 1ap,0 < CCK) T

para algin y€(0,1). La (7.8) a su vez implica la estimacién

(1.9) Is-1(t,v(0,t)) || < C(K) ,

clo1) =
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Yy
(7.10) Nz19 + Nzy 1Y+ llzyy 1T + 2,17 < c17 .

Ahora una estimacion analoga a (3.13) se obtiene combinando las

estimaciones sobre v, y v,.

Se puede en consequencia elegir un conjunto de funciones B, como en
el paragrafo 4, tal que cada s €® se transforma a través de 9 (definida de

manera analoga al caso anterior) en una S € B.
Demostremos que 9 es contractiva. Se define aun
Av = v - 7V
se aplica el Teorema 9.1 de [52] para obtener

(7.11) 1AV | 14a,rp < CTT{111v(0, -)=v(0, )| +llas|| }
clo,1) clo,T)

Poniendo ahora:
Aw = 1Vy~2Vy

y escribiendo el sistema de ecuaciones satisfecho por Aw se puede todavia

aplicar el mismo teorema obteniendo:

| Aw ”l+a,RT_<_CT7( [[vi(0, .)=vy(0, )| + |l As || )
cl(o,1) cl(o,1)

v vonsecuentemente se tiene la contractibilidad de 9. 0
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PARTE Il . SOLUCIONES DEBILES

1. Generalidades y notacidn

Como en la parte precedente comenzaremos, por claridad de
exposicion, por el tratamiento del problema mas simple indicando después

las modificaciones necesarias para tratar casos mas generales.

Nos ocuparemos entonces de un caso sin gravedad con condiciones de

contorno de tipo Dirichlet en la banda z€ (0,1). Sea entonces el problema

(1.1) (0(u))y = ugy » en (0,1)x(0,T) =0y ,
(1.2) 8(u(z,0)) = 6y(z) en (0,1) ,
(1.3) u(0,t) = 4(t) , en (0,T) ,
(1.4) u(1,t) = U(t) , en (0,T) .

" En (1.1) 0 y u estan vinculados por una ley experimental sobre la

cual hacemos la siguiente hipotesis
(A1) 0€eC'(R\{0}) NC(R)
M(A) > 8'(u) > O, para u€[-A,0) , V A>0

6'(u) =0 , para u>0 6,

6Como se vera claramente en lo que sigue la (A1) podra ser sustituida
por .la. hipotesis mas débil de lipschitzianidad. La hipotesis incluye sea
el caso de uniforme parabolicidad de la ecuacion en la zona no saturada
(necesariamente 0’ sera discontinua para u=0) que el caso de ecuacion

degenerada (6'(0)=0).



- 47 -

La regularidad de u(x,t) y el sentido en el cual se debe considerar

el problema se especifican en la

Definicién 1.1 Una funcién ueW"%(Qp) se dice una sclucién (débil) del

problema (1.1)-(1.4) si

(a) 6(u) € C(Qp) »

(b) se satisfacen las condiciones (1.3)-(1.4),

c para cada funcién test gneCl({ que se anula para 2z=0,
T

para z=1 y para t=T se tiene

1
(1.5) Jl(nzuz—qtﬂ(u)) dz dt = Iq(z,O) 8y(2) dz . ' D
QT 0

Sobre los datos del problema haremos las siguientes ulteriores
hipotesis
(A2) 6,€ (0,¢], 0, es lipschitziana en [0,1]. Existe ademas una funcioén h
lipschitziana en [0,1] tal que 8(h(z))=0,(z)
(A3) ¢ y U so: lipschitzianas en [0,T] y ademas
(1.6) 0(4(0)) = 6,(0) , 6(U(0)) = 6,(1) .

Para fijar ideas supongamos que ¢<0, U>0 y que existe be (0,1) tal

que

(1.7) 0,(z) < ¢ en [0,b) ,

0p(z) = € en (b,1] .

Qbservacién 1.2 Naturalmente h(z) es arbitraria en (b,1]. Supondremos que
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h(1) = U(0) ,

~ademas de la necesaria hipotesis

h(0) = ¢(0) . O

2. Existencia y unicidad
Aqui seguiremos esencialmente los trabajos [18], [45].
Se considera una sucesién {#,} de funciones C*°(R) tales que
(i) 1/n < 6,(s) < 2M , se€ER ,
(ii) 6,(s) 2 6'(s) , 8<0 ,
(iii) 6,(0) =1, 6,—0 uniformemente sobre compactos.

Sean ademas {4,}, {U,} sucesiones de funciones C*°[0,T] tales que

(iv)  Nén—olicory = 0> NUy—Ullgem — ©0 >

lén ] + Uyl < L en (O,T) .
Sea {h,} una sucesion de funciones C°°(0,1) de manera que

(v) il hn"h I cloa) ~ o,

|hy| < L en [0,1] .

Supongamos en fin que valgan las siguientes condiciones de

compatibilidad:

(2.1) $a(0) = hy(0) , Un(0) = hyp(1) ,
y .
(2.2) 8, (6 (0))6, (0)=h4/(0), 6% (Uy(0))U, (0)=hi'(1) .

Ahora podemos, para cada n, considerar los problemas (uniformemente



- 49 -

parabolicos)

(2.3) 04 (up) Up = Upgz o en Qp ,

(2.4) u(z,0) = hy(z) , z€ (0,1) ,
(2.5) u,(0,t) = ¢,(t) , te€ (0.T) ,
(2.6) up(1,t) = Ug(t) , te (0,T) .

Cada uno de tales problemas admite una unica solucion clasica

1ﬁl€C°°(QT)r1Czl(ﬁT). Ademas resulta
(2.7) Iun(z9t)| < U, €n QT s

donde U depende de L y T pero no de n. Este resultado se obtiene inmediata-
mente del principio de maximo, notando que el valor de u, sobre el contorno

parabolico de (r es uniformemente acotado en valor absoluto en base a (iv)
y (v) y a (1.7).
Se tiene ademas el siguiente

Lema 2.1 Las soluciones del problema (2.3)-(2.6) son tales que eziste una constante C,

independiente de n, de manera que

(2.8) |up,(z,t)| € C, en (p .

Demostracidn Probemos, en primer lugar que

(2.9) lupg(0,t)| < C para t€(0,1) ,
para algin C independiente de n. A tal fin consideremos la funciodn
(2.10) w(z,t) = ¢,(t) + a z — b 22

y elijamos a y b de modo que
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(2.11) (6 (un) 2 - 3%27) (wxug) > 0

(2.12) (wtuy) =0 , para z=0 , te[0,T)
(2.13) (wxu,) > 0, para z=1 , t€[0,T)
(2.14.) (wxu,) 2 0, para t=0 , x€ (0,1).

La (2.11) se satisface eligiendo b=ML; en consecuencia la constante
‘a puede ser determinada para satisfacer (2.13) y (2.14), por ejemplo

a=(2M+T)L. En base al principio del maximo se tiene
(2.15) wtu, > 0 en Qr ,
y la (2.9) se verifica. con C=a. |
Analogamente se prueba, para alguna constante C independiente de n:
(2.16) |upz(1,t)| £ C, para t€(0,T) ,

mientras, en base a la condicion (v) y a la regularidad de las soluciones
de (2.3)-(2.6), resulta
(2.17) |up(x,0)] < L, para z€(0,1) .

Ahora podemos derivar (2.3) respecto a z; poniendo

Xp(z,t) = ug,(z,t)
y omitiendo los indices por brevedad de escritura, obtenemos
6’ (u

4(2.18) ¢'(u) X, + % X X; = Xz en Qp .

El principio del maximo (véase por ejemplo el Teorema 2.9 de [50])

aplicado a la ecuacidon (2.18), en base a las acotaciones (2.9), (2.16),

(2.17) completa la estimacién deseada (2.8). 0
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Definamos ahora
(2.19) vh(z,t) = 0,(uy(z,t)) ,
y demostremos el

Lema 2.2 Las funciones v, son equiconlinuas; mas precisamenle son equi-lipschilzianas respeclo a

la variable z, y equi-holderianas (de orden %) respecto a la variable 1.
Demostracion

A partir de
(2.20) |vpzl < 2MC , en Qp ,

(recordar (2.19), (i) y (2.8)), la equi-lipschitzianidad respecto a 2z es

inmediata.

Eligiendo luego (z,t) €(p tomemos At>0 de modo que el rectangulo
D=(z,z+JAt)x (t,t+At) sea interno a Qp; integrando la ecuacidon vpg=uy,,

sobre D se tiene

z+JAt
(2.21) J v, (¢, t+At)-v ((,t) | d( < 4MC At .
Z

Si, por brevedad, indicamos el integrando con Av,(({), se tiene

ciertamente

Avp(¢) > Avp(z) - 4MC (¢-2) , (€ (z,2+VAt)
y entonces

Av,(z) YAt — C At < 4MC At

de donde se deduce la hélderianidad respecto a t. (]
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Por lo tanto, ya que del Lema 2.2 resulta la equiacotacion de

I u“"wl'o(QT)’ podemos encontrar una subsucesion (que seguiremos indicando

con {u,}), una funcion uEVI'O(QT) y una v(z,t) lipschitziana respecto a z y

hélderiana respecto a t tales que

(2.22) up—u débilmente en W!'° ,

(2.23) 0,(up)~v fuertemente en Cy, con vECﬂ'alz(ﬁT) .
El paso siguiente consiste en demostrar

Lema 2.3 Para casi todo punio en QT se liene

(2.24) 6(u) = v

Demostracion Sean

(2.25) S

{(z9t)GQT : V=‘} ’

-(2.26) I

{(z,t) €Qp : v<e} .

Sean Py=(2zg,ty) €I y B (Pp) una bola de radio r y centro Py, con r
tal que B, CI . Sea 6=¢~v(zy,ty); se pueden elegir n, y r, tales que, para

r<roy n>ng
(2.27) €—-2§ < vp(z,t) < e=6/2 , en B (Py).

De (2.19), indicando con p, la funcion inversa de #,, podemos

escribir

up = Pp(Vp)
y afirmar que

ph < K(&) , en B.(P,) .



Entonces

lup=um | < K(8) [vp=vm| + llPp—Pmll C[1-26,1-6/2) <

< K(8) {lvy-vml + "0n—9m"C[-U,0]} .

Por lo tanto {u,} es una sucesion de Cauchy respecto a la norma

uniforme en B, (Py). Sigue que
(2.28) u, — u* €C(B,(Py)) uniformemente
y entonces

v = 0(u*) en B.(Pg) .

Si (, ) denota el producto escalar en L, y si ¢ es una funcién C® a

soporte compacto en B,.(P,) se tiene que
(ups9¢) — (u,9)

por (2.22), y
(up>¢) — (v,9)

por (2.28); en consequencia u*=u para casi todo punto en B, (P,) y por lo

tanto en I. Es decir
(2.29) v = 0(u) , p.c.t.p. en I
Para la region “saturada” S, se tiene
S € S5 = {(z,t) » v(z,t) >e-6}
Se puede elegir n, tal que para n>ng,
vp > =26 en S; .

Tomemos una arbitraria ¥ € C* a soporte compacto en S; y no negativa.



Indicando alin up,=p,(v,) > py(e—26)
0 < (¥,up—pp(e=26))
y pasando al limite, se obtiene
(2.30) u(x,t) > 071(e-26) , en S; .

Eligiendo (zg,t;) €S, la (2.30) es valida para cualquier §, luego

u(z,t) > 0, en S
y entonces
(2.31) | c(u) = €, en S .
Las formulas (2.29) y (2.31) prueban entonces (2.24). o

Podemos ahora probar el

Teorema 2.4  Bajo las hipotesis (A1)-(A3) el problema (1.1)-(1.4{) admite una solucion en el

sentido de la definicion 1.1.

Demostracién Multiplicando la ecuaciéon (2.3) por una funcién test e

integrando por partes, se obtiene que cada u, satisface

1
(2.32) II{"z“nz‘”ton(“n)} dz dt:Iq(z,O)ﬂn(hn(z)) dz .
Qr 0

Haciendo n—oo y usando (2.22), (2.23) se obtiene

1
(2.33) JJ'(nz u, — 0 v) dz dt = In(z,O) 6,(hy(2z)) dz .
0

Usando el Lema 2.3 se demuestran las propiedades (a) y (c), mientras



que la (b) es una consecuencia inmediata de (2.5) y (2.6). a

Teorema 2.5 Si 0 satisface la hipotesis (A1) el problema tiene a lo sumo una solucion.

 Demostracidn

Sean u; y u, dos soluciones; poniendo Au=u,—-u, y Af=0(u,)-0(u,), se

tiene

(2.34) = ” (1 Au, = n, A8) dz dt = 0
O

para cualquier funcion test 7.
Fi jando arbitrariamente t;e€ (0,T), sea
Tt

n('z,t.)-:{ {Au(z,r) dr , z€[0,1] , t€[0,t,]

0, z€[0,1] , t€(ty,T]

de modo que (2.34) se transforma en

ot

o1
I J(—nz N, + Au Ad) dz dt = 0
00

y entonces

ct

1 01
%In;(x,O) dx +I JAu Af dz dt = O .
0 0 0

Por lo tanto
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%o
IAuz(x,r) =0 p.c.t. z€[0,1] .
0

Por la arbitrariedad de t;, Au,=0 p.c.t.p. en Qr, y como AueWl? |

resulta Au=0 p.c.t.p. 0

Notemos que la unicidad recién probada permite afirmar que las
convergencias (2.22), (2.23) valen para toda la sucesion de las funciones
aproximantes y no solo para una subsucesion; en consecuencia el
procedimiento utilizado es constructivo. Destacamos finalmente que de la

unicidad de u se deduce la unicidad de la saturacion 8(u).

3. Algunas propiedades de las soluciones débiles

Del Lema 2.1 resulta inmediatamente que uewé'g(QT). Podemos ademas

demostrar el siguiente teorema
Teorema 3.1 Bajo las hipotesis (A1)-(A3)
(3.1) u € Q) .

Demostracign Multipliquemos (2.3) por u, e integremos sobre Q.

Integrando por partes se tendra

T
IIB{, ufn dx dt = J’r[unz(l,t)U;,(t)—unz(o,t)¢;,(t)] dt —
QT 0

1
- % I[“%z(Z,T)-hLQ(Z)] dz .
0
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Utilizando las propiedades (iv) y (v) de las aproximantes y el Lema
2.1 se tiene que el segundo miembro esta acotado independientemente de n.

Luego, usando (i) resulta

(3.2) (- < oM “o;, ul, dx dt < C ,

2
L%Qq) U

de donde se deduce (3.1). a

Tenemos ademas el siguiente Teorema de dependencia continua de los
datos. Si Af,, A¢, AU indican las diferencias entre los correspondientes
datos de dos problemas (1.1)-(1.4) y si se indica con Au la diferencia
entre las dos soluciones y con Af la diferencia entre las correspondientes

f(u), vale el siguiente resultado:

Teorema 3.2 Bajo las hipotesis (A1)-(A3) se tiene

1 T T
(3.3) JJAu.AB dz dthT{I | Ab, | dz+J | Ad | dt+I|AU| dt} .
QT 0 0 0

Demostracion Tomemos los problemas (2.3)-(2.6) para cada uno de los dos

grupos de datos y multipliquemoslos por la funciodn
T

(3.4) _ n(z,t) = JA“n(Z’T) dr .
t

Restando se tiene

1
%— Jni(z,()) dz + JIAU Af dz dt =
0 Qr
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= Jr}(z,O)Aﬂo(z)dz+J[Auz(1,t)n(l,t)—Auz(O,t)n(O,t)]dt,
0 0

donde el subindice n fue omitido por brevedad.

Ahora resulta [9(z,0)| <CT por (2.7) y (3.4), |[Au,|<C por

T T T
(2.3) y [in(1,t)| dt , [|n(0,t)| dt estan mayoradas por T[|AU| dt |,
0 0 0

T
T[] |A¢| dt respectivamente . De donde se concluye (3.3). 0
0

Sigue el siguiente teorema de dependencia mondtona
Teorema 3.3 Con las mismas hipolesis

(3.5) Ay > 0, A¢ > 0, AU > 0= A0 > 0 .

Demostracidn

Si A6, , A¢ , AU son estrictamente positivas, el principio de
comparacion entre las correspondientes soluciones provee el resultado.
Para probar (3.5) en el caso de desigualdad no estricta basta recurrir al
caso precedente incrementando en una cantidad positiva § los datos mayores

y utilizando luego (3.3). a

Para tener una idea mas precisa de las propiedades cualitativas de
la solucion que encontramos, queremos ahora estudiar la regularidad de los

conjuntos S e 1 definidos en (2.25), (2.26). Probamos primeramente el

Teorema 3.4 El conjunto [ es conezo.

Demostracién Para demostrar el teorema con T arbitrario probaremos que si

0(x1ytg) ¥ 0(xy,t5) <1 , entunces ¥ z€(X,,X,) se tiene 0(z,ty) <1.
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En efecto, por la continuidad de 6(u) se puede elegir 6§ < t;, de manera
que u(x;,t) y u(x,,t) sean negativas en [ty,—é,t;]. Aplicando un principio de
maximo fuerte (ver [59]) al problema #{=u,, en (x;,X;)x(ty—6,t,) con datos
negativos sobre el contorno lateral y 68(u(z,ty—é6))=1 (que es una
sobresolucion del problema verificado por u) se encuentra que u(z,t,) es

negativo V z € [x;,x,]. 8]

Podemos ahora definir V t€[0,7) la funcién

(3.6) s(t) = sup{z€(0,1) : (z,t)€l} .
De nuestras hipotesis ¢(t) <0 , U(t) >0 sigue que s€(0,1).
Se tiene

Teorema 3.5 Sean las hipotesis (Al)-(.A3) verificadas. Entonces

(3.7) u,, =0 p.c.l.p. inlerno de S.

Demostracigon Se elige una funcion test n infinitamente derivable a soporte

]
compacto en S. Entonces [ [ (nu,—en)dzdt=0 ; por lo tanto

Or
o
(3.8) Ijnz u, dz dt = 0 , vV n€C3(S) .
Or
De la (3.1) sigue
“q ug, dz dt = 0 , v nec®() ,

Or

es decir (3.2). a
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4. La interfase

El problema de la regularidad de s(t) fue ampliamente estudiado,
comenzando por el trabajo [18]. En [17] se probd que. si 6#(0)>0 - o sea
en la hipotesis de parabolicidad uniforme en la zona no saturada -
en t-o~nces s(t) es continua. En la Parte IV daremos una descripcion mas
cxahustiva de los resultados obtenidos por distintos autores en este
campo; aqui nos limitaremos a citar el resultado de [10] que estudia un
problema en el cual los datos sobre el contorno fijo son del tipo de

Neumann. Mas precisamente (1.3) y (1.4) se reemplazan por
(1.3 u,(0,t) =0 , en (0,T) ,

(1.4") u,(1,t) = g(t) > 0 . en [0,T] .

(Obviamente la definicion de solucion se modifica, en el sentido que
las condiciones (1.3') y (1.4') aparecen en la relacién integral (1.5), en

T
la cual apareceri en el segundo miembro el término - [n(1,t)g(t)dt).
0

Las demostraciones de los teoremas de existencia, unicidad vy
dependencia continua son esencialmente las mismas siempre que nos

limitemos a intervalos de tiempo tales que

t
Jg(r) dr < «-M(0)
0

{ver la Observacion 3.2 de la Parte I11).

En [10] se suponen las siguientes hipotesis ademas de las (A1)-(A3)
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(A1) 0 € C***(R™) para algin a€ (0,1)

6’”(u) < 0 en un entorno a la izquierda de u=0 .

(A2) Existe a€[0,b) tal que
h € C**([a,b])NC!([a,b])
|h”| < M ¢'(h) en [a,b) para algin M>0

h es seccionalmente mondtona y h'(b)=f(0).

Bajo estas hipotesis suplementarias se demuestra que s(t) es

lipschitziana en [0,T].

Si ademas vale
(A2") h € C**2([a,b]) y h"/6'(h) es uniformemente lipschitziana en [a,b),
se demuestra que s(t) es C! para cada instante en que s(t) <1.

Aqui demostraremos un resultado de lipschitzianidad que en ciertos
aspectos es mas restictivo (las hipotesis sobre el dato inicial se suponen
validas en el entero intervalo (0,b), para evitar el uso del teorema de
Matano [57] sobre el nimero de cambios de signo) pero cuya demostracion es

mas simple.

Hablando de regularidad de 1la interfase, se deben <citar los
resultados generales validos también en mas dimensiones espaciales (véase

[16] y la bibliografia alli contenida).
Consideremos los problemas aproximantes
(4.1) 0 (up) vy = up,, en Qp ,

(4.2) un(z90) = hn(z) ’ z€ (0,1) ,
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(4.3) up,(0,t) =0 , te (0,T) ,
(4.4) upg(1,t) = gu(t) , te (0,T) ,
donde la sucesion {#,} se toma como en el paragrafo 2.

Para especificar las propiedades de h,, g, enumeremos las hipotesis

sobre los datos que usaremos en lo que sigue:

(A2) Existe be (0,1) tal que

(4.5) h(z) < 0 en [0,b] , heC?[0,b]

(46) |h”’(z) | <M#’(h(z)) en [0,b] , para algin M>0 ;
(4.7) h’(z) > 6§ > 0 en [0,b] para algin 6§>0 .

Sea ademas 6y(z)=¢ para z€(b,1], por lo cual, sin pérdida de

generalidad podemos definir

(4.8) h(z) = g(0) (z-b) > 0, en (b,1] .
Sea también

(A3) g(t) > 0 y lipschitziana en [0,T] .

Supongamos entonces que hneCz[O,l] aproximen h uniformemente y que
satisfagan las correspondientes de (4.5), (4.6), (4.7) para oportunas

constantes (que seguiremos llamando M y §) independientemente de n. ’

Fi jamos ap€ (8(h(0),1) y sea T, el extremo superior de los t para los

’Se puede obsevar que si 6’(0) #0 el problema tiene solucién clasica
en las hipotesis que haremos y entonces la regularidad de la interfase
esta asegurada; si 6’(0)=0, la (4.6) implica h”(b)=0 y por lo tanto

hECz[O,l] haciendo superfluas las aproximaciones h,.



- 63 -

cuales #(u(0,t)) <ay3<1 para n suficientemente grande. Se tiene
Proposicion 4.1 Eziste xy lal que, para n > ny oportuno

(4.9) Jug,(xgst)| < M, en (0,T;);

(4.10) u,(z,t) > 8§ > 0, en (xg,1)x(0,T,) .
Demostracion Sea x, tal que #(u(x,t)) <ay/2 en (0,2x4)x(0,T,).

Para n suficientemente grande (4.1) es uniformemente parabélica con
constante de parabolicidad independiente de n en tal rectangulo y entonces

satisface una estimacion interna (que por la regularidad de h vale desde

t=0) del tipo (4.9).

Ademas notemos que u,,>0 localmente en (Qt por el principio del
maximo aplicado a u_,. Entonces en la regién de uniforme parabolicidad
podemos aplicar el principio del maximo fuerte para probar (4.10) sobre el
segmento z=x, y por lo tanto en el dominio inmediatamente a la derecha de

tal segmento. a
Sea ahora
T.()") = sup{t : u,(1,t) >0}
y demostremos
Lema 4.2 Eziste T, > 0 tal que, cualquiera sea n
(4.10) ™ > T, .
Demostracign Sea
(4.11) u(z,t) = c(z-1) + d

con
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c = g(t) > 0 .

min
[0.T]
Para cualquier 6€ (0.b) se tiene

u (b—6) > -L§ — Ht!/?

donde H es la constante de Holder de las ug .

Por lo tanto se puede elegir § suficientemente pequeiio y D>0 tales
que la @ definida por (4.11) resulte una subsolucién en un intervalo (0,T,)
para cualquier n. Entonces (4.10) esta probada ya que u_ (1,t) resulta

estrictamente positiva en (0,T,).
Sea
Ty = min (T,,T;)
y
4.12 = gt
( . ) r)n(z,t) = -u—nz en QTO.
Suprimiendo por simplicidad el subindice n tenemos

Lema 4.2 Para cada punto de (xg,1)%x(0,Ty) . n(2z,t) salisface la siguiente c;:uacibn

(4.13) "= gy T~ (Par -

Ademas
(4.14) n(z,0) = =h"(z)/¢'(h)h'(z) . z € (0,1),
(4.15) n(1.t) = —g'(t)/g(t) + #(u(1.t)) n*(1.t), te(0,T).
(4.16) In(xq,t)| < M . t € (0.T) independiente de n.
Demostracign Se trata de verificaciones no dificiles: se puede notar que

de (4.14) se deduce la acotacion de n en base a la hipotesis (A2) y que
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(4.16) sigue de la Proposicion 4.1. a
Demostramos ahora el

Lema 4.3 Las funciones n,(x,t) son equiacotadas.

Demostracion Consideremos la funcion
(4.17) w(z,t) = Az - e2A“+4) R en (, ,

Con simples calculos se ve, recordando (4.13)-(4.16) y el principio

del maximo, que
(4.18) n(z,t) > w(z,t) en [x4,1]x[0,Ty] .
Sea ahora
v(z,t) = B(z+1) .

Es facil ver que, para B suficientemente grande, se tiene

7t—§177zz+(72)zz20 » 71(z,0) >n(z,0) , 7(a,t)2>n(a,t) . Ademas
(4.19) 7,(1,t) — 8'(u) v = B - 8'(u) B? (2+1)?% .

Recordando que en (0,T;), u,(1,t) >0 se tiene que 6 (u,(1,t)) tende
a zero con n, por lo cual la cantidad en el primer miembro de (4.19), para

n>ny , se puede hacer mayor que el maximo de |gj /gl

Entonces

(4.20) n(z,t) < v(z,t) .

Por lo tanto de (4.18) y (4.20) se llega al resultado deseado. a

Podemos ahora probar el
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Teorema 4.4  Bajo las hipotesis (A2). (4.5)-(4.7) la funcion s(t). que representa la

inlerfase entre-las zonas salurada y no saturada, es lipschitziana en [0,T,].

Demostracigon Como en la demostracion del teorema de existencia extraemos

de la sucesiéon {u,} una subsucesién u, convergente débilmente en W'? con

n

6, (u,) convergentes uniformemente a f(u) € para algin 4 en (0,1).

Sigue que los conjuntos de nivel {u =0} son curvas regulares z=s,(t)

equilipschitzianas, por el Lema 4.3.

Entonces, limitandose si es necesario a una subsucesion, se tiene

que las s,(t) convergen uniformemente a una funcion s(t) lipschitziana.

Demostramos ahora que la curva z=s(t) es la interfase para la

solucion del problema.
Es evidente que para z>s(t) es u>0 p.c.t.p. y u(z,t)=g(t)(z—s(t)).
Si ahora se considera el conjunto
Dp = {(z,t) : 0<z<s(t) , 0<t<T},

y en el mismo la funcion

(z—s(t))>™

Y(z,t) = - C .

Se verifica facilmente que se pueden elegir C y m suficientemente
grandes para que Y sea una sobresolucion del problema (recuérdese en
particular .la definicion de T,). En consecuencia u<0 en Dy y entonces

z=s(t) es efectivamente la frontera libre.

Queremos ahora discutir brevemente si y en qué sentido este

resul tado local se puede hacer valido en todo el intervalo (0.T).



Sea
T, = sup {t€(0.T) : 8(u(0.t)) <1} ,
T, = sup {t€(0.T) : u(l.t) >0} .
y sea
To = win(T,,T,).
Si TO=’T'I, si existe lirfn_s(t). el problema esta concluido porque todo

o

el medio se ha saturado, véase también lo dicho al inicio del paragrafo y

la Observacion 3.2 de la Parte II.

Si li? inf s(t)>0 o si s(t) no tiene limite y la interfase
—lo

“oscila”, estamos en un caso particularmente delicado que puede excluirse

si se ha previamente dcmostrado la continuidad (ver por ejemplo [44]).
Ocupémosnos ahora del caso Ty=T,.

Repitiendo la demostracion, se concluye facilmente que s(t) tiene
limite para T—T;. En efecto. la constante de Lipschitz de s(t) esta

equiestimada en cada intervalo (0,T,~¢), independientemente de ¢.

El caso li,Ir‘n_s(t)<1 contradice la hipotesis g(t)>6>0; por tanto,

—1lo

nos queda por examinar solamente el caso lim s(t)=1.

Para tratar este caso se debe suponer (como en (A1’)) que 0 sea una
funcion concava de u en un entorno a la izquierda de u=0. Supongamos que

exista §>0 tal que
(4.21) ¢ < 0, en (—-64.0)

y que entonces. para n suficientemente grande sea
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(4.22) 6, < 0, en (—56,+00) .
Por simplicidad, supongamos que
(4.23) u(0,t) < —86 en (Ty—5,T) .

Ademas, se tenga en cuenta que todas las desigualdaddes che verifica
u se deducen facilmente de la Hélderianidad de 6(u), pero nosotros por

simplicidad razonaremos como si la misma u fuera Hélderiana.

Ahora, por la Holderianidad de 8(u), es posible encontrar un conjunto
finito de intervalos (tk’tk+l) tales que t,=Ty—4é, thT y que para k impar

sea
(4.24) u(l,t) > 26 en (tk,tk+1) , k impar
y para k par sea

(4.25) u(l,t) < -6 en (tk’tk+l) , k par.

Entonces si k es par, en (tk’tk+l) todas las u, con r|>rm oportuno
resuelven una ecuacion uniformemente parabolica y por tanto resulta una

estima del tipo
(4.26) max lugel < M, k par.

Yotk ] -

Buscamos ahora una estimacion inferior para u, en el primer caso, k

impar:
Sea z; el punto mas proximo a z=1 tal que
(4.27) u(zg,t,) = —36.
Esto es posible por (4.23), (4.24) y la continuidad de 8(u). Sea

t = sup{té(tk,tk_H) 1—-46 < u(z,,t) < -26} .
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Si t< t’k+l se tendra

(4.28) u(zg,t) =—46
(o)
(4.28) u(zg,t) =-26

(recuérdese la advertencia hecha precedentemente: por comodidad se trabaja
como si u fuera continua, mientras el razonamiento riguroso pero mucho mas

comple jo deberia hacerse sobre #(u) y aplicar después la funcion inversa).

En el caso (4.28) se puede elegir un nuevo punto (zl,f:) con z, <z,

tal que u(z,,t)=-36; en el caso (4.29) z, se encontrara a la derecha de z,.

Procediendo asi hasta alcanzar tepl Y observando que esto es posible
con un numero finito de pasos por la hélderianidad de #, se puede construir
una curva regular z=vy(t) sobre la cual se tiene que el valor de u esta

comprendido entre -5§ y -$4.

Si se elije n suficientemente grande para que la misma propiedad sea
verificada por las u, , entonces en R ={(z,t) : 7(t)<z<1, tk<t<tk+1}
resulta que, definiendo wy(z,t)=u, ((z,t) y derivando (4.1) respecto al

tiempo
(4.30) 0 (up) wo—04'(up)wi > v,y o en Ry -

Una estimacion de wn(z,t;) proviene de la estimacion en el intervalo
precedente (o, si k=1, del Lema 4.3); w, sobre la curva se estima porque
alli la ecuaciéon es uniformemente parabolica. Ya que en fin wp,(1,t)=g'(t),
el principio de maximo garantiza que u, se estima inferiormente por una

constante M independiente de n, proveyendo una estimacion superior para
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nn(z9t’)‘

Notando que la estimacion inferior obtenida con la funcién de
comparacion definida por (4.17) sigue valiendo, podemos proceder como en
el Teorema 4.4 y concluir que todas las curvas de nivel, y en particular
la u=0 en los intervalos de tiempo en los cuales existe zona saturada, son

regulares.



PARTE IV . NOTAS BIBLIOGRAFICAS

1. Introduccidn

Sin ninguna pretencion de abarcar todo, queremos aqui dar algunas
informaciones sobre los trabajos de caracter analitico relativos a los
problemas discutidos en las partes precedentes. Esto significa que no
citaremos los trabajos de tipo mas experimental o numérico, y, para los
traba jos matematicos, a menudo no nos referiremos a toda la produccion de
un autor o de un grupo de investigacidon, ilustrando solo los articulos mas
recientes (segin nuestro conocimiento) o aquellos en los cuales se puede

facilmente encontrar una bibliografia mas completa.

En el paragrafo 2 nos referiremos brevemente a los trabajos en los
cuales se desprecia la capilaridad; en el paragrafo 3 trataremos con mas
detalle la clase de problemas de los cuales nos hemos ocupado en las
Partes II y III; en el paragrafo 4, en fin, citaremos brevemente los
modelos que se han propuesto para tratar e¢l caso en el cual puede

presentarse una zona “seca’.

2. Modelos sin capilaridad

Consideramos la (4.12) de la Parte 1 que reescribimos. para un

problema no necesariamente unidimensional., en la forma

(2.1) [0(u) ]y = Au = [y(w)],

Si se prescinde de la capilaridad y la densidad del liquido se supone



constante, se tiene

e € H(p) ,
(2.2) { K € Ky H(p) ,

u = (Ko/pg) P+ ’

donde H(p) es la funcion de Heaviside y p*t=max(0,p). Si se supone ademas
que el medio poroso sea indeformable, resulta e=constante y entonces
0(u) € € H(u)

(2.3)
v(u) € K, H(u)

Se puede entonces buscar una solucién de (2.1) en un conjunto QCR"

tal que Q=SUD donde en S es u>0, o=1 y en D es 0=0, u<0 .

El problema es el clasico “problema del dique”, que en su version
mas simple tiene la forma siguiente: asignadas dos constantes h, y h,,
h, >h,, encontrar una funcion, una curva AB y una funcién u(x,z) definida

en OABD tales que (sin pérdida de generalidad ponemos K,=1):

Au =0 , en UABD ,

u =hy + 2z, sobre (A ,
u, = 1, sobre 0D |,
u = hj+z , sobre DC ,
u =0, sobre BC ,

= 9 (u-2) =
u = 3n(u z) =0, sobre AB .
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Definiendo u=0 fuera de 0UABD y
zZ
W(x,z) = J u(x,z’') dz’ (transformada de Baiocchi),
-00

el problema se puede replantear como una inecuacién variacional en un
rectangulo 0A’B’‘D. Para un tratamiento general de problemas de este tipo y
una bibliografia de base ver [6]; para distintas formulaciones y resultados

sucesivos se puede consultar [7], [55].

Retomemos en examen el problema (2.1)-(2.3) y consideremos un
problema de filtracidén en la direccion z. Supongamos también que sobre z=0
sea dada una presion P>0. Se ve inmediatamente que sera 6=1 (o sea p>0)

en una zona de espesor variable z€ (0,s(t)). mientras fuera de tal zona

sera #=0. Claramente
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Pz = 0, 0<z<s(t), t>0 ,
p(0,t) =P > 0, t>0 ,
‘(2'4) p(s(t),t) =0 , t>0 ,
3(t) = —pge (Pa(s(t),t)—pg) , >0 ;

de donde sigue inmediatamente

(2.5) p(z,t) = P (1 - -S(Z—t))
y
(2.6) s=a(2+1),

donde a=K/e¢ , b=P/pg .

Si la condicidn inicial para el punto de separacion entre las partes

seca y bafiada es s(0)=0, de (2.6) se obtiene
(2.7) s(t) — b In(1+s(t)/b) = at

La soluciéon (2.7) es la llamada solucién de Green-Ampt [35], que

para tiempos breves (o sea mientras sea t €« b/a) tiene un comportamiento
s(t) ~ y2abt ,

y para tiempos grandes (t > b/a)
s(t) ~ at .

Podemos también observar que este problema, en mas dimensiones
espaciales es el clasico problema de Hele-Shaw, sobre el cual se puede

obtener mayor informacion en [20].

Otra clase de problemas en ausencia de capilaridad se estudia en



[27], [28]. La ecuaciéon diferencial estudiada en la region bafiada no es la
ecvacion de Laplace, sino una ecuacion del calor; esto corresponde, por
ejemplo, a considerar validas las (2.2) pero suponiendo que la porosidad ¢
no sea constante sino una funcion lineal de la presion en el liquido
(ecuacion de piezoconductividad); a la misma conclusion se llega
considerando compresible el liquido y constante la porosidad en (4.2) de la

Parte I y suponiendo K constante con la presion y despreciando el término

Opdp
Opoz

en el segundo miembro.

En [27] se estudia el siguiente problema de frontera libre (todas

las variables estan normalizadas a 1)

u = Uz =0, -s(t) <z<0, te(0,T),
ﬁz(o,t) = f(t) , te(0,T),
s(0)=—b <0, u(z,0)=h(z) >0, z € (~b,0),
u(s(t),t) =0, t€(0,T),
§ = —(ug(s(t),t)-1) , te (0,T),

de donde, considerando la variable v=z—u las condiciones sobre la frontera

libre se transforman en

y entonces, para soluciones suficientemente regulares

2 —
v, + Vi = v,

El problema se conduce a una inecuacion variacional para el par
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(W,p) con W=[p dz y se demuestra, suponiendo f(t)>1, la existencia y la
unicidad de una solucién con § continua en (0,T), WeC(Q)nw®'(Q), donde

Q=(-R,0)x(0,T) y Ry T son tales que s(t) >-R en (0,T).

En [28] se considera un problema en varias dimensiones espaciales.

3. Filtracign en presencia de capilaridad

En lo que se refiere a la aproximacion clasica, ademas de todo lo
dicho en la Parte II, nos limitaremos a <citar las soluciones de
similaridad (autosemejantes) deducidas en [58]; por 1lo demas nos

ocuparemos sO0lo de la aproximacion débil.

En [18] se trata un problema en una banda, sin gravedad, y con datos
de Dirichlet constantes. Los resultados son la existencia de solucién
débil (en el sentido especificado en la Parte II), la unicidad, la
dependencia monotona de la solucion de los datos iniciales; se estudia
después la regularidad de la solucidén (ver los Teoremas 3.1, 3.4, 3.5 de

la Parte II) y el comportamiento asintodtico.

En [17] se estudia el mismo problema obteniendo la continuidad de la
interfase en la hipotesis muy restrictiva que la funcidén 6(u) en (1.1) de

la Parte III tenga la forma
1+u L] —1Su<0,
O(u) = {
1, u>0 ;

(ademas, para este caso existe solucion clasica).

En [11] se indica como extender los resultados al problema en

presencia de gravedad.



En [45], se estudia el problema en una banda en ausencia de gravedad
con datos en el contorno dependientes del tiempo considerando problemas

del tipo de Dirichlet, de Neumann y mixtos.

En [44] se considera aun el problema sin gravecdad con las
condiciones u,(0,t)=0, u,(0,t)=g(t) >0 y se demuestra que si ademas de las
hipétesis (A1) y(A2) se supone que 6 €C¥(-o0,0], g(t) es lipschtziana y el
dato inicial es seccionalmente mondtono, entonces la interfase entre las

zonas saturada y no saturada esta dada por una funcion continua x=s(t).

En [10] se estudia el mismo problema y se dan las condiciones para

la lipschitzianidad y la derivabilidad de la frontera.

Estos resultados, y otros que contemplan también una condicidon de

borde no local y algunos problemas con mas dimensiones, se exponen en

[43].

Un tratamiento para problemas multidimensionales basado en la teoria
de los operadores mondtonos se encuentra en [36] para el caso del problema
de Dirichlet y en [37] para un problema en el cual sobre una parte del
borde esta dado el valor de u, sobre otra parte el flujo y la parte
restante del borde se considera como una superficie de desborde (seepage

face).

En [1], [2], [3] el problema se afronta en un contexto muy general,

que en particular incluye también la presencia de la gravedad.

El problema estudiado en [50] (en presencia de gravedad vy
unidimensional) contiene una ulterior degeneracidén, se supone que para

u<ky<0, 0(u)=0,. La constante 0, es el contenido irreducible de agua; en
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este caso una parte de la region (0,L)x(0,T) donde se estudia el problema

puede estar “seca”, es decir caracterizada por f=6,, u <k,.

Volveremos sobre estos problemas en el paragrafo sucesivo; aqui nos
limitaremos a suponer (por comparacion con los resultados de los demas

autores) que los datos de borde sean tales de garantizar que 6>6, en

(0,L)x(0,T).
Las condiciones son
u(0,t) =1, (pared impermeable)
u(L,t) = c ,
u(z,0) = h(z) .

El problema esta resuelto, como en [18] a través de Ila
regularizacion parabdlica del problema y se demuestra la existencia de una
soluciéon W', Las hipdétesis sobre el dato inicial son mas bien fuertes
(heC®, h(L)=c, h(0)=1, h'’>0, h”(L)=0) pero el teorema de existencia vale
también en presencia de zonas secas (y de conductividad hidraulica nula).
Ademas en las mismas hipotesis se encuentra que las fronteras libres que
separan la zona seca de la no saturada y esta ultima de la zona saturada
se expresan por funciones de variacion acotada. Un problema del mismo tipo
pero en n dimensiones (en el cual es posible ademas tener en cuenta una
posible anisotropia del medio poroso) se estudia en [51] con condiciones de
borde que asignan el flujo sobre una parte del borde v la presion sobre el
resto, ambas funciones de la posicidén y del tiempo. La aproximacidén es de
tipo variacional y el trabajo contiene el analisis del comportamiento

asintotico de la solucion.



El problema de la filtracion en medios parcialmente saturados fue

ampliamente estudiado por el grupo de la Universidad Tsinghua de Pekin.

En [60] se estudia el problema en la banda en presencia de gravedad.
Se consideran condiciones de Dirichlet y de Neumann (con datos
constantes). Las hipotesis y el método de demostracion del teorema de
existencia son esencialmente los mismos del trabajo [18]; para la unicidad

se impone la ulterior condicidn

|K(uy)~K(up) |2 < M (uy=uy) (0(u)=0(uy)).

Se demuestra que la interfase es continua si |uy,| se mantiene

estrictamente positivo.
El mismo problema se estudia en [64] con condiciones de Neumann.

En [53] se estudia el problema en el semiespacio z>0 en presencia
de gravedad y con condiciones de “ponding” sobre 2z=0, que los autores

escriben en la forma

H(u—ug)

uz_K(u)z—R+_l(-z_l;T-

ug
ya que definen la transformada de Kirchoff como

p(z,t)
u(z,t) = J K(s) ds ,
-0

y escriben

0
ug = I K(s) ds
00
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En efecto, en el trabajo se considera también la presencia de una
zona seca donde u=0 . Ademas de este aspecto sobre el cual volveremos en
el paragrafo siguiente, se puede recordar que la relacion integral que

define la solucion débil es ahora, en lugar de la (1.5) de la Parte III:

[[ trCuak@))-no(u)dzde= | [Rn(0,£)+3(a(0, £3)my(0, &) Jae+
Rt x(0,T)

+ J(“o(o))'l(O,O),

donde

s
H(7—u
J(S) = ———( S) dr =
K(7) s—ug
0 R ’ sS>ug .
y las funciones test se suponen a soporte compacto respecto a z y se

anulan para t=T.

Los resultados son analogos a los enunciados precedentemente (salvo
alguna nueva hipotesis sobre el comportamiento de 4 y K para pequeiios
valores de u, es decir en proximidad de la zona seca, que no era

considerada en el articulo precedente).

El trabajo [4] es en ausencia de gravedad en una banda con

condiciones de Neumann sobre el borde (flujo entrante por las dos partes).

Con el wetodo de la regularizacidéon parabdlica se prueba la existen-
cia y unicidad de la solucién débil, suponiendo que 0 €C%, 0" <0 en un en-
torno de u=0; los datos se suponen C!'. El tiempo de existencia es finito y

puede ser estimado en base a la cantidad de liquido presente y a los flujos
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maximos entrantes. Se demuestra en fin que si el flujo es nulo para x=0 y

constante para x=1 y u’(z.0)>0 la interfase es continua y decreciente.

En [38] se considera un problema en una banda con gravedad y con
fondo impermeable. Inicialmente la solucidon esta estrictamente comprendida

entre 0 y 1. Sobre el borde superior z=0 se prescribe un flujo
(3.1) K(u) (u,-1) =6 ;

si 6>0 el liquido deja la banda y el medio estara no saturado hasta un

instante T en el cual 6(0,T)=0 y aparece entonces la zona seca.

Si en cambio 6=-K()) para algin A€ (0,1) entonces el medio permanece
no saturado hasta un instante T en el cual 4(1,t)=1 y aparece la zona

saturada.
En [39], (3.1) se sustituye por una condicion de Dirichlet
u(0,t) = C < g

y se usan funciones de comparacion tipo ondas viajantes para mostrar que
la solucion converge casi-uniformemente a la solucion estacionaria U(x)

definida por

U(x)
_ 1
X = Jk(s)"s’
C

de donde se puede ver si la solucidon converge a una situacion totalmente

no saturada o parcialmente saturada.

En [5] se considera aln el semiespacio y la condicién de flujo, pero

se supone que § es mayor que K(1), o sea que la conductividad hidraulica



del medio saturado. En tal caso aparece también una zona saturada (también
aqui se supone la existencia de una zona seca). Se demuestra que las dos

interfases seca-no saturada y no saturada-saturada son lipschitzianas.

4. La modelizacidon de la zona seca

Nos ocuparemos brevemente en este paragrafo de los modelos matemati-
cos que fueron propuestos para describir el movimiento de liquido en un
medio poroso en el cual, ademas de las situaciones de saturacién y no satu-

racion de las que nos hemos ocupado uede encontrarse una region “seca”.
P s P

Matematicamente esto corresponde a 0=0, pero no esta claro si y cémo
(en correspondencia con esta situacion) tenga sentido hablar de presion de

capilaridad y de ley de Darcy.

Una ulterior complicaciéon la constituye el hecho que, para bajos
contenidos de agua, los efectos de histéresis se vuelven relevantes: un

medio poroso se comporta en modo distinto cuando es irrigado respecto a

cuando es secado.[49], [8], [9].

Se puede dejar de lado esta Gltima cuestion si nos limitamos a un
proceso en el cual al menos la frontera entre parte mojada y parte seca se

mueve monotonamente respecto al tiempo.

En los trabajos de los autores chinos que hemos ya citado (y en
otros que considcran medios que no alcanzan nunca la saturacion total, ver
[62], [63]), la ecuacion de balance se escribe en la forma (4.9) de la

Parte I, que aqui trascribimos por comodidad

(4.1) 6, = (D(6) 0,), - g—‘g 6, ,
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donde la conductividad hidraulica se supone una funcion dada del contenido

de agua y la difusividad hidraulica 6 se define como

(4.2) b(o) = &) dp

D

Si ahora se identifica la zona seca como aquella para la cual =0 y
se supone que la ecuacion (4.1) valga para cada 6€ (0,¢), entonces en las
vecindades de =0 tenemos una degeneracién del tipo de la de la filtracioén

de gases en medios porosos, siempre que sea

(4.3) [@ dd < oo ,

0
que es también la condicion que permite, por ejemplo en un problema a
valores iniciales, afirmar que si el dato inicial tiene soporte compacto,

la soluciéon tiene también soporte compacto.

El modelo (4.1) sigue siendo valido si se piensa al medio seco como
un medio poroso en el cual el contenido de liquido ha alcanzado su valor
“residuo” o “irreducible” 6* [ver [8], Sec. 9.4). En tal caso, si se quiere
que (4.3) se verifique, se debera suponer que K(#) tiende a cero cuando 6

tiende a 6" mas rapidamente que Qﬁ' Y
dp'o=e

En consecuencia los trabajos que describen con la ecuacion (4.1)
situaciones en las que el medio esta no saturado o seco, pueden ser

contemplados bajo este uspecto.

En los trabajos en los cuales aparecen contemporaneamente las zonas
seca, no saturada y saturada, se hace referencia explicitamente al

comportamiento de 8 y de K en funcion de la presion, de tal modo que los
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autores chinos 1ntroducen la transformacion de Kirchoff como

p(zt)
(4.4) u = I K(s) ds
-00

de modo que la interfase no saturada-seca coincida con la linea de nivel

u=0.

También en este caso la nocion de *“humedad residual” se puede
introducir sin dificultad si se supone #=0* para p<p,; bastara en efecto

redefinir u como

p
(4.5) u= [ K(s) ds
>

y obtener la ecuacion (4.12) de la Parte I que reescribimos por comodidad
(4.6) 8, = u,; — K(p(u)), .

El problema principal, desde el punto de vista modelistico, consiste
en hacer hipotesis adecuadas sobre K. Es natural pensar (como en [50],
[51]) que K se anule para p<p,, y es justo preguntarse qué relacion hay

entre p, Y P

Si p,<p,., para p<p, se tiene #,=0, entonces la zona seca si no
esta presente inicialmente no puede aparecer y si esta presente
‘inicialmente, no se puede extinguir; y a su vez el soporte de [8-8(p.)]*

no puede expandirse.

Si p,.<p,, resulta dificil definir una conductividad hidraulica en

una region en la cual la cantidad de liquido no puede variar.
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Parece entonces razonable suponer p, =p, como se hace en [51]. En
[40] se estudia un problema unidimensional (con gravedad) en el cual el
flujo es una funcidén continua asignada del contenido en agua, que se anula
cuando 6 tiende a #°. En [41] se considera un problema con condicién de
Signorini con uy=H(6—-0") estudiando en particular la situacion en la cual

el contenido de agua alcanza sobre la frontera el valor “residuo”.

Un problema que en efecto se crea en este caso es el hecho que la

“zona seca” no se puede extender.

Por otra parte en un problema a valores iniciales para una ecuaciodn

del tipo (vm)xx=vt el soporte de la solucidén no se contrae.

Para obtener una zona seca que se contrae, por ejemplo en [61], se
hace la hipotesis de la presencia de una frontera libre x=s(t) entre la
parte seca (x<s(t)) y la parte no saturada x>s(t) (ademas se admite la

presencia de una zona saturada x>o(t), pero ésto no nos interesa ahora).

Para conseguir ésto se supone que sobre x=s(t) esté asignado
(eventualmente en funcidén de la posicidén) un flujo saliente g(s(t)); esto
significa que sobre el frente se tiene u=0 (u esta definida por (4.4)) y
uy(s(t),t)=g(s(t)), asociando a la funcion g el rol de “velocidad de
evaporacion”; se debe tener presente que en tal caso la ecuacidon es valida
solo en la region x>s(t) y no es valida (en forma débil) en la entera

region, en la cual no hay conservacion de la masa de agua.

Un modelo que podriamos llamar intermedio entre aquellos con y sin
capilaridad se encuentra en [14]. El modelo puede ser pensado en la forma

(2.1) suponiendo que exista un valor @ tal que § y K se anulen para u<i y
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sean mayores que una constante positiva (y ademas sea 6(u) mondétona). El
modelo pareciera adaptarse mas a los problema de irrigacion que a los de

drenaje y de secado.

Con este fin, resulta natural plantearse el problema mas general del
mecanismo de transporte de masa de liquido en un medio poroso a baja satura-
cion: prescindir del movimiento del vapor, y luego de un eventual acopla-
miento con un problema térmico, si es justificado en un problema a altas
saturaciones, parece que ya no lo sea para una baja cantidad de liquido; en
efecto el liquido ocupa un dominio no conexo para el cual resulta arduo pos-

tular (y mas aiun verificar experimentalmente) una ley del tipo de Darcy.

Debemos destacar que mientras los problemas de secado son
ampliamente estudiados desde el punto de vista de las aplicaciones, no nos
resulta que haya sido afrontado el problema desde un punto de vista mas

estrictamente matematico.
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