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Resumen: En Boukrouche-Tarzia, Comput. Optim. Appl., 53(2012), 375-392, se considerd un problema de control
optimo continuo gobernado por una inecuacion variacional eliptica. La variable de control fue la energia interna g.
Los autores probaron existencia y unicidad del control éptimo y de su estado asociado. El objetivo de este trabajo es
realizar el andlisis numérico del problema de control éptimo antes mencionado a partir de la utilizacién del método de
elementos finitos con tridngulos de Lagrange de tipo 1. Se discretiza la inecuacidn variacional que define el sistema y
el correspondiente funcional costo para una dada energia interna. Se prueba la existencia de un control éptimo discreto
y de su estado asociado discreto para cada h positivo (pardmetro de la discretizacion). Finalmente, se muestra que
si para cada i > 0, se elige un control ptimo y el estado asociado discretos entonces, la familia obtenida resulta
convergente al control 6ptimo y su estado asociado continuos, respectivamente, cuando el pardmetro h tiende a 0.
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1. INTRODUCCION

Se considera un dominio acotado 2 C R" cuya frontera I' = 92 = I"; [ JI'2 consta de la unién de dos
porciones disjuntas I'; y I's tal que med (I'; )> 0. Se define el siguiente problema eliptico (.5):

u>0; u(-Au—g)=0; —-Au—g>0 en (1)

0
u=~5b sobre I'y; _ q sobre TI'g; )
on
donde g representa la energia interna en €2, b la temperatura sobre I'; y ¢ el flujo de calor sobre I's. En [6]
se consider? el siguiente problema de control 6ptimo distribuido continuo (P) asociado con (S):

Hallar el control 6ptimo distribuido continuo g,, € H = L*(Q) tal que

, 1 M
I (90p) = min J(9) = FlluglEr + 5 gl 3)

con M > 0 una constante y u, € K la correspondiente solucién del problema (.S) asociado al control g
cuya inecuacion variacional eliptica esta dada por:

a(u,v—u)Z(g,v—u)—/ q(v —u) ds, Yoe K; wugeK 4)
Iy
con

V=H'(Q), K={veV:v>0enQ v/Ty=0}, Vo={veV:v/T; =0}

a(u,v)—/Vu.Vv der Yu,velV, (u,v)—/uv dr Y u,v € H,
Q Q

donde a es una aplicacion bilineal, continua, simétrica y coerciva sobre V [21] , es decir: existe una constante
A > 0 tal que:
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a(v,v) > Al Vel 5)

El objetivo de este trabajo es hacer el andlisis numérico del problema (.S) que esta gobernado por la
inecuacidn variacional eliptica descripta en (4), y su problema de control ptimo asociado (3). Para ello, se
considera el método de elementos finitos con tridngulos de Lagrange de tipo 1 constituidos por elementos
finitos afin equivalentes de clase C siendo h el parametro de la aproximacién que tiende a cero [7],[10].
Entonces, se discretizan el funcional costo (3) y la inecuacién variacional eliptica (4) y se demuestra la con-
vergencia de una familia de problemas de control 6ptimo discretos al problema continuo gobernado por una
inecuacidn variacional eliptica. Numerosos problemas continuos y discretos de control éptimo gobernados
por ecuaciones e inecuaciones variacionales se presentan en [1]-[5], [8], [9], [11]-[20], [22], [24]-[31].

2. DISCRETIZACION DEL PROBLEMA (P) Y SUS PROPIEDADES

Dado €2 C R"™ dominio poligonal acotado y 7, una triangulacion regular de €2 con triangulos de Lagrange
tipo 1 ([7], [10]), se considera h como la mayor medida de los lados de los tridngulos I € 77, y se aproxima
a los espacios V' 'y K por:

Vi ={wp € C'O(ﬁ) cop/r €PI(T), YT € 11}

Vo ={vn € Vi :up/r, =0}y Kp={vh € Vh:vp 20, vy =0}

donde [P (T') es el conjunto de polinomios de grado menor o igual a 1 sobre el triangulo 7". Sea Il : V' — V},
el operador de interpolacidn lineal y ¢ > 0 una constante (independiente del pardmetro h) tal que [7]:

lv =p() ||z < coh” |v||, Yve H(Q), 1 <r <2 (6)
v =T, () ||y < coh" ||, YveH(Q), 1<r<2. (7)
Sea (S},) la formulacién variacional discreta del sistema (.S) definida como : Hallar uy,, € K}, tal que
a(Ung, U — Ung) = (g, Vh — Ung)H — / q(vn — ung)dy, Yoy, € Kp. ®)
'y

Teorema 1 Dados g € H,b> 0y q € Q, existe uinica solucion de la inecuacion variacional eliptica (8).
Prueba. Sigue de la aplicacion del Teorema de Lax-Milgram [21], [23]. (I

Lema 1 Sean g1, go € H, y upg,, ung, € Kj las soluciones de (Sy) para g1 y go respectivamente.
Entonces:

a) Existe C > 0 (constante independiente de h) tal que: ||upg||v< C,¥Y h > 0;

b) |ung, — ung,llv < Xllg2 — g1llm, ¥ h>0;

c¢) Si g, — gen H débil cuando n — oo, entonces upg, — upg en'V fuerte cuando n — oo para cada

h > 0 fijo.
Lema 2 Dados g1,92 € H y i € [0, 1], se tiene que:
“ lunalzr= pllung, 7 +(1 = 1) [fungo 71 (1 = )|l wng, — ungull ©
X a5 = 1l (1 — ) a1 = o> — (10)

donde g3(n) = g1 + (1 — p)ga ¥ ung = prung, + (1 — 1) ung,.

Teorema 2 Si ug y upy son las soluciones, respectivamente, de las inecuaciones variacionales elipticas (4)
y (8) para el control g € H, entonces upg — ug en'V fuerte cuando h — 07.
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3. DISCRETIZACION DEL PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO Y SUS PROPIEDADES

Teniendo en cuenta el problema de control éptimo continuo establecido en (3), se define el problema de
control 6ptimo discreto correspondiente como: Hallar g,,, € H tal que

, 1 M
Tn(gops) = min J(g) = Sllungllir + 5 llglle (11)
donde uy, es el estado asociado solucién de (Sh), descripto en (8), para el control g € H.

Teorema 3 Dado g € H, se tiene:
a) imyg) ;500 J(g) = 00;
b) Jn(g9) > M|\ gl|%—C llgllm para alguna constante C independiente de h;
c¢) El funcional J}, es una aplicacion semicontinua inferiormente débil en H;

d) Existe una solucion del problema de control optimo discreto (11) para todo h > 0.

Lema 3 Siu, € H"(Q2) (1 < r < 2), entonces se tienen las siguientes estimaciones Vg € H:

a) o1
ung — ugllv< Ch2, (12)

b) 1 T(g) — J(g)|< Ch*7 . (13)

donde C' es una constante independiente de h en cada caso.

Teorema 4 Sea uy,, € K el estado continuo asociado al control optimo g, € H, solucion del problema
(4). Para cada h > 0, se elige un control optimo discreto gop, € H solucion de (11)y su correspondiente
estado discreto asociado uy, gopy, € K, solucion de (8). Entonces se tiene que:

Uh gop, — Ug,, €n V' fuerte 'y  Gop, — gop en H fuerte cuando h — 0t.

Observacion: Una condicion suficiente en los Teoremas 3 y 4 para obtener la unicidad del control 6ptimo
discreto del problema (11) estd dada por (¥ ¢g1,92 € H,V p € [0,1], Vh > 0):

| uns(p) | > wna(pe) || a5

o por las siguientes inecuaciones

0 < upg(p) < upz(p) en €,

donde up4 (1) es la solucién de la inecuacion variacional eliptica discreta (8) para g3(u), que resultan ser
problemas abiertos. Se resalta que ambas condiciones son verdaderas para el problema de control 6ptimo
continuo (3) y su correspondiente inecuacion variacional asociada (4).

4. CONCLUSION

Se proboé la convergencia de una familia de problemas de control ptimo discretos al problema continuo
gobernado por una inecuacion variacional eliptica utilizando el método de elementos finitos con tridngulos
de Lagrange de tipo 1.
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