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RESUMEN.

El objetivo de la presente tesis es la de resolver diversos problemas de
frontera libre para la ecuacién del calor-difusion, en particular para el prob-
lema de Stefan. El problema de Stefan (o problema de cambio de fase)
estudia la temperatura en el espacio ocupado por dos fases de un cuerpo,
generalmente una fase sélida y una liquida. Las funciones que representan
las temperaturas de las dos fases satisfacen las correspondientes ecuaciones
del calor. Sobre la superficie de separacién, que puede variar en el tiempo
y que se encuentra a temperatura constante, se impone una condicién adi-
cional que surge del principio de conservacién de la energia. El interés y la
dificultad del problema se debe a la presencia de dicha frontera libre, cuya
determinacién es de fundamental importancia en la préctica.

Se resuelven cuatro problemas de tipo Stefan distribuidos en cuatro capi-
tulos, en los cuales se obtienen soluciones explicitas de tipo similaridad.

En el capitulo 1 se considera un problema de Stefan a dos fases para
una regiéon semi-infinita z > 0 con temperatura de cambio de fase T%. Se
debe determinar la evolucién de la frontera libre z = X (¢) y la temperaturas
en ambas fases. Se considera un proceso con cambio de fase (problema de
Stefan) para una ecuacién de conduccién del calor no lineal que generaliza la
clase de soluciones exactas andlogas a la cldsica solucién de tipo Neumann [G.
Lamé - B. P. Clapeyron, "Memoire sur la solidification par refroidissement
d’un globe liquide Annales chimie Physique”, 47 (1831) 250-256]. Se usard
el método de similaridad para encontrar una solucién exacta al problema de
frontera libre.

En [C. Rogers, ” Application of a reciprocal transformation to a two-phase
Stefan problem”, J. Phys. A: Math. Gen, 18 (1985) 105-109] se considera el
siguiente problema de frontera libre (proceso de fusion)

or, o oT

e () 05 = 0 (k1<T1>a—;) X()<r<oo.t>0 ()
oT oT. .

k‘1(T1)a—;—k‘2(T2)a—; =Lp X, z=X(t) (2)
T1:T2:Tf ,I’:X(t) (3)

o, 0 oT.
pcpz(Tg)?tQ = (kQ(TQ)a—;> L 0<z<X(),t>0 (4)
Ty (x,0) = Ty < Ty (5)
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X(0) = (6)

oT:
b2 (T5(0,1) G2 00) = =T a0 >0, £ 0 ™)

donde T;(z,t),i = 1,2 : distribucién de la temperatura en ambas fases,
sélida y liquida respectivamente en el material semi-infinito z > 0 en el
tiempo t, x : variable espacial, ¢ : variable temporal, X (¢) : frontera libre, p :
densidad constante del medio, 7% : temperatura de cambio de fase, T : tem-
peratura inicial constante, c,, (7;),7 = 1,2 : calor especifico en las dos fases,
sélida y liquida respectivamente, k;(7;), i = 1,2 : conductividad térmica en
las dos fases, sélida y liquida respectivamente, L : al calor latente de fusién
del medio, —¢qo/+/t : flujo de calor sobre el borde fijo z = 0, Tp : temperatura
inicial del medio.

En [D. A. Tarzia, ” An inequality for the coefficient o of the free boundary
s(t) = 204/t of the Neumann solution for the two-phase Stefan problem”,
Quart. Appl. Math., 39 (1981) 491-497] se prob6 que la condicién de flujo de
calor (7) sobre el borde fijo x = 0 es equivalente a la condicién de temperatura
constante en el borde fijo z = 0 para el problema de Stefan a dos fases para
un material semi-infinito con coeficientes térmicos constantes en ambas fases.

Este problema se plantea para materiales para los cuales existen con-
stantes positivas K;, i = 1,2 tales que

P’

KZ-@ = k;(T5) , 1=1,2 , K; >0 (8)
donde
T;
(L) =[ Sio)doe ,  S(T)=pe(T)  i=12. (9)
Tos

Se demuestra que si se cumple la condicién (8) entonces k;(7;) v S;(71;)
verifican la siguiente relacién de Storm

1 d ) Si(T;) L .
ki(T,)S,(T;) 41 (l I k‘z(ﬂ)) VEK; ’ L2.  (10)

Dicha condicién fue originalmente obtenida por [M. L. Storm, ”"Heat con-
duction in simple metals”, J. Appl. Physics 22 (1951) 940-951] en una inves-
tigacién de conduccién del calor en metales monoatémicos simples. Asi, la
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validez de la aproximacién (10) fue examinada para aluminio, plata, sodio,
zinc, cobre y plomo.

El objetivo de este trabajo es complementar el de C. Rogers citado ante-
riormente y demostrar la existencia y unicidad de la solucién del problema
(1) — (7) si y solo si la constante positiva ¢p es suficientemente grande, es

decir,
- K 1
—1 _2
G >\ KoG (,/K1 =y 1>> (11)
4 (To)
donde G~ : (1, +00) — (0, +00) es la funcién inversa de G con
1 ep(=a?)
N ’
Luego se considera el problema (1) — (6) y la condicién de flujo (7) se
reemplaza por la siguiente condicién de temperatura

G(z) = erf(x) + x > 0. (12)

Ty(0,t) = Ty > T} (13)

sobre el borde fijo.

Se prueba la existencia y unicidad de solucién del problema (1) — (6) y
(13) para cualquier valor de los datos iniciales del problema.

Estos resultados fueron publicados en Journal of Phsysics A: Mathemat-
ical and General, 33 (2000) 395-404.

En el Capitulo 2 se considera un problema de Stefan para una region
semi-infinita > 0. Se debe determinar la evolucién de la frontera libre
x = s(t) y la distribucién de la temperatura 6(z,t). Se considera un proceso
a una fase para una ecuaciéon de conduccién de calor no lineal con término
convectivo.

Se continta el trabajo [C. Rogers - P. Broadbridge, ”On a nonlinear mov-
1ng boundary problem with heterogeneity: application of reciprocal transfor-
mation”, Journal of Applied Mathematics and Physics (ZAMP), 39 (1988)
122-129] para lo cual se considera el siguiente problema de frontera libre
(proceso de solidificacién)

08 0

ity (l{:(@,z)%> —v(@)@ ,0<z<s(t),t>0 (14)

ox ox
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00 do

k(0(0,1),0)52(0,8) = L2 g9 >0, ¢t >0 (15)

ox 7
k(6 (s(t),t),s(t)) gf: (s(t),t) = pl s(.t) ,t>0 (16)
0(s(t),t)=0,t>0, s(0)=0 (17)

donde la conductividad térmica k(6, z) y la velocidad v(f) estdan dadas por

d 1+dx

v(0) = Pcm )

donde 6(z,t) :distribucién de temperatura en el material semi-infinito, gq :
coeficiente que caracteriza el flujo de calor sobre el borde fijo, x : variable
espacial, t : tiempo, s(t) : frontera libre (posicién de la interfase), ¢ : calor
especifico por unidad de masa , p : densidad de masa, k : conductividad
térmica, [ : calor latente de fusién por unidad de masa, v : velocidad, a, b, d :
constantes positivas (pardmetros) tales que a + b6 §>0.

Si se toma d = 0y b = 0 en el problema de frontera libre (14) — (17)
entonces se obtiene el cldsico problema de Lamé-Clapeyron-Stefan a una fase
que posee la solucién explicita dada en [G. Lamé - B. P. Clapeyron 1831]. Se
nota con qo/\/i al flujo de calor en el borde fijo x = 0.

El objetivo del trabajo es determinar que condiciones deben cumplir los
pardmetros del problema (en particular gy) para obtener un proceso de cam-
bio de fase instantdneo. También se continiia y complementa el trabajo de
C. Rogers y P. Broadbridge citado anteriormente, probando la existencia de
una solucién explicita al problema (14) — (17) con coeficientes no lineales
(18) cualesquiera sean los datos qq, p, ¢, 1, a,b,d . Més atin, esta solucién esta
dada como una funcién que depende de un pardmetro v*, el cual es la tnica
solucién de una ecuacién trascendental. Ademsds, si se reemplaza la condicién
de flujo por una nueva condicién de temperatura constante sobre el borde
fijo x = 0 también se obtiene la existencia de solucién cualesquiera sean los
datos. En ambos casos la solucién explicita estd dada en forma paramétrica
y tiene una representacién del tipo similaridad.

Estos resultados fueron publicados en International Journal of Engineer-
ing Science, 41 (2003) 1685-1698.

En el Capitulo 3 se considera un problema de cambio de fase (problema
de Stefan) para una ecuacién del calor no lineal para una regién semi-infinita
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x > 0 con conductividad térmica no lineal k(#) dada por

ko) = °

(a + b9)? (19)

y temperatura de cambio de fase 0;.

La formulacién matemadtica de este problema de frontera libre (proceso
de fusioén) consiste en determinar la evolucién de la frontera libre z = s(t) y
la distribucién de la temperatura 6 = 6(x,t) satisfaciendo las condiciones

pc% = % (l{:(@)%) ,0<zxz<s(t),t>0 (20)
00 do
(00,05, 0.0 = —5 @ >0, 1> 0 (21)
k(6 (s(t),t))% (5(t),8) = —pl s(t) , t >0 (22)
0(s(t),t) =0;, t>0 s(0) =0 (23)

donde 6(z,t) :distribucién de temperatura en el material semi-infinito, go :
coeficiente que caracteriza el flujo de calor sobre el borde fijo, x : variable
espacial, t : tiempo, s(t) : frontera libre (posicién de la interfase), ¢ : calor
especifico por unidad de masa, p : densidad de masa, k : conductividad
térmica, [ : calor latente de fusién por unidad de masa, 0 : temperatura de
cambio de fase, a, b, d : constantes positivas (pardmetros) tales que a+ b6y >
0. Como en los capitulos previos, se considera un flujo de calor del tipo
—qo/ V/t sobre el borde z = 0 ; luego se considerard temperatura constante
sobre el borde fijo z = 0 del tipo 6(0,t) = 0.

El problema de frontera libre (20) — (23) con k(6) definido por (19) es un
caso particular del presentado en el capitulo 2 tomando el pardmetro d = 0
para la ecuacién diferencial (14) donde la conductividad térmica k(6) y el
término de velocidad v(f) estdan dados por (18).

En dicho capitulo 2 se encuentran condiciones necesarias y suficientes para
la existencia de una solucién explicita. Aqui se estudia el caso sin término
de velocidad, i.e. d = 0 en la ecuacién diferencial (14), el cual no puede
obtenerse del caso estudiado previamente en para el caso d # 0. En aquel
problema se definié la transformacién

y = 3 [(1+ dz)? —1] (24)
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la cual es la identidad si se toma d — 0 pues

(liiir(l)(%[(l—l—d:n)% —1} =z,Vz>0.

Por lo tanto, el caso d = 0 debe resolverse usando otras técnicas, lo cual
serd realizado en este capitulo.

Se prueba la existencia y unicidad de una solucién explicita del tipo sim-
ilaridad para el problema de frontera libre (20) — (23) para t > t, > 0
con ty un tiempo arbitrario positivo cuando los datos verifican la condicién
a+ bdy > bl/c. También se obtiene una solucién explicita para el caso
a+ by = bl/c. Dichas soluciones se obtienen a través de la tnica solucién
de una ecuacién integral en la cual el tiempo es un pardmetro.

Ademsés, para el caso a + bf; < bl/c no existe solucién al problema de
frontera libre (20) — (23).

Luego se reemplaza la condicién de flujo (21) por una condicién de tem-
peratura constante sobre el borde fijo x = 0. Se prueba la existencia y unici-
dad de una solucién explicita del tipo similaridad del problema (20), (22) —
(23) y 0(0,t) = Oy para t > ty > 0 con ty un tiempo arbitrario y positivo
cuando los datos verifican la condicién a + bf; > bl/c. Dichas soluciones se
obtienen a través de la tnica solucién de una ecuacién integral en la cual el
tiempo es un pardmetro. También se demuestra para el caso a + bf; < bl/c
la existencia de al menos una solucion.

Estos resultados fueron recientemente aceptados para su publicacion en
el Bollettino della Unione Matematica Italiana (2004).

El Capitulo 4 surge del anilisis de los siguientes trabajos:

J. E. Bouillet - D. A. Tarzia, ” An integral equation for a Stefan prob-
lem with many phases and a singular source”, Revista de la Union Mat.
Argentina, 41 #4 (2000) 1-8;

J. L. Menaldi - D. A. Tarzia, ” Generalized Lamé Clapeyron solution for
a one-phase source Stefan problem”, Comp. Appl. Math, 12 #2 (1993) 123-
142;
y como una generalizacién del segundo para el caso a dos fases.

Se considera el siguiente problema de Stefan a dos fases (proceso de fusién)
para un material semi-infinito con fuentes de energfa internas en ambas fases
, 0T

1
t) =ay—7—(z,t) + — t 0<x<s(t t>0; (25
($7 ) ay Ox2 ($7 )_I_ p6292($7 )7 T S( )7 ) ( )

or,
ot



O ePT 1
p (x,t) o (x,t) + P g1(x,t), x> s(t), t > 0; (26)
T (s(t),t) =T2(s(t),t) =0,  t>0; (27)
0Ty 0T, o .
Ky 9 (s(t),t) — ko 9 (s(t),t) = pl s (t), t>0; 28

Ti(x,0) =Ty (+o0,t) = —C < 0, x>0, t>0;
T5(0,t) = B > 0, t > 0;
s(0) =0.

para fuentes internas dadas por las expresiones

l
g; = gj($7 t) = %ﬁ] <2a$\/%> J = 1727 (32)
J

donde se supone que 3,(n) > 0y By(n) <0y ademds 3; = 3, (n) : funciones
integrables en (0, €) Ve > 0, 3; (1) exp(n®) : funciones integrables en (M, 4-00)
VM > 0, B > 0 : temperatura en el borde fijo x = 0, —C < 0 : temperatura
inicial y temperatura para z — oo, [ : calor latente de fusién constante
por unidad de masa, p : densidad de masa constante, ¢; , j = 1,2 : calor
especifico constante en las dos fases, sélida y liquida respectivamente, k; ,
7 = 1,2 : conductividad térmica constante en las dos fases, sélida y liquida
respectivamente y a]2- = k;/pc; , para j = 1,2 : cuadrado de la difusividad
térmica en ambas fases.

Se obtienen soluciones explicitas para el problema (25)-(31), para fuentes
de energia interna dadas por (32) y con condicién de temperatura en x = 0;
y se dan ademads propiedades de monotonicidad de dichas soluciones. Luego
se resuelve el problema de frontera libre con condicién de flujo del tipo
—qo/V/t (qo > 0) sobre el borde fijo = 0, y se obtiene soluciones explici-
tas a este problema si el coeficiente ¢ satisface una desigualdad particular
que depende de los datos del problema. También se dan propiedades de
monotonicidad de la solucién y se demuestra la equivalencia de los dos prob-
lemas de frontera libre.

En [E. P. Scott, ” An analytical solution and sensitivity study of sublimation-
dehydration within a porous medium with volumetric heating”, Journal of
Heat Transfer, 116 (1994) 686-693] se consideré un medio poroso semi-infinito



congelado con propiedades térmicas constantes sujeto a un proceso de sublimacién-
deshidratacién que involucra a una fuente volumétrica de calor del tipo (32)
con

2 .
Bi(x) =exp (— (@ +d;)*) , j=12
y también se llevé a cabo un estudio de sensibilidad en el cual fueron analiza-
dos los efectos de las propiedades inherentes del material en las soluciones.

En este capitulo se explicitan, para este caso particular, los resultados
fundamentales obtenidos anteriormente para el caso general.

En cuanto a los tres primeros capitulos, la importancia de los resultados
a obtener reside en el hecho de que la modelizacién de este tipo de sis-
temas es un problema de gran interés matematico e importancia industrial.
Problemas de cambio de fase aparecen frecuentemente en procesos industri-
ales tales como: colada continua del acero, congelacién y descongelacién de
alimentos, solidificacién de aleaciones binarias, soldadura de metales, en tec-
nologia nuclear: prevenciéon de accidentes por fusién de material radiactivo,
en ingenierfa civil solidificacién de suelos himedos, en aprovechamiento de
energia solar, etc. y es fundamental poder establecer condiciones sobre los
datos para asegurar la presencia o no de cambio de fase o de la frontera libre.

Por otro lado, en el capitulo 4 se plantea un problema que es relevante en
procesos térmicos, por ejemplo en procesos de sublimacién-deshidratacion.



INTRODUCCION.

Los problemas de frontera libre son aquellos problemas de contorno para
ecuaciones diferenciales parciales donde interviene ademds una superficie in-
cognita (la ”frontera libre”) que separa dos o més regiones, y sobre la cual
se conocen datos que dependen del modelo analizado. Segiin el mimero de
dimensiones del espacio, en lugar de una superficie se podrd tener una curva
o un numero finito de puntos. Un ejemplo tipico es el problema de Stefan
(o problema de cambio de fase), que estudia la temperatura en el espacio
ocupado por dos fases de un cuerpo, generalmente una fase liquida y una
fase sélida. Las funciones que representan las temperaturas de las dos fases
satisfacen las correspondientes ecuaciones del calor. Sobre la superficie de
separacion, que puede variar en el tiempo y que se encuentra a temperatura
constante, se impone una condicién adicional que surge del principio de con-
servaciéon de la energia a través de la frontera. El interés y la dificultad del
problema se debe a la presencia de dicha frontera libre, cuya determinacién
es de fundamental importancia en la practica.

Los problemas de frontera libre para la ecuacién del calor se dividen en
dos clases: de "tipo explicito” o de ”tipo implicito”, segin aparezca o no
explicitamente la velocidad de la frontera libre en las condiciones que se
imponen sobre dicha frontera. Es decir, si la frontera libre viene dada por
z = s(t), entonces el problema serd de tipo explicito (implicito) si § ()
aparece (no aparece) en las condiciones que se imponen para x = s(t).

Los cuatro capitulos de esta Tesis son todos ejemplos de problemas de
frontera libre de tipo explicito o problemas de tipo Stefan.

Se pueden ademds estudiar problemas de frontera libre a una o dos fases
si se considera la ecuacién del calor para una fase (sélida o liquida) o para
las dos fases (sélida y liquida) respectivamente.

Si se tiene un sélido semi-infinito (representado por x > 0) a temperatura
de fusién Ty y en el borde fijo z = 0 es calentado a una temperatura Ty > T,
se dice que es un problema de Stefan (fusién) a una fase. Su formulacién
matematica estd dada por: hallar la temperatura 7'(x,t) de la fase liquida y
la frontera libre x = s(t), definida para ¢ > 0, de manera que se satisfagan
las siguientes condiciones:



pcly — kT, =0, 0 <z <s(t), t>0

T(0,t) =Ty > T}, t>0
T(s(t),t) = Ty t>0
5(0) =0, t>0
kT, (s(t),t) = —pl § (1), t>0

donde la ltima condicién se conoce como ”condicién de Stefan” y los coefi-
cientes térmicos k (conductividad térmica), p (densidad de masa) y ¢ (calor
especifico) son los correspondientes a la fase liquida del material de cambio
de fase.

Pero si un material semi-infinito se encuentra inicialmente en estado sélido
a una temperatura 7; < T (temperatura de cambio de fase), y en el borde
fijo x = 0 es calentado a una temperatura Ty, con Ty > T}, entonces se tiene
un problema de Stefan a dos fases, cuya formulacién matemética estd dada
por: hallar la funcién z = s(t) (frontera libre, definida para ¢t > 0) y la
temperatura

To(x,t) > Ty si 0<ax<s(t), t>0,
T(x,t)=<¢ Ty six=s(t), t>0,
Ti(z,t) <Ty si s(t) <uwz, t>0,
definida para = > 0 y t > 0, de manera que satisfagan las siguientes condi-

ciones (i = 1 representa la fase sélida y ¢ = 2 la fase liquida; p la densidad
de masa comun a ambas fases):

( pcoToy — kol =0, 0 <z < (1), t>0
per Ty — kT, =0, x > s(t) t>0
Ty(z,0)=T;, x >0
TQ(O,t) =Ty t>0
Ti(s(t),t) =Ty t>0
Ty(s(t),t) =Ty t>0
s5(0)=0 t>0

ki Tia(s(t),8) — kaToa(s(t),t) = pl 5 (¢) t>0

donde la tltima condicién se conoce también como ”condicién de Stefan”.
En ambos casos la condiciéon de temperatura en el borde x = 0 puede
reemplazarse por una condicién de flujo de calor del tipo

k:Tz(07t) = _g(t) ; t> 07 [ 0.

En particular se consideran en todos los capitulos un flujo de calor del

tipo qo/V/'t .
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Este tipo de flujo de calor sobre el borde fijo x = 0 fue también conside-
rado en muchos problemas aplicados, por ejemplo [J. R. Barber, ” An asymp-
totic solution for short-time transient heat conduction between two similar
contacting bodies”, Int. J. Heat Mass Transfer, 32 (1989) 943-949; M. N.
Coelho Pinheiro, ” Liquid phase mass transfer coefficients for bubbles growing
m a pressure field: a simplified analysis”, Int. Comm. Heat Mass transfer,
27 (2000) 99-108 y A. D. Polyanin - V. V. Dil'man, ” The method of the ’carry
over’ of integral transforms in non-linear mass and heat transfer problems”,
Int. J. Heat Mass Transfer, 33 (1990) 175-181].

En las iltimas décadas el niimero de trabajos sobre problemas con cambio
de fase ha aumentado significativamente. Esto se debe a que esos procesos
estdn presentes en numerosos y variados problemas de la ciencia e ingenierfa.

Prueba de ello son los numerosos articulos en revistas cientificas y en
congresos internacionales que se desarrollan periédicamente. (Ver Tarzia,
MAT - Serie A, # 2 (2000)).

Asi numerosos trabajos con diferentes enfoques en el tema han sido en-
carados y motivaron la presente Tesis. Entre ellos pueden mencionarse:

(i) para problemas a un fase a coeficientes constantes:

e H. S. Carslaw - J. C. Jaeger, ” Conduction of heat in solids”, Oxford
University Press, London (1959).

e G. Lamé and B. P. Clapeyron, ” Memoire sur la solidification par re-
froidissement d’un globe liquide”, Annales Chimie Physique, 47 (1831) 250-
256.

e D. A. Tarzia, ” Determination of the unknown coefficients in the Lame-
Clapeyron problem (or one- phase Stefan problem)”, Adv. Appl. Math., 3
(1982) 74-82.

e D. A. Tarzia, " Simultaneous determination of two unknown thermal
coefficients through an inverse one-phase Lamé-Clapeyron (Stefan) problem

with an overspecified condition on the fixed face”, Int. J. Heat Mass Transfer,
26 (1983) 1151-1158.

(ii) para problemas a una fase con una conductividad como una funcién
afin de la temperatura:

e S. H. Cho - J. E. Sunderland, ” Heat conduction problem with melting
or freezing”, J. Heat Transfer, 91 (1969) 421-426.
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e D. A. Tarzia, ” The determination of the unknown coefficients through
phase change process with temperature-dependent thermal conductivity”, Int.
Comm. Heat Mass Transfer, 25 (1998) 139-147.

e M. F. Natale - D. A. Tarzia, ” An exact solution for a one-phase Stefan
Problem with nonlinear thermal coefficients”, MAT-Serie A N° 5 (2001) 33-
36.

(iii) para problemas a una fase con una conductividad dependiente de la
temperatura :

e J. M. Hill, ” The Stefan problem in nonlinear heat conduction”, Journal
of Applied Mathematics and Physics (ZAMP), 37 (1986) 206-229.

e K. Kunish-K. A. Murphy- G. Pechl, ” Estimation of the conductivity in
the one-phase Stefan problem: Numerical results”, Mathematical Modelling
and Numerical Analysis, 27 (1989) 1407-1419.

e C. Rogers, "On a class of moving boundary problems in non-linear
heat conduction: application a Backlund transformation”, Int. J. Non-Linear
Mechanics, 21 N° 4 (1986) 249-256.

e A. C. Briozzo - M. F. Natale - D. A. Tarzia, ” Determination of unknown
thermal coefficients through a free boundary problem for a nonlinear heat
conduction equation with a convective term” , International Communications
in Heat and Mass Transfer, 24 N° 6 (1997) 857-868.

e A. C. Briozzo - M. F. Natale - D. A. Tarzia, ” Determination of un-
known thermal coefficients for Storm’s type materials through a phase-change
process” , International Journal of Non-Linear Mechanics, 34 (1999) 329-340.

(iv) para problemas a dos fases con coeficientes constantes :

e M. B. Stampella - D. A. Tarzia, ” Determination of one or two unknown
thermal coefficients of a semi-infinite material through a two-phase Stefan
problem”, Int. J. Eng. Science, 27 (1989) 1407-1419.

e D. A. Tarzia, ” An inequality for the coefficient o of the free boundary
s(t) = 20/t of the Neumann solution for the two-phase Stefan problem”,
Quart. Appl. Math., 39 (1981) 491-497.

(v) para problemas a dos fases con conductividad dependiente de la tem-
peratura :
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e C. Rogers, ” Application of a reciprocal transformation to a two-phase
Stefan problem”, J. Phys. A: Math. Gen., 18 (1985) 105-109.

e C. Rogers - P. Broadbridge, ” On a nonlinear moving boundary problem
with heterogeneity: application of a reciprocal transformation”, Journal of
Applied Mathematics and Physisc (ZAMP), 39 (1988) 122-129.

e S.H. Cho- J. E. Sunderland, "Phase Change Problems With Temperature-
Dependent Thermal Conductivity”, J. Heat Transfer, 96 (1974) 214-217.

(vi) para problemas de flujos en medios saturados-no saturados:

e P. Broadbridge, ” Solution of a nonlinear absorption model of mixed
unsaturated flow”, Water Resources Research, 6 (1990) 2435-2443.

e P. Broadbridge - I. White, ” Constant rate rainfall infiltration: A ver-
satile nonlinear model 1. Analytic solutions”, Water Resources Research, 24
(1988) 145-154.

e M. F. Natale - E. A. Santillan Marcus, ” The effect of Heat Convection
on Drying of Porous Semi-Infinite Space with a Heat Flux Condition on the
Fized Face x = 07, Applied Mathematics and Computation, 137 N° 1 (2003)
109-129.

(vii) para problemas con fuentes internas en el material:

e S. Bhattacharya - S. Nandi - S. DasGupta - S. De, ” Analytical solu-
tion of transient heat tranfer with variable source for applications in nuclear
reactors”, Int. Comm. Heat Mass Transfer, 28 #7 (2001) 1005-1013.

e J. E. Bouillet, ”Self-similar solutions, having jumps and intervals of
constancy, of a diffusion-heat conduction equation”, IMA Prepints #230,
Univ. Minnesota (1986).

e J. E. Bouillet - D. A. Tarzia, ” An integral equation for a Stefan prob-
lem with many phases and a singular source”, Revista de la Union Mat.
Argentina, 41 #4 (2000) 1-8.

e H. Feng, ” Analysis of microwave assisted fluidized-bed drying of partic-
ulate product with a simplified heat and mass transfer model”, Int. Comm.
Heat Mass Transfer, 29 #8 (2002) 1021-1028.

e J. L. Menaldi - D. A. Tarzia, ” Generalized Lamé Clapeyron solution
for a one-phase source Stefan problem”, Comp. Appl. Math., 12 #2 (1993)
123-142.

e G.A. Mercado - B. P. Luce - J. Xin, ” Modelling thermal front dynamics
in microwave heating”, IMA J. Appl. Math., 67 (2002) 419-439.
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e P. Ratanadecho - K. Aoki - M. Akahori, ” A numerical an experimental
wmwestigations of the modeling of microwave melting of frozen packed beds
using a rectangular wave guide”, Int. Comm Heat Mass Transfer, 28 (2001)
751-762.

e E. P. Scott, ” An analytical solution and sensitivity study of sublimation-
dehydration within a porous medium with volumetric heating”, Journal of
Heat Transfer, 116 (1994) 686-693.

e M. Ward, ” Thermal runaway and microwave heating in thin cylindrical
domains”, IMA Journal of Applied Mathematics, 67 (2002) 177-200.

En la presente Tesis se obtienen nuevos resultados acerca de la
existencia de solucién para problemas de cambio de fase de materiales con
coeficientes térmicos variables o con fuentes internas en ambas fases:

1) un problema de Stefan a dos fases con conduccién de calor
no lineal para materiales de tipo Storm. Se consideran dos casos rela-
cionados, uno de ellos con condicién de flujo del tipo —qo/v/t (go > 0) en el
borde fijo z = 0 y el otro con condicién de temperatura. En el primer caso
se demuestra existencia y unicidad de solucién cuando qq satisface cierta
desigualdad que generaliza el trabajo [D. A. Tarzia ” An inequality for the co-
efficient o of the free boundary s(t) = 20/t of the Neumann solution for the
two-phase Stefan problem”, Quart. Appl. Math., 39 (1981) 491-497], bajo
hipétesis de coeficientes térmicos constantes. En el segundo caso estudiado
se prueba existencia y unicidad para cualquier valor de los datos iniciales del
problema.

Estos resultados fueron publicados en Journal of Phsysics A: Mathemat-
ical and General, 33 (2000) 395-404.

2) un problema de Stefan a una fase para un material semi-
infinito con conductividad térmica dependiente de la temperatura
y un término convectivo. En el borde fijo x = 0 se impone una condicién
de temperatura constante o una condicién de flujo de calor del tipo qo/v/t
(go > 0) . En ambos casos se obtiene una representacién paramétrica de la
solucién del tipo similaridad.

Estos resultados fueron publicados en International Journal of Engineer-
ing Science, 41 (2003) 1685-1698.

3) un problema de Stefan a una fase para un material semi-
infinito con conductividad térmica dependiente de la temperatura
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y con temperatura constante o condicién de flujo de la forma —qy/+/t
(go > 0) en el borde fijo z = 0. En ambos casos se obtienen condiciones
suficientes sobre los datos iniciales del problema para obtener una repre-
sentacién paramétrica de la solucién de tipo similaridad para t > ty > 0
con ty un tiempo arbitrario positivo. Estas soluciones explicitas se obtienen
a través de la tnica solucién de una ecuacién integral con el tiempo como
parametro.

Estos resultados fueron recientemente aceptados para su publicacion en
el Bollettino della Unione Matematica Italiana.

4) un problema de Stefan unidimensional a dos fases con fuente
de calor en el interior en las fases sélida y liquida para un material
semi-infinito. Se considera una temperatura inicial negativa y en el borde
fijo x = 0 se estudian los casos con temperatura positiva o con condicién
de flujo del tipo —qo/v/t (qo > 0). Las funciones que describen las fuentes

de calor interno estdn dadas por g;(z,t) = %l B; (Qa: \/;) (j = 1 fase sélida;
J = 2 fase liquida) donde 3; = 3, (1) son funciones con ciertas propiedades
de regularidad. Se obtienen soluciones explicitas para ambos problemas.
Ademis se obtiene la equivalencia de los dos problemas de frontera libre.
Finalmente, se estudia un caso particular donde 3; (j = 1,2) es del tipo
exponencial dada por 3;(n) = exp (— (n+ dj)Q) con d; € R, lo cual es
interesante en procesos de sublimacién-deshidratacién segin E. P. Scott, ” An
analytical solution and sensitivity study of sublimation-dehydration within
a porous medium with volumetric heating”, Journal of Heat Transfer, 116
(1994) 686-693.

El presente trabajo estd dividido en cuatro Capitulos en los cuales se
consideran los problemas planteados mé&s arriba. En cada uno de ellos se
presenta el problema, se resuelve el modelo propuesto y se exhibe la solucién
y la conclusién del mismo.

En el Capitulo 1 se detalla el problema 1) :

Se considera un problema de Stefan a dos fases para una regién semi-
infinita # > 0 con temperatura de cambio de fase T. Se debe determinar la
evolucién de la frontera libre x = X (t) y la temperaturas en ambas fases.

La modelizacién de este tipo de sistemas es un problema de gran impotan-
cia matemadtica e industrial. Los problemas con cambio de fase aparecen
frecuentemente en procesos industriales y en otros de interés tecnolégico.
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Aqui, se considera un proceso con cambio de fase (problema de Stefan)
para una ecuacién de conduccién del calor no lineal que admite una clase de
soluciones exactas analogas a la cldsica solucién de tipo Neumann [G. Lamé
- B. P. Clapeyron, "Memoire sur la solidification par refroidissement d’un
globe liquide Annales chimie Physique”, 47 (1831) 250-256].

En este trabajo se usa el método de similaridad para encontrar una solu-
cién exacta al problema de frontera libre.

En [C. Rogers, ” Application of a reciprocal transformation to a two-phase
Stefan problem”, J. Phys. A: Math. Gen, 18 (1985) 105-109] se considera el
siguiente problema de frontera libre (proceso de fusién)

or 9 aT

pon G =3 (I GE) X0 <z <o t>0 )
aTl 8T2 . g .

k‘1(T1)% —k‘2(T2)% =Lp X, z=X(t) (2)
T1:T2:Tf ,I’:X(t) (3)

o, 9 o,
PCpy (TQ)E2 = (kQ(TQ)a—;) L 0<z<X(),t>0 (4)
Ty(z,0) = Ty < T (5)
X(0)=0 (6)

o,

b (1(0,8) 50 0. = =2 a9 >0, 10 ™)

donde

Ti(x,t),i = 1,2 : distribucién de la temperatura en ambas fases, sélida y
liquida respectivamente en el material semi-infinito x > 0 en el tiempo ¢
x : variable espacial

t : variable temporal

X(t) : frontera libre

p : densidad constante del medio

T} : temperatura de cambio de fase

T}, : temperatura inicial constante

¢y (T7),% = 1,2 : calor especifico en las dos fases, sélida y liquida respec-
tivamente

k;(T;), 1 = 1,2 : conductividad térmica en las dos fases, sélida y liquida

respectivamente
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L : al calor latente de fusién del medio

qo
——: flujo de calor sobre el borde fijo x = 0
Vi :

T}, : temperatura inicial del medio.

El problema de Stefan a dos fases con conduccién del calor lineal, coefi-
cientes térmicos constantes y flujo de calor del tipo (7) fue estudiado en [D. A.
Tarzia, ” An inequality for the coefficient o of the free boundary s(t) = 20/t
of the Neumann solution for the two-phase Stefan problem”, Quart. Appl.
Math., 39 (1981) 491-497]. Se probé que para que ocurra un proceso de cam-
bio de fase es necesario y suficiente que se verifique una cierta desigualdad
para el coeficiente q.

Este trabajo se realiza para materiales para los cuales existen constantes
positivas K;, i = 1,2 tales que

D! .
donde
T;
&.(T) = / S(o)do . S(T)=pen(T) i=12. (9)
To;

Se demuestra que si se cumple la condicién (8) entonces k;(T;) vy S;(T3)
verifican la siguiente relacién de Storm

T; 1
*dT <log SET§>:\/E , 1=1,2. (10)
Dicha condicién fue originalmente obtenida por [M. L. Storm, ”"Heat con-
duction in simple metals”, J. Appl. Physics 22 (1951) 940-951] en una inves-
tigacién de conduccién del calor en metales monoatémicos simples. Asi, la
validez de la aproximacién (10) fue examinada para aluminio, plata, sodio,
zinc, cobre y plomo.
El objetivo de este trabajo es complementar el de C. Rogers citado ante-
riormente y demostrar la existencia y unicidad de la solucién del problema
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(1) — (7) si y solo si la constante positiva ¢p es suficientemente grande, es

decir,
[ K, 1
VEK,G™1 e —— 11
qo > 2 K, (%(T)—l) (11)

®1(To)
donde G~ : (1, +00) — (0, +00) es la funcién inversa de G con

1 exp(—?)

G(x) = erf(x) + \/7?7 ,

x > 0. (12)

La funcién G fue definida en [A. C. Briozzo - M. F. Natale - D. A. Tarzia,
” Determination of unknown thermal coefficients for Storm’s-type materials
through a phase-change process”, Int. J. Non-Linear Mech., 34 (1999) 324-
340] y se prob6 que

G00") =400 G(+oo)=1 'y G'(r)<0 Vz>0. (13)

La desigualdad (11) para el coeficiente gy generaliza la correspondiente
desigualdad que fue obtenida para coeficientes térmicos constantes en el tra-
bajo de D. A. Tarzia citado previamente.

Luego se considera el problema (1) — (6) y la condicién de flujo (7) se
reemplaza por la siguiente condicién de temperatura

sobre el borde fijo.
Se prueba la existencia y unicidad de solucién del problema (1) — (6) y
(14) para cualquier valor de los datos iniciales del problema.

El Capitulo 2 est4 referido al problema 2).

Se considera un problema de Stefan para una regién semi-infinita x > 0.

Se debe determinar la evolucién de la frontera libre = = s(t) y la distribu-
cién de la temperatura 6(z,t).

Aqui se considera un proceso a una fase para una ecuacién de conduccion
de calor no lineal con término convectivo.

Continuando con el trabajo [C. Rogers - P. Broadbridge, ”On a nonlin-
ear moving boundary problem with heterogeneity: application of reciprocal
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transformation”, Journal of Applied Mathematics and Physics (ZAMP), 39
(1988) 122-129] se considera el siguiente problema de frontera libre (proceso
de solidificacién)

pc% = % (k(@,z)%) — v(@)% ,0<z<s(t),t>0 (15)
k000,020, = % >0, t>0 (16)

s V) or ’ \/i7 qo ’
k(0 (s(t),t),s(t)) % (s(t),t) = pl s(.t) ,t>0 (17)
0(s(t),t) =0, t >0 (18)
$(0) =0 (19)

donde la conductividad térmica k(6,z) y la velocidad v(f) estdan dadas por

d
v(h) = pcm (20)
kO, z) = pc(;%ZZB)Q (21)

donde

O(z,t) : distribucién de temperatura en el material semi-infinito,
qo : coeficiente que caracteriza el flujo de calor sobre el borde fijo,
x : variable espacial,

t : tiempo,

s(t) : frontera libre (posicién de la interfase),

¢ : calor especifico por unidad de masa ,

p : densidad de masa,

k : conductividad térmica,

[ : calor latente de fusién por unidad de masa,

v : velocidad,

a,b,d : constantes positivas (pardmetros) tales que a + b6y > 0.

Estos tipos de conductividad térmica no lineal y de coeficientes de di-
fusién fueron considerados en numerosos trabajos. La ecuacion de transporte

19



no lineal (15) surge relacionada con el flujo no saturado en medios porosos
heterogéneos. Si se toma d = 0 y b = 0 en el problema de frontera libre
(15) —(19) entonces se obtiene el clasico problema de Lamé-Clapeyron-Stefan
a una fase. La primera solucién explicita para el problema de Stefan a una
fase fue dada en [G. Lamé - B. P. Clapeyron, "Memoire sur la solidification
par refroidissement d’un globe liquide” Annales chimie Physique, 47 (1831)
250-256]. Aqui con gy/+/t notamos al flujo de calor en el borde » = 0 que
es del tipo impuesto en [D. A. Tarzia, ” An inequality for the coefficient o of
the free boundary s(t) = 20/t of the Neumann solution for the two-phase
Stefan problem”, Quart. Appl. Math., 39 (1981) 491-497].

El objetivo de este trabajo es determinar que condiciones deben cumplir
los pardmetros del problema (en particular gy) para obtener un proceso de
cambio de fase instantdneo. También se continia y complementa el trabajo
de C. Rogers y P. Broadbridge citado anteriormente, probando la existencia
de una solucién explicita al problema (15) — (19) con coeficientes no lineales
(20) y (21) cualesquiera sean los datos qo, p, ¢, [, a, b, d . M&s ain, esta solucién
estd dada como una funcién que depende de un pardametro v*, el cual es la
tnica solucién de una ecuacién trascendental. Ademds, si se reemplaza la
condicion de flujo por una nueva condicién de temperatura constante sobre
el borde fijo x = 0 también se obtiene la existencia de solucién cualesquiera
sean los datos.

En ambos casos, la solucion explicita estd dada en forma paramétrica y
tiene una representacioén del tipo similaridad.

En el Capitulo 3 se considera el problema 3) .

Se considera un problema de cambio de fase (problema de Stefan) para
una ecuacién del calor no lineal para una regién semi-infinita z > 0 con
conductividad térmica no lineal k(6) dada por

pc

KO = s 22)

y temperatura de cambio de fase 0¢. Este tipo de conductividad térmica o
coeficiente de difusién fue considerado en numerosos trabajos cientificos.

La formulacién matemadtica de este problema de frontera libre (proceso

de fusién) consiste en determinar la evolucién de la frontera libre z = s(t) y
la distribucién de la temperatura 6 = (x,t) satisfaciendo las condiciones

9 0 o0
ity (k(@)%) ,0<z<s(t),t>0 (23)

20



k(@(o,t))%(o,t) - —%, g6 >0,t>0 (24)
k(0 (s(t),1)) % (s(£),) = —pl s(t) , t >0 (25)
0 (s(t),t) =0;, t>0 (26)

s(0) =0 (27)

donde

O(z,t) : distribucién de temperatura en el material semi-infinito,
qo : coeficiente que caracteriza el flujo de calor sobre el borde fijo,
x : variable espacial,

t : tiempo,

s(t) : frontera libre (posicién de la interfase),

¢ : calor especifico por unidad de masa ,

p : densidad de masa,

k : conductividad térmica,

[ : calor latente de fusién por unidad de masa,

0 : temperatura de cambio de fase,

a,b,d : constantes positivas (pardmetros) tales que a + b8y > 0.

Aqui —qo/ V/t caracteriza al flujo de calor sobre el borde z = 0 ; luego
se considerard temperatura constante sobre el borde fijo x = 0 del tipo
6(0,t) = 6y. En [D. A. Tarzia, ” An inequality for the coefficient o of the
free boundary s(t) = 20/t of the Neumann solution for the two-phase Stefan
problem”, Quart. Appl. Math., 39 (1981) 491-497] se probé que la condicién
de flujo de calor (24) sobre el borde fijo x = 0 es equivalente a la condicién
de temperatura constante en el borde fijo x = 0 para el problema de Stefan a
dos fases para un material semi-infinito con coeficientes térmicos constantes
en ambas fases. Otros problemas de este tipo pueden encontrarse en:

e A. C. Briozzo - M. F. Natale - D. A. Tarzia, ” Determination of un-
known thermal coefficients for Storm’s-type materials through a phase-change
process”, Int. J. Non-Linear Mech., 34 (1999) 324-340,

e M. F. Natale - D. A. Tarzia, ” Explicit solutions to the two-phase Stefan
problem for Storm-type materials”, J. Phys. A: Math. Gen, 33 (2000) 395-
404,

e C. Rogers, " Application of a reciprocal transformation to a two-phase
Stefan problem”, J. Phys. A: Math. Gen, 18 (1985) 105-109,
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e C. Rogers, ”On a class of moving boundary problems in non-linear heat
condition: Application of a Bdicklund transformation”, Int. J. Non-Linear
Mech., 21 (1986) 249-256.

El problema de frontera libre (23) — (27) con k(6) definido por (22) es un
caso particular del presentado en el capitulo 2 tomando el pardmetro d = 0
para la siguiente ecuacién

2 9 Y. Y.
p§;:320w5§)—mmE?0<x<s@,t>o (28)

donde la conductividad térmica k(f) y el término de velocidad v(6) estd dado
por (22) y

v(h) = pC2 d (29)

(a + b0)?
respectivamente, y ¢, p y [ son el calor especifico, la densidad y el calor latente
de fusién del medio respectivamente, ademds se supone que todos ellos son
constantes y los pardmetros a, b y d positivos y constantes.

En dicho capitulo se encuentran condiciones necesarias y suficientes para
la existencia de una solucién explicita. Aqui se estudia el caso sin término
de velocidad, i.e. d = 0 en la ecuacién diferencial (28), el cual no puede
obtenerse del caso estudiado previamente en para el caso d # 0. En aquel
problema se definié la transformacion

y = 2 [(1 +da)? — 1} (30)

la cual es la identidad si se toma d — 0 pues

limg [(l—l—dz)% —1} =z, Vz>0.
d—0 d

Por lo tanto, el caso d = 0 debe resolverse usando otras técnicas, lo cual
serd realizado en este capitulo.

Luego se prueba la existencia y unicidad de una solucién explicita del tipo
similaridad para el problema de frontera libre (23) — (27) para t > tq > 0
con ty un tiempo arbitrario positivo cuando los datos verifican la condicién
a+ by > bl/c. También se obtiene una solucién explicita para el caso
a+ bdy = bl/c. Dichas soluciones se obtienen a través de la tnica solucién
de una ecuacién integral en la cual el tiempo es un pardmetro.
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Ademsés, para el caso a + bf; < bl/c no existe solucién al problema de
frontera libre (23) — (27).

Luego se reemplaza la condicién de flujo (24) por una condicién de tem-
peratura constante sobre el borde fijo x = 0. Se prueba la existencia y unici-
dad de una solucién explicita del tipo similaridad del problema (23), (25) —
(27) y 0(0,t) = Oy para t > ty > 0 con ty un tiempo arbitrario y positivo
cuando los datos verifican la condicién a + bfy > bl/c. Dichas soluciones se
obtienen a través de la tnica solucién de una ecuacién integral en la cual el
tiempo es un pardmetro. También se demuestra para el caso a + bfy < bl/c
la existencia de al menos una solucion.

En el Capitulo 4 se considera el siguiente problema de Stefan a dos fases
(proceso de fusién) para un material semi-infinito

oTy , 0T 1

Z-2 — 222 — ; 1
5 (x,t) = a; 52 (x,t) + p@gg(a:,t), 0 <z <s(t), t>0; (31)

oTy , 0*Ty 1
1 — 221 — ; 2
5 (x,t) = a] 52 (x,t) + o g1(x,t), x > s(t), t > 0; (32)
Ti (s(t),t) =T (s(t),t) =0,  t>0; (33)

oT; 0T, . .

Ky o (s(t),t) — ko o (s(t),t) = pl s (t), t>0; 34

Ti(x,0) =Ty (+o0,t) = —C < 0, x>0, t>0;
T5(0,t) = B > 0, t > 0;
s(0) = 0.

para dos fuentes internas dadas por las expresiones

pl x .
g] g] ($7 t) t 7 (2&1\/1_f) J )< (38)

donde se supone que 3;(n) > 0y [y(n) <0y ademds
B; = B; (n) : funciones integrables en (0, €) Ve > 0,
B; (n) exp(n?) : funciones integrables en (M, +o0) VM > 0,
B > 0 : temperatura en el borde fijo x = 0,
—C' < 0: temperatura inicial y temperatura para r — oo,
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[ : calor latente de fusién constante por unidad de masa,

p : densidad de masa constante,

¢; , J = 1,2 : calor especifico constante en las dos fases, sélida y liquida

respectivamente,

k; , j =1,2: conductividad térmica constante en las dos fases, sélida y

liquida respectivamente y

a]2- = k;/pc; , para j = 1,2 : cuadrado de la difusividad térmica en ambas

fases.

Se obtienen soluciones explicitas para el problema (31)-(37), con el par-
ticular tipo de fuentes dadas por (38) y con condicién de temperatura en
x = 0, y se dan propiedades de monotonicidad de dichas soluciones.

Luego se resuelve el problema de frontera libre con condicién de flujo del
tipo —% (go > 0) sobre el borde fijo x = 0, y se obtiene soluciones explicitas
a este problema si el coeficiente ¢y satisface una desigualdad particular.

También se dan propiedades de monotonicidad de la solucién y se de-
muestra la equivalencia de los dos problemas de frontera libre.

En [E. P. Scott, ” An analytical solution and sensitivity study of sublimation-
dehydration within a porous medium with volumetric heating”, Journal of
Heat Transfer, 116 (1994) 686-693] se consideré un medio poroso semi-infinito
congelado con propiedades térmicas constantes sujeto a un proceso de sublimacién-
deshidratacién que involucra a una fuente volumétrica de calor del tipo (38)
con

B(a) = exp (= (x +d)%),

y también se llevé a cabo un estudio de sensibilidad en el cual fueron analiza-
dos los efectos de las propiedades inherentes del material en las soluciones.

En este capitulo se explicitan, para este caso particular, los resultados
fundamentales obtenidos anteriormente para el caso general.
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CAPITULO 1

SOLUCIONES EXPLICITAS A UN PROBLEMA DE
STEFAN A DOS FASES PARA MATERIALES DE TIPO
STORM

RESUMEN

Se utiliza una transformacién reciproca para reducir el problema de Stefan
a dos fases con conduccién de calor no lineal en otro que admita soluciones
exactas andlogas a las cldsicas soluciones de tipo Neumann.

El problema se considera para materiales de tipo Storm [C. Rogers, J.
Phys. A: Math. Gen, 18 (1985) 105-109]. Se consideran dos casos relaciona-
dos, uno de ellos con condicién de flujo del tipo —qo/v/t (g0 > 0).

Se prueba existencia y unicidad de solucién cuando gy satisface cierta
desigualdad que generaliza el trabajo de D. A. Tarzia, Quart. Appl. Math.,
39 (1981) 491-497, bajo hipdtesis de coeficientes térmicos constantes.

Al otro caso que aqui se estudia se le impone una condicién de tempe-
ratura en el borde fijo y se prueba existencia y unicidad para cualquier valor
de los datos iniciales del problema.

I. INTRODUCCION.

Se considera un problema de Stefan a dos fases para una regién semi-
infinita # > 0 con temperatura de cambio de fase 7. Se debe determinar la
evolucién de la frontera libre z = X(¢) y la temperaturas en ambas fases.
La modelizacién de este tipo de sistemas es un problema de gran impor-
tancia matematica e industrial. Los problemas con cambio de fase apare-
cen frecuentemente en procesos industriales y en otros de interés tecnolégico
[1,4,7, 8,9, 11, 14, 25].

Una larga bibliografia sobre el tema estd dada en [21].

Aqui, se considera un proceso con cambio de fase (problema de Stefan)
para una ecuacién de conduccién del calor no lineal que admite una clase de
soluciones exactas andlogas a la cldsica solucién de tipo Neumann [13].

En este trabajo se usa el método de similaridad para encontrar una solu-
cién exacta al problema de frontera libre.

Esta metodologia fue utilizada en numerosos trabajos tales como [3, 4,
5,10, 12, 17, 18, 22, 23, 24]. En todos ellos, esta metodologia ha permitido
obtener importantes resultados fisicos.
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En [15] se considera el siguiente problema de frontera libre (proceso de
fusion)

o, 9 oT

pn G =3 (M GE ) x(O <s<oo t20 )
aTl 8T2 _ d _
k‘1(T1)% —k‘2(T2)% =LpX, z=X(t) (2)
or, 0 oT!
PCpy (TQ)E2 = (kQ(TQ)a—;) L 0<z<X(),t>0 (4)
Ty(z,0) = Ty < T} (5)
X(0)=0 (6)
oT:

ke (T(0,) 520 = =T 19> 0, £ 0 (7)

donde

Ti(x,t),i = 1,2 : distribucién de la temperatura en ambas fases, sélida y
liquida respectivamente en el material

semi-infinito x > 0 en el tiempo ¢

x : variable espacial

t : variable temporal

X(t) : frontera libre

p : densidad constante del medio

Ty : temperatura de cambio de fase

T}, : temperatura inicial constante

¢y, (T;),1 = 1,2 calor especifico en las dos fases, sélida y liquida
respectivamente

k;(T;), 1 = 1,2 : conductividad térmica en las dos fases, sélida y liquida
respectivamente

L : al calor latente de fusién del medio

_D . flujo de calor sobre el borde fijo x = 0

Vi

T}, : temperatura inicial del medio.

El problema de Stefan a dos fases con conduccién del calor lineal, coe-
ficientes térmicos constantes y flujo de calor del tipo (7) fue estudiado en
[20].
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En dicho trabajo se probé que para que ocurra un proceso de cambio de
fase es necesario y suficiente que se verifique una cierta desigualdad para el
coeficiente qq.

En este capitulo se consideran materiales para los cuales existen
constantes positivas K;, ¢ = 1,2 tales que

P’

KZ? = k:Z(TZ) , 1=1,2 , K, >0 (8)
donde
T;
&.(T) = / S(o)do . S(T)=pen(T) i=12. (9)
To;

El objetivo de este trabajo es complementar [15] y demostrar en la Seccién
IT la existencia y unicidad de la solucién del problema (1) — (7) si y solo si
la constante positiva gy es suficientemente grande, es decir,

[ K 1
Q0 >V KoG K, —(<b1(T T 1) (10)

®4(Tp)

donde G~ : (1, +00) — (0, +00) es la funcién inversa de G con

1 2
G(x) = erf(x) + ﬁw , x > 0. (11)
La funcién G fue definida en [2] y se prob6 que
G(0T) = +o0 , G(+o0) =1 y G'(r) <0 Vz>0. (12

La desigualdad (10) para el coeficiente gy generaliza la correspondiente
desigualdad que fue obtenida para coeficientes térmicos constantes [20].
En la Seccién 111 se considera el problema (1) — (6) y la condicién de flujo
(7) se reemplaza por la siguiente condicién de temperatura en el borde fijo
z=0
T5(0,t) =T, > T} . (13)
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Cabe destacar que existe una relacién entre las dos condiciones en el borde
fijox =0 (7) y (13), la cual se muestra en (61).

Se prueba la existencia y unicidad de solucién del problema (1) — (6) y
(13) para cualquier valor de los datos iniciales del problema.

II. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCION DEL
PROBLEMA DE FRONTERA LIBRE CON CONDICION DE
FLUJO EN EL BORDE F1JO.

Se considera el problema (1) — (7). Si ahora se define

T;
T=0(T) = [ penlo) do , i=12 (14)
To;
se tiene _ —

- iTi—7—: ZTZ— 9 :172
at pcp( )at al’ pcp( )az ?

y reemplazando en (1) y (4) se obtiene

0T, 0 (k(T,) 0T, L
at N 8:1: SZ(TZ) 8:1: ’ ’ ’
o bien 77 5 ) 7
T, 0 (k(T)IT\ . _
ot~ ox (cp;(z;) 8:1:) =12 (15)

Lema 1. Si se cumple la condicion (8) entonces k;i(T;) y S;(T;) verifican
la relacion de Storm [16]:

1 d S;(T5) 1 .
——— | o = , 1=1,2. 16
Demostracion:

; d l Si(T3) _ 1 lk’z(Tz) d (SZ(TZ)) _
ki(T3)Si(T;) d1 % k(T) ) VE(T)Si(Ty) 2 Si(Th) dT; \ ki(T3)
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ki k(T3 1 B
(1)2 z (I)Q(T) KZ(I)Z(TZ) - m? L= 172.

Observacion 1. Dicha condicion fue originalmente obtenida por Storm
[19] en una investigacion de conduccion del calor en metales monoatémicos
simples. Asi, la validez de la aproximacion (16) fue examinada para alu-
minio, plata, sodio, zinc, cobre y plomo.M

Lema 2. Si es vdlida la condicion (8) entonces la ecuacion de conduccion
del calor en ambas fases se reduce a la forma

a@? B Kia%; (%%) =0 i=1,2 . (17)
Demostracién.
o o (sya) 12
83? B 0% (K“D?(q;i)g?(ﬂ) aaz;) 1=12 =
881; :a% (@Zz[((}i)aazl) i=1,2 < (17).1

En lo que sigue se propone una soluciéon de semejanza para el problema
(1) — (7), obteniéndose el siguiente teorema:

Teorema 1. Si se define



y se buscan soluciones de tipo similaridad, es decir

— x
Ti(z,t) =0 [ —— ) =, =1,2 , 19
w0 = () =0 (19)
( 3
== [ etdsi+1 paras> X0
£116=1
&-*
/ (20)
E=¢, = / p5dés para 0 <z < X(t)
£5162=0
IR
30: =— 1= 172 3
\ Pi
se tiene que las temperaturas T y Ty estdn dadas por
1 —1
Ty = & A, orf (7 )25* +B (21)
= er —
1 1 1 oK, 1 1
& v \?
51:1+A1 A erf (2—1{1) o|+ By pdo (22)
1 —1
1) Ay ert (7 )25* +B (23)
Th=9 er —
2 2 2 2K2 2 2
& ) v \? ”
622/ o erf (—) o| + By do, 24
—v/2/va0 2K,

donde ®; estd dada por (14) y las incdgnitas vy, A;, B;, A; (i = 1,2) deben
verificar el siguiente sistema de ecuaciones (c.f. [15])

v 1
Ay erf — M| +DB1=—+< 25
it (g ) + B = g (25)

A1+Blz

@, (To) (26)
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v 1
Ay erf — X | + By = 27
’ ( 2K, 2) T 0y(Ty) 21)
| K. —q? —
72/12 exp (%) = qo (A2 erf (\/?{_02) + Bg) (28)
A= Lp + (I)l(Tf) — (I)Q(Tf) + Ao (29)
A2
1—/Afld+BA+g (30)
= 2 €r QKQU o 2| A2 7(10
—v/2/7a0
|25 Y | 252 2 =
A1 D4 (TY) — €xp ( % )\1)—|—A2<I>2(Tf) - €xp 2K2)\2 = Lp\/y
(31)
donde
A =& ez v A =8, (32)
erf (x) = 2 /I exp (—u®) du (33)
VT Jo ’
y la frontera libre estd dada por
X(t) =27t (34)
con v > 0 pardmetro adimensional desconocido.
Demostracién. De (14) y (20) se tiene que
oT, 1, 1
Utilizando (8) y (35) en (2) se tiene
BT g0 (1) s — kel et () 5 = Lo X (1)
T NP B NP S P
Y (I)l(Tf) ' X(t) e (I)2(Tf) ’ (t)
o1 () w1 .
Mgy~ Py ~ X0
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entonces X (t) X (t) debe ser constante, luego
X(t)=+/29t , v>0.
De (19) y (36) se tiene

T v T (1)
or Tt e T Y T ) e

Teniendo en cuenta (20) se tiene

de;y — dp; 1, 1 d (1)

dg; dg; 9012 o5 d&; \ ¥;
dei dy; de?
s T T 2 T e T . a2 T == \= )=
2 2 dg; Y ¥ dg; d&; \ ;) ¥;

y entonces si se reemplaza en (37) se obtiene

b () ok G () ete) =
o dg; \ o} 0 \prdé; \oi) v (6))

dps

1 d 1 0 T
— 2 () r k2 ) 0=

%@@Qﬁ %(%)
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1 d (1dg;\ de
+ K; *( Z) =0 <<=
o ds ( ) de: \ ™ o7 dg
1

_d _dgo;?‘ _
s (soz‘dﬁ’f‘) m&( )

574
1 dyt / 1 d¢
Ki——r = — = dE =
©; d&; | i e
1 dyt ( )
K,— "t = = =& =
orde;
K e-ep) L i (33)
Ldes =12
Derivando esta tltima expresion con respecto a & se tiene
d>pt dg, dey .
i t_ 2 * * L = 0 5 — 1, 2
T +7 (901 +& i i =
d*pt Ldpt
L=0, 1=1,2 39
d€*2 + 61 d&- Y ? Y ( )
La solucién de (39) es
ot = Aierf( Z{_g;f‘) +B L i=1,2 (40)

y teniendo en cuenta (14) y (19) se tiene (21) y (23).
Teniendo en cuenta (20) y (32), las ecuaciones (25) y (27) se obtienen de
(3) inmediatamente.
Veamos ahora como se transforma (7). Por (14) y (20) se tiene que
T, o, 0L, 1 0h

ox (1) or  Ox OL(T3) Ox

(
om_ 11
or ~ wy(0) "\ U

Ademés, si se reemplaza este tltimo resultado y la condicién (8) en (7)
se obtiene

(41)

oy (Ty) 1 e 1 ®
®3(Ty) @) (T o \/’
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Kap3? (€5) 5 (€) =—q , £=0

3l
2

Kop? (€) 282 () (‘1)) — /T, =0

ag; o (&
d *
Ka'get (6) = /2168 (6) & lewo (42)

Es de interés calcular & |¢—o , para ello se considera (38) y (42).
Igualando ambas ecuaciones se tiene

V(€= E503) = 02703 (£3) € le=o

entonces

—7E = @2y 5 & |e=o

&5 le=o = —\/%CJO (43)

Reemplazando este valor de &5 en (42) se tiene
KglAQ exp —lgqg T \V2vqo | Agerf [ — L + By,
\/7_7' 2K2 Y 2K2 vV K2

la cual es equivalente a (28).
Se sabe que

y luego

1

T, =0(T) = () = — =
entonces (5) se puede reescribir del siguiente modo
L et —Le +B (44)
== T P —+00 .
O (Ty) T\ 2r e '

* * _ 1 _ *
det =1 (&) = o () = ¢, (§;)d§, = d§] =
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@1 (&) dE =81 — &

§1=1

=1

entonces para £ — 400, como ¢, > 0, se tiene que £ — +00 entonces
erf ( 261 |§—>+oo) = 1 y teniendo en cuenta (44) se tiene (26) .

Si se utiliza (8) y (41) en la condicién de interfase (2) se deduce que

P 1 h(©) 1 V2

k(T —— — ko(Th , o= X(t
Wgim) v e,y v~ g 1Y
1 () 5 ()
=L =1. 4
M) e Tt )
Como dot 1 )
/ Pi
if:—**yq’iTi:**>
#i(¢) dé; o T o7 (&)
(45) puede reescribirse:
dei 1 d§02
=L =1
Kl d€1 *3(1)% + d€2 *3<I)2 p’Y ) 6 )
o bien,
dpy 1 doi 1
Ky — — K- — =Lpy, §=1, 16
2d€2 ¥2 ' &y ¢ (46)

y utilizando (38)

* * 1 * * 1 .
7(52—52902)E_7(51—€1§01)E:LP’Y» E=1,1=12+

2 1
62 — &5 — 61 ‘I‘ §1=1Lp, & =1 1,2 (47)
Ademas
y X(#) 1
0(17) = [ (o) dr =Ti(13) = 2, (T3 ) = (1) = =gy con € Je
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entonces por (47) se tiene

0y(Ty) = &

=1 — P1(Ty) + &7 |21 = Lp

o bien
(I)Q(Tf) — (I)l(Tf) + )\1 — )\2 = Lp s

que es equivalente a (29) definiendo A\; y Ay como en (32).

La ecuacién (30) se obtiene tomando £, = 1 en (20) y teniendo en cuenta
(32),(40) y (43).

Resta ahora encontrar la ecuacién (31) que permitird determinar .

Se tiene

1 dy; 2y ( v 2)
S, (1) =p,(1) = ” y - = 4; exp | ——=&7 ]
T) =) = e v "L exp (50t

entonces sustituyendo en (46) que es equivalente a (2) se tiene

1 2y Y 2 1 2y Y 2
Ky— Ay | —= —— N KAy ——L M) =L =1
2 e 2 7TKQGXP( 5K, 2) 1o T P T Py, E=1,

1
y como ®;(Ty) = — para { = 1, se obtiene (31) .1
$1

Lema 3. La solucion del sistema (25) — (28) estd dada por:

1 1 1
4= erfc( 2—'1};—1)\1) ((I)l (TO) B 31 (Tf))

1 1 erf( Q—'KLl)q)
By = iy ( 2_’]};'_1)\1) ®, (Ty) B o, (To)
Ay = !
Dy (1) (G (\/q]‘;—z) + erf ( Q—'KL)\Q))
. ¢ ()




donde
erfc(z) =1 —erf(z) y

1 ep(—2?)

G(x) = N .

+erf(z) , z>0. (48)

Lema 4. La ecuacion (30) puede reescribirse como

F(y,A2) =0 (49)

donde

Ao G (u(y,A2)) +m
F(y, ) = —1+ Ly >0, A >0 50
(7, 22) Oy (1) m + erf (u (v, A2)) i 2 (50)

mza(;%)>1mp y u@Jg:V;;M (51)

y G definida en (48).
Demostraciéon. Sustituyendo los valores obtenidos para As y By en
(30), se obtiene

con

A2

0= —1+ L/ fh@m&mﬁ(vgz;)da+Bﬂ%Ag(xyF¢§%)

2/74q0

A2
/_mqoerf( 316, )dU—I-G(

0=—1+

Integrando, se tiene

e (%) -6 () im0 () (/2o

@, (1) (G (H) +ert (\/550) )
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b (G (o) 16 ()
D, (1) (G(\/"I"(—z)—l—erf( 2—]{20))

Si se define m y u como en (51) se tiene la tesis. B

0=—1+

Ahora, sélo resta resolver el sistema (31) y (49) para encontrar la solucién,
donde \; estd dado por (29). Primero se estudia la ecuacion (49) .

Lema 5. La ecuacion (49) define implicitamente una funcion creciente
Aoy = Xo(7) tal que F(v,Xa(y)) = 0. Mds ain, tenemos que Xo(07) =0 y
Az(+00) = Do(TF).

Demostracién. Para obtener la tesis del teorema basta aplicar el teroema

oOF
de Dini. Entonces, basta ver que —— (7, A2) # 0 para todo v y Ag. Se tiene

que s
oF
donde
_ . 2uexp(—v’)  2exp(—2u’)
Wu,m) =1 Vi (m+erf(u)) 7 (m+ erf(u))®’ (53)
Como
aw 2u exp (—u?) exp (—2u?)

om (u,m) = V7 (m + erf(u)) 7 (m + erf(u))3 -0 (54)

entonces W (u, m) > W(u, 1) para todo u > 0.
Por lo tanto, es suficiente demostrar que W(u, 1) > 0.

2
Puede verse facilmente que W (0", 1) =1 ——, W(+o00,1) =1, y luego de
T

tediosos cédlculos se obtiene que —(u, 1) # 0,Vu > 0 .

Ju
2
Entonces 0 < 1 — — < W(u,1) < 1,Vu > 0 y por lo tanto W(u,m) >
T

F
W(u,1) > 0 para todo u > 0 con lo cual se demuestra que — > 0 para

02
todo v y As.
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Ademsds, teniendo en cuenta (50) y (51) se tiene que

oF —u? 2K, (1 exp (—u?)
- (1 A2) = —+1+ <0.
0y Oy (T)y (m + erf(u)) \| ym \2u Vru (m + erf(u))
(55)
Debido a que g—)\F >0y g—F < 0 por el teorema de Dini resulta que
2 Y

existe una funcién Ay = A2(7y) definida implicitamente por F (v, A2(y)) = 0
para todo v y su derivada estd dada por

A3 (7) = —% g=f2 > 0, para todo v.H

Ahora reemplazando Ay = A2(7y) en (29), tenemos el siguiente teorema

Teorema 2. FEl problema de frontera libre (25)—(31) tiene tinica solucion
sty solo si qo verifica la desigualdad (10).

Demostracién. En el Lema 5 se vié que Ay = Ay () es una funcién
creciente, entonces por (29) A\; = A;(7y) es creciente también. Ademas
M(0F) = Lp+ &,(Ty) — @3(T¥) v Ai(4+00) = Lp + ®1(T%). Finalmente,
tenemos que estudiar la existencia y unicidad de solucién de la ecuacién
(31) . Teniendo en cuenta el Lema 3 la ecuacién (31) puede escribirse de la
siguiente manera

() =Lpyy >0 (56)
donde
o (’y) - 2K, @1 (Ty)—1(Tp) eXp(_Q_’]{Ll)\?(IY)) 2K, eXp(_2K2 )‘3(7))
- \/ ®1(To) :
Q Y e ( 2—I7<—1)\1('y)) T m+erf ( 2—17<—2)\2('y))
(57)
Es fécil ver que ¥ es una funcién decreciente tal que ¥ (400) = —o0.
Ahora, es necesario conocer el signo de ¥ (0") donde
2K, Q4 (Ty) 2K, 1
U (07) = 1— — . 58
( ) s ( (I)l(To) * ™ m ( )
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De (12) [2] tenemos que

K, 1 do
L 0+ > (0 <— — Y > =G
(07) K (<I>1(Tf) - 1) " (\/KQ)
@1 (7o)
_ K, 1 - do
<— G ! — <G 1 = <
Ko (20 1) m)="r;
®1(To)

I K. 1
= qo >V KQG_l S R (59)
K1 (‘bl(Tt) _ 1)
@1 (To)

que es la desigualdad (10). Resumiendo, si la condicién (10) vale, entonces

U es una funcién decreciente tal que ¥ (07) > 0y ¥ (+00) = —o0, entonces

existe un unico valor v el cual satisface la ecuacion trascendental (56) .l
Luego, se tiene el siguiente teorema:

Teorema 3. El problema (1) — (7) tiene una tnica solucién del tipo
Neumann si y solo si el coeficiente qy verifica la desigualdad (10). En este
caso la solucion estd dada por (18),(19),(21) — (24), donde A; y B; para
i = 1,2 estan dados por el Lema 3, Ay = X2(7y) dada por el Lema 5, \; =
A1 (y) dada por (29) y v es la tnica solucion de la ecuacion (56) .

El Teorema 2 nos muestra que cuando el coeficiente del flujo de calor
entrante gq tiene una cota inferior del tipo (10) obtenemos un proceso de
cambio de fase instantdneo.

Por el contrario, si gy no verifica (10) entonces tenemos solamente un
problema de conduccién del calor para la fase sélida inicial.

En el caso que ¢ verifique la desigualdad (10), podemos calcular la tem-
peratura sobre el borde fijo x = 0. Esta temperatura estd dada por

N aoymeamy o (Vi) + 6 (3)
T5(0,8) = o5 | & Nio ! exp(—"ﬁ—) :

Ko

(60)
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y satisface la condicién T5(0,t) > T} , V¢t > 0.

Por lo tanto, podemos considerar el problema (1) — (6) y (13). En la
préxima seccion se probard que este nuevo problema matemético tiene una
solucién del tipo similaridad para todos los datos, con 15(0,t) = 1;,, > T.

Observacién 2. Imponiendo un flujo de calor proporcional a t=/% (7),
obtenemos la condicion (13), condicion de temperatura constante en el borde
fijo a través de la siguiente expresion

w701 (720) + € ()
A ()

K>

Ty = &1 (61)

donde 7 es la unica solucion de la ecuacion (56) .1
Este resultado fue obtenido en [20] para coeficientes térmicos constantes
en ambas fases.

Observacion 3. Para un proceso de solidificacion con flujo de calor en
el borde fijo proporcional a t~Y/? |, se puede obtener un resultado similar al
del Teorema 2 (proceso de fusion). B

II1. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCION PARA EL
PROBLEMA DE FRONTERA LIBRE CON CONDICION DE
TEMPERATURA EN EL BORDE F1JO.

Ahora, se considera el problema (1) — (6) y la condicién de temperatura

(13) sobre el borde fijo = 0. Usando (8),(14), (18) y

defiendo
& =1 ‘I’/ 7 d&; con Y1 =" (62)
£I|§1:1 Spl
y
&2 :/ ©y d&y con Yo =, (63)
0 P2

se tiene el siguiente teorema

41



Teorema 4. Las distribuciones de temperaturas Ty y To del problema
(1) — (6), (13) estan dadas paramétricamente por

1 —1
- T\ e
T1 = (I)l 1 {Ol eI‘f (2—1{1) 61 + Dl} 5 (64)
& v \?
& = Al Cy erf (2—1{1) o|+D;pdo+1, (65)
Y
1 -1
— Y\
TQ = (I)2 1 {02 erf (2—1{2) 62 + DQ} 5 (66)
& v \?
& :/0 Cyerf (2—1{2) o| + Dy pdo (67)

donde las incégnitas 7y, C;, Dy N (i = 1,2) deben satisfacer el siguiente sis-

tema d@ GCUG,CiOTZGS
1 | 7
= (Clerf — A D 68
(T ( 2K, 1)+ ' (68)

1 _ [ 7
(I)Q(Tf) = 02 erf ( 2K2 )\2) + D2 (69)

B, (T0) =C1+ D, (70)
1
T )

A2
1= /02 erf (1 /%&U) do + Ds)s (73)
0
2K 2K
—C1P1(Th)/ Tl exp (_%I{l)\?) +Co®o(T)4/ TQ exp (—%}{2)\3) = Lp\/y

(74)
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donde A1 y Ay estan dadas por (32).

Demostracién. Andlogamente al teorema 1 se obtiene (64) — (70), (72)
y (74), con constantes C; y D; en lugar de A; y B; respectivamente para
1 = 1,2. También se tiene que

Vo oex .
©o; er (”2KZ~€Z) + 7

Resta entonces ver como se obtienen (71) y (73).
Para x = 0 se tiene £ = 0 entonces

111
0s(0)  T5(0,t) B2 (T2(0,8) Py (Tm)

Luego

. R
(I)2 (Tm) = P2 (0) - 02 erf ( 2K2 €2|§2=0) + D2 )

como &3[, o =0, se tiene (71).
Por tltimo, si se toma &, = 1 en (67) se obtiene (73) .1

Lema 6. La solucion del sistema (68) — (71) estd dada por

o _ 1 ( 11 ) 75)
et (=L

o ( 2}7(1)\1) Dy (Ty) @1 (Ty)
o= — 1 ! , (76)

(& ) ) (i)

erf [ /=LA,

o 1 — erf (1 %)\1) ®, ](LTf) - (<I>1 (27{3 ) )
D= (1Tm) (78)



Lema 7. La ecuacion (73) puede reescribirse como

H(7,22) =0 (79)

donde

A2

H(y,\) = =1+ Cs (7, A) /erf (1 /LU) do + D)o .
2K,
0

Ahora, solo resta resolver el sistema (74) y (79) con incognitas v y Ay para
encontar la solucién. Primero, en forma andloga a lo hecho en la Seccién 11,
se estudia la ecuacion (79) .

Lema 8. Existe una funcion creciente Ao = \ao(7y) tal que H(7y, A2(7)) =
0 para todo .

Demostracién. Basta con aplicar el teorema de Dini probando que
OH
—— (7, A2) # 0 para todo 7 y A2. Se tiene

O
OH 5
W (7, A2) = Ca (7, Ag) exf (, /2—K2/\2) +
aC gy
2 [ v
oL2 e D —
a)\z (77)\2)/erf( 2K20) dO"I‘ 2
0

- 5 (1_%@%))

donde u = u (7, A7) estd dada por (51) y

2 (0 P (Ty)
ﬁ_ﬁ(l <I>2(Tm))>0' (80)

Entonces se obtiene

g—i(’y,)\g)>0<:)>g>M(U), (81)
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donde la funcién M estd definida por

M(m):%(xﬁ%—%) , V2 >0. (82)

Debido a que § < \% entonces g > g y como M(0) =5, M(+00) =0

y M'(z) < 0,Vz > 0, se obtiene que (81) vale para todo 7, As.
Ademis

O o) =~ —L222 (1= gt (5 - S2ED) e ()

Oy vy erf(u) 2u /rerf(u)
(83)
donde
e ()
! \/% (I)2(Tf) (I)2(Tm)
Es fécil ver que

1 exp(—u?) OH

- _BRTR) = . 4

2 Jrer(n) > ( entonces o (7,A2) <0 (84)

Entonces por (81) y (84), se obtiene que

OH
oy (7, A2)

N (7, A2)

Ahora, reemplazando Ay = Ao(y) en (72) se tiene el siguiente teorema

Teorema 5. El problema de frontera libre (68)—(74) tiene tinica solucion
cualquiera sean los datos iniciales del problema.

Demostracién. Los coeficientes C;, D; (i = 1,2) estédn dados por (75) —
(78). En el Lema 8 se obtuvo que Ay = Ay () es una funcién creciente,
entonces por (72) se obtiene que A; = A; (7) es creciente también.
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Finalmente , se debe estudiar la existencia y unicidad de la ecuacién (74) .
Teniendo en cuenta (75) y (76), la ecuacién (74) se convierte en

Av)=Lpyy >0 (85)

donde la funcién A estd definida por

Aly) =-

2K, (<I>1(Tf) — &4(Tp) P (_22{1)\?(7)) n

- o, (Ty) ) (1_erf( %I(lh(v)))

2K, (‘1’2(Tm) - ‘1’2(Tf)) o (_2%(2)\3(7))

TP ()

Para demostrar que A es una funcién decreciente se define

0= (R )

,v>0.

y
Ir(vy) = - ( Oy () ! ) Fy (\/2—1(2)\2(7))
donde ) )
F1<x>:% wz% 20,

I; es una funcién decreciente pues F; y A; son crecientes y ademds
(I)l(Tf) > (I)l(To)

I, también resulta una funcién decreciente pues Ay es una funcién cre-
ciente, I, decrece y ademds ®5(71},) > ®2(T%). Por lo tanto A es decreciente.

Ademés, es facil ver que Fy(0%) = 1, Fi(+00) = 400, F5(07) = +o0 ¥
Fy(+00) = 0 entonces A (07) = 400 y A(+00) = —oco. Luego existe una
tnica solucién vy de la ecuacion trascendental (85) cualesquiera sean los datos
iniciales del problema.ll

46



CONCLUSION. Se obtuvo una solucién del tipo similaridad, andloga
a la solucién clasica de tipo Neumann, correspondiente al proceso de fusién
con coeficientes térmicos no lineales para materiales de tipo Storm y una
condicién inicial de temperatura constante T; menor que la temperatura de
fusién 7.

Se prob6 que existe una solucién explicita cualesquiera sean los datos
iniciales del problema cuando se impone una condicién de temperatura (13)
en el borde fijo z = 0 . Si se considera la condicién (7), flujo de calor
proporcional a t~'/2, entonces se obtiene la solucién explicita si y sélo si
el coeficiente del flujo de calor entrante gy tiene una cota inferior dada por
(10).

Las dos condiciones de borde sobre z = 0 (7), con dato go, y (13), con
dato T,,, estdn relacionadas a través de (61).

Msds atin, todos los resultados obtenidos para el proceso de fusién con
materiales de tipo pueden ser también obtenidos para un proceso de solidifi-
cacién con los correspondientes datos iniciales y de borde andlogos.
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CAPITULO 2

SOLUCIONES EXPLICITAS PARA UN PROBLEMA DE
STEFAN A UNA FASE CON CONDUCTIVIDAD TERMICA
DEPENDIENTE DE LA TEMPERATURA Y CON
TERMINO CONVECTIVO.

RESUMEN

Se estudia un problema de Stefan a una fase para un material semi-infinito
con conductividad térmica dependiente de la temperatura y un término con-
vectivo. En el borde fijo x = 0 se impone una condicién de temperatura
constante o una condicién de flujo de calor del tipo go/v/f (g0 > 0) . En am-
bos casos se obtiene una representaciéon paramétrica de la solucién del tipo
similaridad.

I. INTRODUCCION

Se considera un problema de Stefan para una regién semi-infinita x > 0
[18]. Se debe determinar la evolucién de la frontera libre z = s(t) y la
distribucién de la temperatura 6(z,t). En [29] puede encontrarse una gran
cantidad de bibliograffa sobre este tipo de problemas.

Aqui se considera un proceso a una fase para una ecuacién de conduccion
de calor no lineal con término convectivo. Continuando con el trabajo [26] se
considera el siguiente problema de frontera libre (proceso de solidificacién)

pc% = % (k(@,z)%) — v(@)% ,0<z<s(t),t>0 (1)
k(@(@,t),@)%(o,t) :%, G0 >0,1>0 2)

k(0 (s(t),t),s(t)) % (s(t),t) = pl S(.t) , >0 (3)
0(s(t),t)=0,t>0 (4)

5(0) =0 (5)

donde la conductividad térmica k(6,z) y la velocidad v(f) estdan dadas por

d
'U(Q) = pCm (6)
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1+ dx

k‘(g, CL’) = pCm

donde

O(z,t) : distribucién de temperatura en el material semi-infinito,
qo : coeficiente que caracteriza el flujo de calor sobre el borde fijo,
x : variable espacial,

t : tiempo,

s(t) : frontera libre (posicién de la interfase),

¢ : calor especifico por unidad de masa ,

p : densidad de masa,

k : conductividad térmica,

[ : calor latente de fusién por unidad de masa,

v : velocidad,

a,b,d : constantes positivas (pardmetros).

Estos tipos de conductividad térmica no lineal y de coeficientes de difusiéon
fueron considerados en numerosos trabajos, por ejemplo [4, 7, 8, 17, 21, 23,
27]. La ecuacién de transporte no lineal (1) surge relacionada con el flujo no
saturado en medios porosos heterogéneos. Si se toma d =0y b = 0 en el
problema de frontera libre (1) — (7) entonces se obtiene el cldsico problema
de Lamé-Clapeyron-Stefan a una fase. La primera solucién explicita para el
problema de Stefan a una fase fue dada en [18]. Aqui con gy/+/t notamos al
flujo de calor en el borde x = 0 que es del tipo impuesto en [28]. Este tipo
de flujo de calor sobre el borde fijo z = 0 fue también considerado en muchos
problemas aplicados, por ejemplo [3, 12, 22].

El objetivo de este trabajo es determinar que condiciones deben cumplir
los pardmetros del problema (en particular gy) para obtener un proceso de
cambio de fase instantdneo. En la Seccién II se contintia y complementa [26],
probando la existencia de una solucién explicita al problema (1) — (5) con
coeficientes no lineales (6) y (7) calesquiera sean los datos qo, p,c,[,0¢,a,b, d.
Mds ain, esta solucién estd dada como una funcién que depende de un
pardmetro 7*, el cual es la unica solucién de la ecuacién trascendental (52) .
Ademss, si se reemplaza la condicién de flujo (2) por una nueva condicién de
temperatura (55) sobre el borde fijo z = 0 también se obtiene en la Seccién
III la existencia de solucién cualesquiera sean los datos. En esta seccién se
obtienen resultados novedosos respecto a [26].
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En ambos casos, la solucién explicita estd dada en forma paramétrica y
tiene una representacién del tipo similaridad. Otros problemas con coefi-
cientes térmicos no lineales en este drea pueden encontrarse en [5, 6, 20, 24,
25].

II. SOLUCION DEL PROBLEMA DE FRONTERA LIBRE
CON CONDICION DE FLUJO EN EL BORDE F1JO.

Consideremos el problema (1)—(5) . Teniendo en cuenta (6) y (7) podemos
escribir el problema de la siguiente forma

0 0 ( 1+dx 06 d
o ox ((a+be)2%+2b(a+b9)) O<w<s(d), t>0 (8)
1 00 @
(1281'(071:)_ \/Z_? t>0 (9)
1+ds(t) 06 o
PR (s(t),t) =as(t), t>0 (10)
0(s(t),t)=0,t>0 (11)
s(0) =0 (12)
dondeazéyqa‘:@.
c pc

Lema 1. Si se definen las siguientes transformaciones, de la misma
forma en que se hizo en [26]

S(t) = 3 (1 +ase)? —1] (13)
iy

=t (14)




se tiene el siguiente problema de frontera libre para la ecuacion del calor:

00*  9%0"

B = gy VE <y <S'(E), >0 (15)
9" (2bq*\/t=* t*) = _ b 0" (2bq*\/t=* t*) t* >0 (16)
ay* 0 ’ \/tj 0 ) )

00* .

_ * gk * — * * * * 1
ay*(S(t),t) o ST (), >0 (17)
0" (S*(t"),t") =07, t" >0 (18)
57(0) =0 (19)

donde ) )
—«

x_ =Y « _ 5

“ (ab+a)a ’ O a (20)

Demostracién. En primer lugar, se demuestra que el problema (8)—(12)
es equivalente al siguiente:

o0 0 1 o0

— == |———Z") ,0<y<S@®), t>0, 21
ot Oy ((a+be)28y) v < 54) 2

1 90 q do
— _(07t) == , 1> 07 (q* = _) ;1> 07 (22)

(a+b0(0,1))° 9 Vit o

190 . l

?a—y(S(t),t)_aS(t),t>0 (a—2>0) , t>0, (23)
9(S(t),t) =0, t >0, (24)
S(0) =0 (25)

Si se considera la transformacién (13) se tiene que

o0 _ohoy o1
or  Oydr Oy+/1+dx

o4



y reemplazada en (8) da

@:@:g(udxa_?l N d_) 1
ot ot Oy \(a+b0)20y1+dv 2b(a+b0)) V1+dzx
REYE ETN S -
Oy \ (a+0b0)20y  2b(a+b0) ) Sy+1
- 4 a8 % (96\ 1
(g 1) (a+b0) % (a+b0)° (a_y) (a+b0)2 0y
1 4 90

(3y+1) (a+b6)" 9y

luego,

o9 2 (38 1 90 9 1 99

o (a+bh)’ (8_y) T arvarop oy ((a+b§)28_y) (26)
y se ha obtenido la ecuacién (21).

Las condiciones (24) y (25) salen en forma inmediata de (4) y (5).

La condicién (9) es equivalente a la dada por

1 3_5@(0 - 4
(a+b0(0,1)" 0y 0z "~ Vi

, >0,

y teniendo en cuenta que

Oy 1 (d )_1
o= =|zy+1
or /1+dz 2

se obtiene (22).
La condicion (10) es equivalente a
1+ ds(t) 00 Ay
AT s0.05
1 0 1 .
— wg—Z(sa),t)i — a1+ ds) (), t>0

a

(s(t),t) =as(t),t>0 <



luego, se tiene (23).

Antes de pasar al problema (15) — (19), de la transformacién (14) y del
problema (21) — (25) se obtiene una expresién alternativa para y*

aayt* = —(a+b€(5(t),t))5‘(t)+/b% (a,t)da+(ab+a)5’(t)=
S(t)

. T 1 a0
_ abS(t)+/ba—y<(a+b§(g7t))28—y> do =

S(t)
. 1 a0 1 a0
:abS(t)+b((a+b§(y7t))28—y(y,t)— - 7t —(S(t%t))
b 0F

0 00 b o0
_ [8_ ( T t)) ay(d,?ﬁ)) do + (0110 t))Qay(O 1) (27)

Yy _
B 00 bg;
(21)—(22) b ot (0,) do Vit
0

(28)

entonces

*(y,t /(/ (a+b0(0,1))

0

)d’r+/ a+b€ 00

0
)

— / (a + b0 (o, t)) do + 2bq{§\/7? ) (29)

0

Ahora, se considera la transformacién (14) y se obtiene:

0 2
L —T = 9 (a +b) =

W % (a+b0)’ dy*
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9 (a+b0)°06° 1 o6 30)
oy  —b Oy* b oy

Si se deriva nuevamente respecto de y resulta:

() e
Oy Oy 9y (a+b6)" \99/)  (a+0b6)"
. a0
y, si se reemplaza —, se tiene:
Ay
0 _ —(a+b8) " 3(a+D0) (9677 a1
oy? b oy*? b oy*
Por otra parte,
90 ~ -
ooy o0 'm0 b 99 o b B
oy* ot* ot

(a+08)* O (a+06)*0 O (a+1f)* Ot

Por lo tanto

99 (a+b0)" (96"\* (a+b0) 96" (32)
ot b dy* b ot

Si se reemplaza (30), (31) y (32) en (26) se obtiene (15).

Para obtener (16) se debe considerar la transformacién (14) y se debe
recordar que

9  (a+b0)’00" 1 o
dy  —=b Oy b oy

Se demostré que (10) es equivalente a (23), luego para probar (17) se
deriva

S =y lyos = (ab+a) S}
respecto de t* y se obtiene

00" oo . —ab dS*  dS*
e (570,17 =

“alabta)dr Ay

o7



Finalmente se debe definir a* como en (20) y utilizar (30).

Las condiciones (18) y (19) se deducen de (24) y de (25) en forma inmedi-
ata usando la transformacién (14) y definiendo % como en (20) .

De esta manera se ha demostrado que el problema (8) —(12) es equivalente
al problema dado por (15) — (19) .1

Observacién 1. Teniendo en cuenta que el problema (15) — (19) es un
cldasico problema de tipo Stefan, las dos condiciones sobre la frontera libre
implican que necesariamente la frontera libre S*(t*) (S(t)) estd dada por

St = v2rE, (S = i) (33)

donde v > 0 es un pardmetro desconocido a ser determinado y estd rela-
cionado con v* de la siguiente manera

7 =y(ab+a)*. B (34)

En lo que sigue se propone una solucién de semejanza para el problema
(15) — (19) y se tiene el siguiente teorema:

Teorema 1. Sea

Oy 1) = 07 (¢") &= e (35)

Ast, el problema (15) — (19) se reduce a:

d’e* de* 2
+ y*E* =0, bg5/— <& <1 36
dO* 2) ( 2)
— (gt /=) = =2y b ©F by | = 37
dé (QO v Y 40 do v ( )
de*
1 — * *
& (=01 (39)
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0" (1) = 0.

(39)

Mas aiin, la solucion de (36) estd dada por

O (&) = Aerf

.
Ve

+ B, (40)

donde A , B y v* deben ser determinados por las condiciones (37) — (39) las

cuales son equivalentes a

Aexp (— (bg3)*) = —gsbv/ [Aerf (b5) + B] (41)
Aerf \/% + B =0} (42)
A B s
Aexp{ 2} =« 5 (43)
Demostracién. De (35) se tiene
) ’ /2’}/*t*

luego,
00"  do* 9"  dor 1
Qy*  d& dyr  dEF 2yt

Y

00" _derof" _ dor (—y")y*

y
0 Lo 1

ay*Q -

do” (—y*)v*

que reemplazadas en (15) implica que

_Per 1

o equivalentemente

de*
a¢”

d*e*
e =0. (44)
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Si la ecuacién (15) es vélida para
gVt <yt < SH(tY), t* >0,

entonces

2bq{)"\/t_* <Yt < N2yt tF >0,

luego la ecuacién (36) tiene validez en el siguiente dominio

2
bagy | — <€ < 1.
v

La condicién (39) se deduce por simples reemplazos.
Para obtener la condicién (38) se considera

do° 90" oy* o6"
A — 2 * 4k
i opoe VT g,

luego

*

de* 00
VTS0 0) =

0S* V27
= /<& Oéat*—\/’}/ az\/ﬁ—a’y

Anélogamente para obtener (37) se tiene

de* 90 oy* 00"
— — 2 * 4k
V27t o

der — oyrog
entonces
de* 2 00"
— b= | = V2t 2bqp V't ) =
dg’ (qo 7*) ! 8@/*( iV )aﬁ)

= — 27t\/t_*9 (2bq0\/157,t)— V 27*bg;© (\/W -

2
= —/27*bq;O* (bq*,/—) .
70490 0 v

con lo cual se deduce (37).
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La solucién (40) se obtiene integrando la ecuacién diferencial ordinaria

(36).
Ademés, teniendo en cuenta (40)se tiene que

1O 2 (7 [T

y entonces por (37) se deduce que

Z(?* (b \f ) A\Texp (bgy)?) \/7 V/27°bg; ©* (bqo\/7 )

entonces
2
Aexp (— (qu)Q) = qb/TO* (qu/’y ) =

gob/m [Aerf (bgy) + B] .

Como ©* (1) = 6} y vale (40) entonces
\ﬁ
2

Aerf —I—Bz@}.

Finalmente, como

o equivalentemente

es decir, (43) .1
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En lo que sigue, se trata de reencontrar la solucién 6 del problema original
invirtiendo las transformaciones realizadas.
Finalmente, se obtendra la solucién en forma paramétrica.

Teorema 2. El problema de frontera libre (1) — (5) tiene una tnica
solucion de tipo similaridad cualesquiera sean los datos qo,p,c,l,0f,a,b,d.
Mads atn, la solucion estd dada por

1 1
et =00 = b Aerf( 32—6*) + B -
y 3[(1+dz)2 —1} (45)
VT A2
s(t) = é (1 + g\/z_yt)Q - 1]
donde
oo ((Fe 5) ) ok (e ) -2))
(46)
A= —6; —, (47)
g (bq{)“, ﬁ) —erf (\/%)
L 9 (bat, =) | "
(i ) = (V5)
9(z,p) = erf(z) + pR(z) , >0, pER,
R(z):%ﬂﬁ),z>0 )
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erf (1) = —= / exp (—u2) du . (50)

La constante desconocida v* es la unica solucion de la siguiente ecuacion:
x
a*xr = \/7 exp(—i) , x> 0.
(b5~ ) —exf (V3)
Demostracién. Para obtener (45) se deben invertir las relaciones (13), (14)
y (35).
Si se define & = y//27t se tiene

de* detdy'dy 1
. 4y _ b) /27t —
6= dy dy de — vzoE @t v

D (atbh) = —2 7
\ﬁ(a+be)(i)ab+a(a+be)

55* = (ab+ a)

entonces

=(ab+a)0" (y*,t*) =

Aerf (\@6"‘) + B

a—+

(ab+a)O* (£¥) = (ab+ a)

luego como

*

E g Y _ 2bggvtr \/7
VL VP
se tiene -
¢ = (ab+a) / {Aerf (\f )+B]d (51)
7
Como

/erf(a:)d:n = zerf(z) + \/i?r exp(—x?)
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entonces
o=¢£*

= (ab+a) (Aog (/T ,i) +B )
{=(a a)( ag( 50, 7)| T,
* * ek * 2 * * *
@b a) (dstg (V56 ) + e = Ay S (b ) - By 200 ) = 61

Las constantes A y B se deducen de forma inmediata de (41) y (42).
Por otra parte, la constante desconocida 7* se determinard a través de la
condicién de borde (38) o bien la condicién equivalente (43), la cual lleva a
la siguiente ecuacién

€Xp (_%) 9 'Y* > 07 (52)

N g ()

’7T

o bien

- ! .Y >0, (53)

i) e
2 ) A ) e (5))
Si se define p = \@ y se observa que

0’ a a
EON _ab o ﬁ( )

(ab—l— a) i

entonces 1 debe ser la solucion de la siguiente ecuacién

Wl(z) = W2($) ;, x>0,

donde
Wi(z) =zexp(z?) , >0y
1 a

Wy(z) = ﬁ (1 + @) (qu Lﬁl) —erf (x)
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Es facil ver que W3 (07) = 0, Wi(400) = +oo y Wi(z) > 0, Vz > 0.
La funcién g definida por (49) es decreciente,

) e aom) 1

entonces W5 estd bien definida y ademds Wa(x) > 0 Vz > 0.

Ademés
Wal0) = G5 (14 5) Jp oy - Wl = 55 (14 3) ity v
2
W) =2 (14 ) 0 v,

(9 (bat, &) —erf (@)

por lo tanto existe una tnica solucién v* de (53) cualesquiera sean los datos.ll

Observacion 2.
Como se vid previamente

£=0— 27*11:* \/

6(0,t) =0(0,t) =

entonces
1

ot
b 9*(?J|yo>)

1 1 1
- —a

1
= — —Q
b /2 b(A f (bg;) + B )’

es decir, la temperatura es constante en el borde fijo x = 0. Esto origina la
sigutente Seccion 11 A

—a

Observacion 3. Es importante destacar que

0(0,t) <0.
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Reemplazando los valores de las constantes A y B se tiene que

s (olo) - (15)
b

-
=1 (bq)

Como ~* es la tnica solucion de la ecuacion (53) se tiene que

o(igp) -t (5) = Gr (e (5 -
g(bqa%)=erf(@)+%f%(@)+%&f%( 5
Vo) e (V).
)

con lo cual , teniendo en cuenta

9(07t): —a

entonces

y como g es decreciente resulta bqj <
la expresion (54) , resulta 6 (0,t) < 0.1

Observacion 4.
Como a + b0 (s(t),t) = a > 0, si se prueba que a + b0 (0,t) > 0 entonces
por el Principio del mdzrimo resultaria v y k bien definidos. Se tiene

a+ b6 (0,1) (5:4) a+ ba{R(i S (erf (bgy) — erf (@)) =
(erf (bgy) — erf (@))) =
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ﬁ

R (bgp)

ay/'m
R (bgt) <ﬁR(bq0) + erf (bggy) — erf ( ))

3
i (1 () (V%))

De forma andloga a lo hecho en la observacion 3 puede demostrarse que
esta tltima expresion es positiva debido a que v* es la unica solucion de la
ecuacion (53) .1

. (R(bqa>+ﬁerf<bqo> ferf( 2))

III. SOLUCION DEL PROBLEMA DE FRONTERA LIBRE
CON CONDICION DE TEMPERATURA EN EL BORDE FI1JO.

Ahora, se considera el problema (1) — (5) pero la condicién (2) se reem-
plazaré por la siguiente condicién de temperatura en el borde fijo.

0(0,8)=—0,,t>0, (6 >0) (55)

con a — bfy > 0 para que k y v estén bien definidos. Se considera el siguiente
problema:

%:%(ﬁ%+ﬁ),o<x<s(w,t>o (56)
0(0,6)= 0y, t>0, (57)

”Tis()gi( (0),6) = as(t), t>0 (58)

0(s(t),) =0, t>0 (59)

$(0) =0 (60)

donde a = -.
c

Lema 2. Si se definen nuevamente las transformaciones (13) y (14)
como en la seccion 11, se tiene el siguiente problema de frontera libre para la
ecuacion del calor:
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t*

00" 0°0" b /ae

—(0,7)dr <y* < S*(t*), t* >0 (61)

ot Oy* " (a—bby)* | Oy
b 1o

0 | ——— [ —=(0,7)dr,t* | =6 62
((a—b@o)Qlay( 7-) T ) 0 ( )

80* * * * _ * .* * *
ay*(S(t),t)—aS(t),t>0 (63)
0" (S*(t), ) =0}, >0 (64)
S*(0) =0 (65)

donde 0% y a* estdn dadas por (20) y

1 1 1
0y = — = = . 66
*a+00(0,t) a+b0(0,t)  a— b (%)

Demostracion. Si se definen las mismas transformaciones como se ha
hecho en el caso anterior, ahora se tiene que

y _
y* 00 b 00
ot (27) A at( ) (a+59(0,t))28y( )
r o0 b 0
[ ot (U ) o (a _ 690)2 ay( )

Entonces

(e b 90 -
y*(y7t)/(0 a’,_((l—l—be(a',’l'))da'—l-(a_beo)Qay(O,T)) d’l‘—l—[(&—l—b@(a’,@))da:

0

t

— / (a+b0(0,t)) do + ((1_76690)2 /2—2(0, T)dr. (67)

0
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Luego
t —_
b 00

08— [ &
O = | oy

(0, 7)dt .

De igual modo que en el Lema 1 se obtiene (61), (63) — (65). Ademads

t* —
— b 00 1
0008) =00 | —"— [ Lo ndrt] = ——— o (68
(0,%) 0 ((a—b@0)2 / 8y( T)dr ) P T (68)

t* —
00 1
0" | bo;, | —(0,7)dr,t ]| = = 0 69
( 0 ay( ) 7—) T, ) a— beo 0 ( )

0

donde 0%, a* y 0 estdn dadas por (20) y (66) respectivamente.l

Observacién 5. Teniendo en cuenta que el problema (61) — (65) es un
cldasico problema de tipo Stefan, las dos condiciones sobre la frontera libre
implican que necesariamente la frontera libre S*(t*) (S(t)) estd dada por

St = Ve, (S = Vi) (70)

donde v* (i.e. v) es una constante adimensional que debe ser determinada. B

Si se introduce una variable de similaridad y se propone una solucién del
tipo similaridad entonces se tiene el siguiente teorema:

Teorema 3. Sea

0y 1) =07 (¢") &= (71)

El problema (61) — (65) se transforma en (38),(39) y

d*O* doe*
* % — * * 1

0" (&) =0 ¢ >0
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donde & es una constante tal que
[ 98 — bby)”
a (0 T)d = 60%\/27*# .
Ademds

0 (&) = Al exf (@g) +B ., g<&<l (72)

donde los coeficientes desconocidos £y, A', B y v* deben satisfacer
las siguientes ecuaciones

A exf (50\/7>+B’—93,t>0 (73)

@ exp (_%) =SV (74)
A ert (@) +B =0;. (75)

Demostracién. Teniendo en cuenta (71), el problema (61) — (65) se
transforma en (38),(39) y

d?O* de* 69*2 89
— e =0, 0,7)d 1,t">0 76
d€*2 +7€ dﬁ* \/W ( 7_) 7_<€ < > ( )
CH 69*2 89(0 T)dT | =65, t" >0 (77)
\/27*15* R

De (77) se tiene necesariamente la existencia de una constante &; such
that

g@ (0,7)dr =& 69*2 \ 27rtr . (78)
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Por lo tanto (76) y (77) se pueden reescribir como

d*©* doe*
0" (§) = by, " >0 (80)

Anélogamente a lo hecho previamente, la solucién del problema (38) , (39), (79), (80)
estd dada por

O (£) = A'exf (@g) +B ., g<&<l (81)

donde los coeficientes desconocidos &, A', B' y v* deben satisfacer las ecua-
ciones (73) — (75) y (78) .1

Observacién 6: De (78) se tiene que

o0 &* o0 an
bO:2—(0,t) = 22— o —(0,t) = %

con

. S
pu— . 2

Observacién 7:

3_5( t)—a_gﬁay*_ s (S
oy " T 00 dyr dy w0 (yr. ) ST (D) O (v 1)

entonces
a0 -1 1
— (0,t) = v’ (&
pues
b t a0 s [1o
0 =——— [ 5 (0, d:be*/e 0,7) dr —
y( ) (a—b@o)Q A ay( ’r) T 0 ; y( )
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Por lo tanto

oy [ by [t =1 (&)
_ d
&= o / b Odr =52y v

—U' (£5)
0o

=

—¢ . (83)

Ahora se debe resolver el sistema (73) — (75) y (83) donde A', B',v* y &
son las incégnitas.

De (73) y (75) se tiene

o — 0
A = ! (84)

(%) -t (/)

o yerf (53\@) — G, erf (\@) | (s5)
s (3

Entonces, ahora se debe resolver el sistema (74) y (83) con incégnitas &

*

y-
Teniendo en cuenta (84) dicho sistema de ecuaciones es equivalente a

0o (@ + ba) exp (—u?)
a(a—bbo) /7 H
by exp (—v?)
ay/m v

v Yok
=5V VZ\/Eﬁo
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erf (u) —erf (v) = (86)

erf (u) —erf (v) =

(87)

donde



De (86) se tiene que erf (v) = g (4, p1) con g definida en (49) y

. 90((1+b0¢)
br= a(a—b@o)ﬁ<0 '

Como ¢g(z,p1) es una funcién creciente en la variable x (p; < 0) con
g(0",p1) = —00 y g(+00, p1) = 1 entonces existe xo > 0 tal que g(xg, p1) = 0.
Si p > o entonces

v=erf ~ (g(up))- (88)
Sustituyendo (88) en (87) se tiene que

exp (— (ert ™" (9 (1.21)))°)
erf ™ (g (1, p1))

erf (1) — g (4, p1) = p2

exp (o) o (= (et (g (np)?)
erf ™ (g (1, p1))

s _% exf (g (1)) exp (exf (g (. p)))” = pexp (42°)
donde bo
. 0
Py = a\/']? > 0.

Si se define P (z) = wexp (2?), p debe ser solucién de
P (z) =nP (erf ~' (g (2,p1)), @ > w0 (89)

o bien p debe ser solucién de

P (erf ~' (g (z,p1)))

W(z)=n P2) =1, z>ux (90)
donde ba(ass
2 a(c?—beo) = (a+ba) a aba + a? (1)
p ab—e'—ﬁ (@ —bho)ba  aba — b2ab,
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Primero es 1itil probar que

erf ! (g (2, p1)) 1. (92)

L = lim

Tr——+00

lerf 7 (g (2, 1)) — erf 7" (erf(2))| = = (erf () |9z, p1) — erf(z)] (93)

con ¢ € (g(x,p1),erf(x)), entonces como erf~'(c) < erf *(erf(z)) = =

(93) = LT exp [(e}lf( >) ] i 2 VT L

luego

] = < YT |y —

o (ep) 1' <7

Por otro lado

L e (e e @n))

250 exp (z2)

ert™ (g (2. p0) [exp (@ (9w 0)))?) | V7 (

&0 2 [exp (282)]2

st [Tl (5 o

Tr——+00 2 €T

(2w ) =2 ().

Por lo tanto

Ly =L (1 —pi/7). (94)
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Ademas -
1=T7L = lim Cr (g ($7p1)) _
r——+00 T

= lim Vr T ((erf_l y (%pl)))Q) (l —h (2+i)) -

z—+too 2 exp (z2) N

— Llﬁ (\% _ 2p1) =L (1 - p1v/7)

entonces L; # 0, luego de (94) se deduce que

1
Li=—
Pl pV/T
Por dltimo
: Pt (g (z,p)))
Jm W) = Tim n P (2) -
1 1 2
erf ™ (g (2, p1)) exp ((ext ™ (g (,p1)))") |
=n lim =1 =
aranr) xexp (22) L—pi/7
_ aba+a® 1 B
01) (aba — b2af bolatba))
(1) (abo — b>afy) (1 v m)
aba + a? a(a — bby)

" ba(a— by) (a(a— ) + 0o (a + ba))

aba + a? a(ba+ a) ba + a ba + a

- T b(a+6)  ba+ bl

_ _ 1
ab (a1 00)  ab(a+ o) ~

pues a — bfy > 0. Resumiendo, se tiene

W(zg)=0y lim W(x) ba ta

= >1
z—+00 bac + bl

Y
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por lo tanto existe al menos una solucién p de (90)

Se pueden resumir los resultados previos en el siguiente teorema

Teorema 4. Si a — bly > 0 entonces el problema de frontera libre
(1),(3)—(5), (55) tiene al menos una solucion del tipo similaridad cualquiera
sean los datos qo, p,c,l,0f,a,b,d. Ademds, la solucion estd dada por

9@¢*=W%ﬂ=i{m@g@—a]=2[@$g>—4

O (€)= Alerf (u€) + B, € =2

con

S*(t)
bl
;o a(a — bby)
A= Cerf (p) —erf (v) (96)
, Ogerf (u) — O erf (v)
b= erf (u) — erf( ) (97)

p solucion de (90) y v =erf ™ (g (u,p1)) , pt > o,

[(gsw)ll];:; [(db&)] -
3 gy ] s ) -
ik

s (1)

ba+a (ba+a)® | boz+a{\[+

76



Observacién 8. Fl caso sin término convectivo en (1), es decir con
d = 0, no puede obtenerse de lo hecho previamente para el caso d # 0 y
tomando d — 0, pues la transformacion x — y por medio de (13) es la
identidad pues

im 2 b=
(lili%(—i[(l—l—da:) -1l =2,Vz>0.

Entonces, el caso d = 0 debe ser resuelto usando otra técnica que serd
desarrollada en el préximo capitulo. B

CONCLUSION. Se obtiene una solucién explicita en forma paramétrica
del tipo similaridad para un problema de Stefan a una fase para un material
semi-infinito con conductividad térmica dependiente de la temperatura (7)
y un término convectivo (6) con flujo de calor (2) o con una condicién de
temperatura constante en el borde fijo (55).

Para el caso con condicién de flujo se siguié y se mejoré [26], obteniendo
el teorema de existencia en la Seccién II.

Ademis, también se estudio el problema para la nueva condicién de tem-
peratura en el borde fijo y se obtuvo el correspondiente teorema de existencia
en la Seccion I11.

Para ambos casos sus respectivas soluciones explicitas estdn dadas como
funciones de un pardmetro el cual estd definido como la tnica solucién de
una ecuacion trascendental.
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CAPITULO 3

SOLUCION EXPLICITA PARA UN PROBLEMA DE
STEFAN A UNA FASE CON CONDUCTIVIDAD TERMICA
DEPENDIENTE DE LA TEMPERATURA.

RESUMEN.

Se estudia un problema de Stefan a una fase para un material semi-infinito
con conductividad térmica dependiente de la temperatura y con temperatura
constante o condicién de flujo de la forma —qy/v/t (go > 0) en el borde fijo
x = 0. En ambos casos se obtienen condiciones suficientes sobre los datos
iniciales del problema para obtener una representacién paramétrica de la
solucién de tipo similaridad para t > t; > 0 con ty un tiempo arbitrario
positivo. Estas soluciones explicitas se obtienen a través de la tinica solucién
de una ecuacién integral con el tiempo como pardmetro.

I. INTRODUCCION.

Se considera un problema de cambio de fase (problema de Stefan) para
una ecuacién del calor no lineal para una regién semi-infinita z > 0 con
conductividad térmica no lineal k(6) dada por

pc
KO =L )

y temperatura de cambio de fase 0¢. Este tipo de conductividad térmica o
coeficiente de difusién fue considerado en [4, 5, 7, 8, 16, 18, 21, 24, 26, 29,
32]. Los problemas de cambio de fase aparecen frecuentemente en procesos
industriales y otros problemas de interés tecnolégicos [1, 2, 9, 10, 11, 13, 14,
15, 17, 19, 20]. Puede encontrarse una extensa bibliografia sobre estos temas
en [31].

La formulacién matemadtica de este problema de frontera libre (proceso
de fusioén) consiste en determinar la evolucién de la frontera libre z = s(t) y
la distribucién de la temperatura 6 = (x,t) satisfaciendo las condiciones

08 0 00
pCa—a(k‘(e)%) ,0<£L’<S(t),t>0 (2)
% 04 =2
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k(0 (s(t),8)) 5 (s(t),8) = —pl s(t) , t >0 (4)
0 (s(t),t) =0, t>0 (5)
s(0) =0 (6)

donde

O(z,t) : distribucién de temperatura en el material semi-infinito,
qo : coeficiente que caracteriza el flujo de calor sobre el borde fijo,
x : variable espacial,

t : tiempo,

s(t) : frontera libre (posicién de la interfase),

¢ : calor especifico por unidad de masa ,

p : densidad de masa,

k : conductividad térmica,

[ : calor latente de fusién por unidad de masa,

¢ : temperatura de cambio de fase,

a,b,d : constantes positivas (pardmetros) tales que a + b8y > 0.

Aqui —qo/ V/t caracteriza al flujo de calor sobre el borde z = 0, el cual es
del tipo impuesto en [30]; luego se considerard temperatura constante sobre
el borde fijo z = 0 del tipo (55). Este tipo de condicién de flujo (3) fue
considerada en numerosos trabajos, e.g. [3, 12, 25]. Otros problemas de este
tipo son [6, 22, 26, 27].

El problema de frontera libre (2) — (6) con k(f) definido por (1) es un
caso particular del presentado en el capitulo 2 [23, 28] tomando el pardmetro
d = 0 para la siguiente ecuacién

90 0

o0 o0
P = B (k(@)%) —v(@)% ,0<z<s(t),t>0 (7)

donde la conductividad térmica k(6) y el término de velocidad v(6) estd dado
por (1) y

d
'U(Q) = pCm (8)

respectivamente, y ¢, p y [ son el calor especifico, la densidad y el calor latente
de fusién del medio respectivamente, ademds se supone que todos ellos son
constantes y los pardmetros a,b y d positivos y constantes.
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En dicho capitulo se encuentran condiciones necesarias y suficientes para
la existencia de una solucién explicita. Aqui se estudia el caso sin término
de velocidad, i.e. d = 0 en la ecuacién diferencial (7), el cual no puede
obtenerse del caso estudiado previamente en [23, 28] para el caso d # 0. En
aquel trabajo se definié la transformacion

2 1
y:&[ﬂ+d@2—4 )
la cual es la identidad si se toma d — 0 pues

limg [(1+dz)% —1} =z, Vz>0.
d—0 d

Por lo tanto, el caso d = 0 debe resolverse usando otras técnicas, lo cual
serd realizado en este capitulo.

En la Secciéon II se prueba la existencia y unicidad de una solucién ex-
plicita del tipo similaridad para el problema de frontera libre (2) — (6) para
t > tg > 0 con ty un tiempo arbitrario positivo cuando los datos verifican
la condicién a + bfy > bl/c. Se obtienen soluciones explicitas para los casos
a+bly <bl/cy a+bf; = bl/c através de la solucién de una ecuacién integral
en la cual el tiempo es un pardmetro.

Ademss, para el caso a + bf; < bl/c no existe solucién al problema de
frontera libre (2) — (6).

En la Seccién 1T se reemplaza la condicién de flujo (3) por una condicién
de temperatura constante sobre el borde fijo x = 0, dada por (55). Se
prueba la existencia y unicidad de una solucién explicita del tipo similaridad
del problema (2), (4) — (6) y (55) parat >ty > 0 con to un tiempo arbitrario
y positivo cuando los datos verifican la condicién a +bf; > bl/c. La solucién
explicita para los dos casos se obtiene también a través de tinica solucién de
una ecuacién integral en la cual el tiempo es un pardmetro. Ademads, para
el caso a + bf; < bl/c se prueba que existe al menos una solucién del tipo
similaridad para t >ty > 0 con tg un tiempo arbitrario y positivo.

II. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCION DEL
PROBLEMA DE FRONTERA LIBRE CON CONDICION DE
FLUJO EN EL BORDE F1JO.

Se considera el problema de frontera libre (2) — (6) donde los pardmetros
a, b y los coeficientes [, ¢ satisfacen la siguiente condicién

a+wf>%. (10)
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Lema 1. 5i se define
1

a-+0b0’

entonces el problema (2) — (6) se transforma en

90,50
E—@w,0<l’<8(t),t>0

donde w es una constante definida por

N bqo
w=—.
pc

Demostracién. De (11) se tiene que

(11)

00 _ ()99 1 06 _(-1)98 1

o b 002 0r b 0oz

luego

(D001 _ 0 ( (D001
@)= e = 0 \PO T e

—pcd® 1 —pc 0 (00
b ote? b ax(ax = (12).

Ademas
2 (=190 __
(3) <= pcO* (0, 1) T (0,t) o7 (0.1) \/i{:)



Las expresiones (14) y (15) se deducen inmediatamente de (4),(5) y

(11) ..
Lema 2. 5i se define la siguiente transformacion
« dn
x(z,t) =
b 8.0

x,t) = 6(z1)

entonces el problema (12) — (16) se lleva a

8\11_82_\11 w O

E—aXQ—%a—X,O<X<S(t),t>O

ov w
a—X(O,t):%\I/(O,t) , t>0
ov 1 . w
—(S(t),t) = - -—— 1, 0
3)(( (©.%) (a4 bly) (a (a+69f)—1) (S ) \/i) e
U(S(t),t) = a0, t>0
S(0)=0
donde "
S(t):(a+bef—z)§(t)+%.

Demostracién. De (18) se tiene que

ox 1
aa,: ($7t) -

aX . * _%_? (777t) o 1‘82_@ —
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90 90

G 0+ G0 =0 T ).
Ademis
90 ov . 0 1 0w g_qj(x’t)
s @0 =5 (ot gy @00 = o (e = P
X

@2(1’,t) aX (X?t) + @(l’,t)aiXQ (X7 t) % ($7t)

L (2 - P w2
©2(z,t) \ Ox? X ar ox X ’

00 ov ov ax

oV bqo 8@ ov

Ahora, reemplazando las expresiones anteriores en (12) se tiene
0*W 00 0v 8_\11
8)( - or 8)( ot

20) .
pc\/i oz ) oy = (20)
Como x (0,t) = 0 entonces

ov
(13)4:»8—X(X(07t)’) Mo, (21).
YO0 pevi
Ademis
1
¥ (S(0.6) = ¥ (x(5(0.0).1) = O s(0).6) = -5
5(0) = X (5(0),0) = 0
De (19) se tiene
§0)= 5 (e(s00) = 2 (s(0.0) 3 (1) + 2 (s(0).0



. bQO 00

_ % s (t) + _ — -
) (s(t),1) pc/t Oz
bqo lb e

— — 5 (t), estoes (25).

peVt

Por 1ltimo, utilizando (25), (14) puede reescribirse como

(s(t),1)

— (a+bl;) 5 (t) +

ov bl « 1 bl
oy (SO =W (S0 750 = 50T

—~
~
~

(a +1bef)%l( 1 bl) (S (t)_%) B

a+69f——
C

_ ! 1 &) Do
 (a+bby) (5(%5@)-1) (S ) pc\/i) "

Teorema 1. Si se asume una solucion de tipo similaridad, es decir, si
se define

§ (26)

_ X
2Vt ’

y se busca una solucion del tipo
¥t = o = (53) (27)
2\/1_5

entonces la frontera libre S(t) del problema (20)—(24) debe ser de la siguiente

forma
S(t) =2MVt, t >0 (28)

con Ay > 0 un coeficiente desconocido a ser determinado y el problema (20)—
(24) se lleva a

" () +20 () (E—w)=0,0<E< Ay (29)
¢' (0) = 2wy (0) (30)

1
0 (Ar) = @+ b0, (31)



o (Ar) = :

(a+bo;) (% (a+ b0;) —1)

Ademds se tiene

s(t) = 2MV/t
con A
—w
AL = : bl
a —|- be — E
)

p(§) = Dyerf (£ —w) + G

donde Dy y Cy estdn dadas por

D, — V7w exp(w?)

(A1 —’LU) .

~ (a+b0f) (1 + /mwexp (w?) (erf (A — w) + erf (w)))

o 1 + /7w exp (w?) erf (w)
1 pum

(a+b0;) (1 + /Twexp (w?) (erf (A — w) + erf (w)))

Demostracién. De (27) se tiene que

ov , 1
a—X(Xﬂf) = (5)2—\/73 ,
9*U " 1
7(% ) =¢ (6)4_75’
ov / X(_l) 1 !

entonces

(35)



Ademais, se tiene

(23)@@(52) :a+1bef , V>0 =
iftf) Ay, Vi >0 <= S(t) =20Vt , (38)

donde A; > 0 es una constante a determinar.

La ecuacién (20) tiene validez para 0 < x < S(t) entonces la ecuacién
(29) yale para 0 < 3% = ¢ < %}% = A;.

Si x = 0 entonces & = 0, luego

(21) = 0) <= (30).

o = W
0)2\&—\/%90(

De (23) y (18) se deduce inmediatamente (31).

Por 1ltimo,
¢ (A1) 1 P
gy o)~
& (Ar) = 21 (3-2) = e

(a+bo;) (bl (a+b0;) — 1)
De (25) y (38) se tiene que

“”M(ﬁ%‘%)

entonces

s(t) = 2A1V/t con A; dada por (34).

Integrando (29) se obtiene que ¢ esta dada por (35) y teniendo en cuenta
(30) y (31) se deducen los valores de las constantes D; y C7 dados por (36)
y (37) .1

Por 1ltimo, se considera la ecuacién (32) y se tiene el siguiente lema:

89



Lema 3. Ezxiste una tnica solucion Ay de la siguiente ecuacion

Wile) =Wale) . z>w (39)
donde
Wi(e) = wexp (w?) exp [~ (z — w)’] (40)
1) = 1+ w exp (,wQ) ﬁ (erf (x — w) + erf (w))
Yy
Walo) = gy (o= ) o
28 = c(a+blg) — bl T
Demostracién. De (32), y teniendo en cuenta (35), se tiene
Dllexp(—(m—w)Q) _ 2 (A —w) <=
= c
VT (a+b0y) (a (“eref)_l)
\/ﬁwexp(w )—ﬂ_ exp[—(A1—'w) ] _ £2 (Al — w)

(a+b0f) (1—&—\/;10 exp(w2)(erf(Al—w)+erf(w))) (a+b0f) ( 3] (a+b0f)—1)

es decir, A; debe ser solucién de (39) con Wy y W, dadas por (40) y (41).
W; es una funcién creciente por la condicién (10), ademds Wo(w) =0y
WQ(‘I’OO) = +00.
Es facil probar que W; es una funcién decreciente con W1(0) =w >0y

Wi(+00) = 0. Entonces, existe una tnica solucién A; > w de la ecuacién
(39).1

Teorema 2. Se considera la hipétesis (10).
(i) Si (©,s) es una solucion del problema de frontera libre (12) — (16) en-
tonces © = O(x,t) es una solucion, en la variable x, de la ecuacion integral:

Js a5
O(x,t) = C1 + Dy erf (%\/(Z’t) —w) , 0<x<s(t), (42)

donde t > 0 es un pardmetro y w, Dy y C; son definidas por (17),(36) y
(37) respectivamente, y s(t) estd dada por (33) y Ay es la dnica solucion de

la ecuacion (39). Mdas aun, la funcion Y (z,t) definida por
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1 T
dng
Y(z,1) o/t /0 omy — W , 0<z<s(t),t>0 (43)

satisface las condiciones

Yy 1 1

%($,t):2—ﬂm,0<l’<s(t),t>0 (44)
Y(0,) = —w, t >0 (45)
%—i@,t) — _2% (Y(x,t)+%e"p((;(it(;”’t))) L0<z<st), t>0
(46)
Y (s(t),8) = Ay —w, £ >0 (47)

(ii) Reciprocamente, si © es una solucion de la ecuacion integral (42) con
s dada por (33) y la funcion Y, definida por (43) satisface las condiciones
(44) — (47), y w, Dy y C4 estan definidas por (17),(36) y (37) respectiva-
mente, y A1 es la unica solucion de la ecuacion (39) entonces (O, s) es una
solucion del problema de frontera libre (12) — (16).

(iii) La ecuacion integral (42) tiene una unica solucién para t > ty > 0
con to un tiempo arbitrario positivo.

(iv) El problema de frontera libre (2) — (6) junto a la hipdteisis (10) tiene
una tunica solucion del tipo similaridad generalizada (0,s) para t > to > 0
(con ty un tiempo arbitrario positivo) la cual estd dada por

1 1
- — > 4
0(x,t) b{@(x,t) a], 0<z<s(t), t>ty>0 (48)
2(A —
s(t) = “—“%lﬁ,tztpo (49)
a+69f—z

donde © es la 1inica solucion de la ecuacion integral (42) donde Ay es la inica
solucion de la ecuacion (39), y w, Dy y Cy estan definidos por (17),(36) y
(37) respectivamente.

Demostracion.
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(i) De los célculos previos se tiene que

7St
O(z,t) = p(§) = C1 + Dy erf (€ — w) = Cy + Dy exf (%\/(gt) _w> 7

es decir, © es una solucién de la ecuacién integral (42). Por cédlculos ele-
mentales la funcién Y, definida por (43), satisface las condiciones (44), (45)

y

)4 1 y dn 1 7
—(x,t) = — - O N d
ot (z,1) 4t\/i [ O(n,t) 2\/% A (n. £)dn

1 1
= —5; V(@) +w) - i (0:(z,1) - ©:(0,1)) =

1 Y(x,t) . 1 Y(x,t) Dy exp(—Y?(x,t))
~ =5 (i o) =5 (F 0+ A )

esto es (46) . Finalmente se tiene

s(t)
_ 1 gy _xG®.Y) o SM)
Y(S(t)’t)_zﬁ/exw) Y VA

0

esto es (47).
(ii) Para probar que (0, s) es una solucién del problema de frontera libre
(12) — (16) se tiene que:

a)
(D exp (=Y ?%(z,t)) B
@zz($7t) o (\/H @($>t) )z B
D exp (=Y ?%(z,t)) . &GXP(—YQ(%t)) )
T Ut 92(x i) (Y( R VT O(x,t) ) ’
b)
Oz, t) = 2—57_; exp (—Y2(:B,t)) Yi(z,t) =
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=D (v 0) (Yt + DR )
=~ m° p (~Y?*(z,1)) (Y( ’t)+\/7r ©(z,t) )

esto es la ecuacion (12) ;

c)
@(O,t) = Cl - D1 erf(w) = W 3
d)
Dy oexp(=Y?0,t)  w _
©.(0,t) = N 8(0.1) =i esto es (13);
e)
O(s(t),t) = C1 + Dyerf(Ay —w) = - —|—1be , esto es (15);
f
Dy ep(=Y2(s(0),1)  (a+10;) Dy -
Y TP ) B~ S d i C VA
1 1
— %Wl (A1) = %WQ (Ay) =

1 bl bi\y bl e
— A —w)="=="5(¢ t 14
\/’EC((I‘I’be)—bl(l w) iy Cs(),esoes( )
(iii) Ahora para completar la prueba, sélo se debe demostrar la existencia
de una solucién de la ecuacién integral (42). Si se define Y (z,t) por (43)
entonces, la ecuacién (42) es equivalente al siguiente problema diferencial de
Cauchy

Yy 1 1

72 O = S A T Dy (V(@.0))
Y(0,t) = —w,

=Gy (z,t,Y(z,t) , O<z<s(t),t>0

(50)
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con t > 0 un pardmetro positivo. Se tiene }%—?}} < 0—213/1? , acotada para todo
1

t >ty >0,0<zx<s(t), para un tiempo arbitrario y positivo ¢y. Entonces,
el problema (50) (i.e. la ecuacion integral (42)) tiene una tinica solucién para
t >ty > 0, para un tiempo positivo arbitrario tg.

(iv) Se tiene que

00
' o0

Se debe verificar (2) entonces
L(00Y 10 ( g 1( 00\ 1)
P\ "0t )9 " oz \(a+ 1020\ 01) ©2

pcd® 1 pcd*O©

Yo bvar 1Y
Ademas 96 56
% (O,t) = % — —bO? (O,t)% (O,t) = % -
b e _w b pe 90 bao
(a+ b6 (0,t))* Oz (0. Vi e (a+ b (o,t))an( ?) pev/t
00 Q@
= k(0(0.)) 5 (0,1) = e
Como O verifica la ecuacién (14) se tiene que
6 (5(0)) i (s(0),8) = % § (1) = — T W% (s().1) = = 5 (1)
o R (5(0,8) 5 (5(0) = = (1) <= b 6 s(2).0) G- (s0,0) = ol 3 ).
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Finalmente

1 1 1
_ _ 5
Tl a0 axel, O

O (s(1),1)

Observacién 1. Y(x,t) no tiene limite en (0,0) porque Y (0,t) = —w =
—% <0 parat>0y 15% Y (s(t),t) = Ay —w > 0 para todo t > 0.

Si © es la solucion de la ecuacion integral (42) entonces © es estricta-
mente mondtona en la variable x. Se obtiene que 0(x,t) = (1/0(z,t) —a) /b
no tiene limite cuando (x,t) — (0,0) pero 0(z,t) estd acotada en un entorno
de (0,0) verificando que

Oy = lim inf O(n,7) <O(x,t) < lim sup O(n,7) =
£ Ay 1 O T) < 6 t) < Yoy, ) sup 80 7)
a+69f 2
= 05+ Vrw exp(w?) (erf (w) + erf (A} — w)) .M

b

Cuando la hipétesis (10) no se satisface se puede seguir un método andlogo
al descripto anteriormente para obtener el siguiente resultado:

Teorema 3.
(i) El resultado del Teorema 2 wvale si se reemplaza la condicion (10) por

bl

a+bly = —. Ademds, en este caso, la solucion del problema de frontera libre
c
(2) — (6) estd dada por

Oz, ) — % {@(;t) - a} (51)

donde © es la 1unica solucion de la siguiente ecuacion integral

N
O(z,t) = Dyerf (M — w)

N + -, 0<2<s(t), (53)

bl

con ) w0/ exp(w)
pl (1 4+ /7w exp(w?) erf(w))
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para t > tg >0, 0 < x < s(t) para cualquier tiempo arbitrario positivo ty y

w definida por (17).
(i) No existe solucion al problema de frontera libre (2) — (6) para el caso
a—+ be < b—l
c
Demostracién. (i) Anédlogamente al caso anterior, se define (11), (18)
y (19) y se obtienen (20) — (21), (23) — (24).
Ademds, en este caso se tiene

5= 2 (600,05 1)+ 2 (s(0).1) =
P R T ORI
O (s(t),t) ®) pc A\t 8:6( (1))
. bgp 1 lbe . b 1
(a+59f)3(t)+ﬁﬁ—zs()— e Vi
entonces
5(6) = 222 Vi = 2w
En lugar de la ecuacién (22) se obtiene
ov .
o (S(8),t) =5 () .

Se define ahora (26) y se buscan soluciones del tipo (27). Se tiene, como
en el teorema 1, (29) y (30) y ¢ es de la forma

0 () = K exp(u?) LT ext (€ ) +

Ademés
g—i’ (S(t),t) = ¢ (%) = ¢ (w) =5 (t)
| (2)-vo-3
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La constante K estd dada por

_ 20 1
K = T Vrw exp(w?) erf(w))

Por (18) se obtiene (51) y como
Oz, 1) =¥(x, 1) = ¢ (—X )
2\/%

se obtiene (53).
La demostracién de la existencia de solucién de la ecuacién integral para

este caso es andloga a la del teorema 1.
Por 1ltimo falta obtener la expresién de la frontera libre.

Por (53) se tiene que
00 2 1" 2\ 11
it — Dy—— N _dnp =
or (CB t) O\/% exXp ( (2\/%/0 o) 'UJ) ) 2\/%@(;[;71':)
entonces 90 9 1 1
g — Dy =
5 0 = et
pues
V0= [ st =L - w= Lo w =
s(t),t) = —= —w=—= —w=—=>2wVt—w=0.
2Vt Jo O 2/ 2V
Luego, como O (s(t),t) = 5 ¥y %—f (s(t),t) =2 5 (t), se tiene que
bl o Dy

entonces como $(0) = 0 se obtiene (52) con Dy definido en (54).
(ii) Si a+ by < & entonces para z > w, la funcién Wa definida en (41)

es negativa, por lo tanto no existe solucién a la ecuacién (39) .10

Observacién 2. 6 (0,t) es constante.
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Como

entonces

9(0.t) = % {@(é,t) - a] - % {01 + Dllerf —w) “] =

[(a +b0y) [1 + rwe” (erf (A} — w) + erf (w))} _ a} _

S

% [a + b0y + (a+ bly) [ﬁwe‘”z (erf (A} — w) + erf (w))} _ a} _

1

) [bef + (a + bby) [ﬁwe‘”z (erf (A; — w) + erf (w))” :

Como la temperatura es constante en el borde fijo x = 0 tiene sentido
plantear en la siguiente seccion el problema cambiando la condicion de flujo
por una condicion de temperatura.l

Observacién 3.

a+b0(0,t) =a+bf; + (a+bo;) [ﬁwe‘”z (erf (A — w) + erf (w))}

(a4 bly) [1 + rwe?” (erf (A, — w) + erf (w))} > 0,

entonces, como también a+b0; > 0, resulta por el Principio del Mdximo que
la conductividad térmica estd bien definida. B

II1I. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCION DEL
PROBLEMA DE FRONTERA LIBRE CON CONDICION DE

TEMPERATURA EN EL BORDE F1JO.
En esta seccidn se considera el problema de frontera libre dado por (2) , (4)—
(6) y la condicién de temperatura
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0(0,t) =0y, t>0 (6> 0;) (55)

en lugar de la condicién de flujo (3) en el borde fijo x = 0. La conductividad
térmica no lineal estd dada por (1). Se supone también que se cumple la
condicién (10).

Lema 4. Si se define © como en (11), el problema de frontera libre
(2),(4) — (6) y (55) se transforma en (12), (14) — (16) y

1
a+b€0 ‘

0(0,t) = (56)

Demostracién. De igual modo que en el caso flujo se obtienen las
ecuaciones (12),(14) — (16).

Ademas ) )
= = A
008 = 0000 ~ ax bl

Lema 5. Si se define (18) y (19), se obtiene (23),(24) y

ov 0*w ov ov

(57)
1
v = 58
(07 t) a ‘I— beo ( )
ov 1 . ov
2% sit).1) = C (30 @G
X (a + bo;) [E (a+bef)—1} X
(59)
! bl ov
S (t) =5 (t) (a + 00 — —) + (a+ b0y)—=—(0,1). (60)
c ox
Demostracién. Las ecuaciones (23) y (24) se obtienen como en el caso
flujo.
Ademis
ox 00 00

N (xt) = oz (z,t) + 9 (0,2)
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90 oV (_a@ % t)) oV

E(%t):a—x(x,t) a(%t)Jra +E(X’t)

00 ov 1 00 ov
o (z,t) = 8—X(X’t)@(x,t) = o (0,t) = 8—X(O’t) (a+0b6y) .
Por lo tanto

00 ov 00 ov ovr ovr
o (z,t) = —an(Xﬂf)@ (z,t) + an(X,t)an(O,t) (a+0b0o) + — (x,1),

ot
0?0 0?w 1 ov (—-1) 00
Reemplazando estos cédlculos en (12) se obtiene (57).
Si z = 0 entonces x (0,t) = 0, luego

U (0,1) = 0(0,1) = a+1690 |
Como 00 ov 1
s (z,t) = O—X(X’t)@(az,t)
y ademés vale (14) se tiene
o 1 b
9 SO = L0 (61)
Ademés 9 5
5 (1) = 5 (s(0),0) 3 (1) + 5 (s(0),1) =
ST S O+ 5o (0.0 = 52 (0.6 -
(a+b6;) 5 (t) + g—(i (0,1) —b—cl 5 (t) = (60).

De (61) y de (60) se obtiene (59) .1

Teorema 4. Si se asume una solucion de tipo similaridad, es decir, si
se define (26) y se buscan soluciones del tipo (27) entonces la frontera libre
del problema (23),(24),(57) — (59) debe ser de la forma

S(t) = 2A2\/{5
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con Ny un coeficiente desconocido a ser determinado. Ademdas, el problema

se transforma en

¢ ©+20(0 (6~ 5L o)) =0, << s

1
SD(O)_(I‘l‘bQO
1
A_ pum
SD( 2) a+69f

2
c

' (Ay) =
bl

Ademds se tiene

(o
(a+ b6;) [— (a -+ bOy) —1}

¢’ (0)
2

(a+ beo)) .

s(t) = 20Vt
con A
Ay = 2—_Tbl
a + be - z
donde
a8
o 2
Yy
Sp(g) :Dgerf(g—’r)‘l'OQ?
con
b _ b (0o —0y)
27 (a+b;) (a+ o) (erf(r) + erf(Ay — 7))
1 - b(0g — Oy)erf (Ay — 1)
=y (1 T ) e =)
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Mas ain, la funcion ¢ estd dada por la siguiente expresion

1 b0y —0f) (exf (€ — 1) —erf (Ay — 1))
a+ by (a+ bby) (erf (r) + erf (Ay — 1))

p(£) = (72)

Demostraciéon. Las expresiones de las derivadas de ¥ ya fueron obtenidas
en el caso flujo entonces se sustituyen en (57) y se obtiene

r ., _l " —(a i / i !
89 (6) = 380" (©) = (a+000) 52 (0) ! (€)

= 60 ()= 56" (6) — (a+ 1) 54 (0) ' (©

_a+b€0 ’

= Llreres© o (0) ¢! (€) = 0 = (62) .

2 2
La expresion (63) se deduce inmediatamente de (26) , (27) y de (58) .
Ademss, como

W(S(t), 1) = a+lbef — (‘29\(2) _ a+1bef VS 0—
S() _
Q—ﬁ_Ag,Vt>o:>S(t)_2A2\/i,
y también se tiene (64).
Como
AL _ ¢y 0T (0
S(t)_\/i’ aX( (t),1) = N/ an(UJ)— NG
se tiene
Ay ¢ (0)
- — (a+b€0)
(50) = Ll ()= — YL (g
2\/E (a—l—be) (a (a+69f)—1)
Por otro lado
bl o . ov
(60) <—= (a + b0y — E) 5 (t) =S (t) — (a + bbo) a—X(O,t)
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= (a+59f—b;l) é(t)z%—(mbeo)‘g\(/?
S(t) = 1 2A5 — (a4 bbo) ' (0)
=0 a—l—be—bCl( 2v/t )
= s(t) = ! bl (2A5 — (a+ bby) ¢ (0)) Vit
a+69f—z

— S(t) = 2)\2\/1; ,

con Ay definida por (67).
Anélogamente a lo realizado en el caso flujo, integrando (62) se tiene que

@ (§) = Dyerf (§ —7) + Cy

con Dy y Cy constantes a determinar de las condiciones (63) y (64) :
0 (0) = Dyerf (—r) 4+ Cy (73)
@ (Ag) = D2 erf (A2 - ’T’) + 02 . (74)
Restando (73) con (74) se tiene

1 1
a+b€0 (l‘l'be

= D, (erf (—r) —erf (Ay — 1))

b(0; — 6,)
(a+ blo) (a+ bo;)

= Dy(—1) (erf (Ay — 7) 4 exf (1)) ,

entonces se tiene (70) .

Reemplazando el valor obtenido para D, en (70) se tiene (71).

Falta obtener (72). Para ello basta sustituir los valores de Cy y Dy en
(69).1

Ahora si se consideran las ecuaciones (65) y (68) para determinar las
incégnitas Ay y 7 se tiene el siguiente Lema.
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Lema 6. Ezxiste una unica solucion r de la siguiente ecuacion

Ws(z) = Wy(x) , r>7r =F1(1) (75)

donde )
Wa(z) = erf ~L (F(z)) exp ((erf 1 (F(z))) ) , (76)
o) = (o) 1) EEEEREL )

1 b(fo — b) exp(—2?)

F(a:):—erf(a:)+ﬁ (@1 00,) .

, x>0, (78)
Ademds resulta
Ay =r+4erf F[F(r)], conr>r =F'1).

Demostracién. Se tiene que

¢ (0)(a+b0y) (a4 bby) 2

r= . =Dy e () =
a + béy exp (—12) b (6o — 6;)
VT (a+b05) (a+ bb) (erf(r) + erf(Ay — 1))
entonces
erf(r) + erf(Ay — 1) = T (Z(fobe_f)eélp ok (79)
luego
b (6o — ;)

erf(Ay — 1) = —erf(r) + > erf(Ay —7) = F(r),

Vr (a+b0¢) exp (r?)

con F' definida en (78).

De [6] se sabe que F(0T) = 400, F(+00) = —1 y que F es una funcién
decreciente, entonces existe r; = F~1(1) > 0 tal que
F(r) € (—1,1) para todo r > 1, es decir

Ay —r=erf [F(r)], conr>r =F1). (80)
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Se debe demostrar ahora la existencia y unicidad de r.
Teniendo en cuenta (65) se tiene que

2 2 2 (A2 — ’f’)
—=Daexp (— (A2 —71)7) = c —
b(0y — by) exp (— (Ay — 7‘)2) _ (Ay =) —
vV (a+b0y) (a +06p) (erf(r) + erf(Aa = 7)) (4 4 1g)) (5 (a+b0f) — 1)
b(0y — 0;) (5 (a+b9f)—1) 2
V7 (@ 000) (ext () T ert (g =y~ Az rexp (A=)
Ahora, teniendo en cuenta (79) se tiene
b0 —0;) (= (a+00;) —1
OGO L) (e
/7 (a4 b6o) b (6o —by)
O/ (a+ bly) exp(r?)
= (a+b;) — 1) (a+ boy) .
(bl (a+ 590)) rexp(r’) = (A —r)exp (A = 1)°) <=
(E (a+b;) — 1) (a -+ boy)
bl 2) — erf 71 -1 ’
@ 00 rexp(r?) ) erf ~*(F(r))exp ((erf (F(T))) ) .

Entonces r debe ser solucién de (75) .

Es facil ver que Ws(ry) = 400, Ws(rg) = 0, W3(+00) = —o0 y que W3 es
una funcién decreciente para todo x > r;. Ademsds, de (10) se tiene que
Wy(0T) = 0,Wy(+00) = 400 y que Wy es una funcién creciente. Por lo
tanto, existe una unica solucién r € (r1,79) (F(r) € (0,1)) de la ecuacién
(75) donde ry = F~1(0) y entonces

1 b(Bo —0y) exp(—1?)
\/77'(' ((1 + be) r

con lo cual se obtiene el siguiente teorema.

Ay =r+erf 1| —erf(r) +

>, (81)
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Teorema 5. Se supone vdlida la hipdtesis (10).

(i) Si (©, s) es una solucion del problema de frontera libre (12) , (14)—(16)
y (56) entonces © = O(x,t) es una solucion, en la variable x, de la ecuacion
integral:

(erf (Ay —r) —erf (ﬁ%\%’ﬂ —7‘))
O(z,t) = ! 1 b = 6y) 0<z<s

a+ bl (a+ bb,) erf(r) + erf(Ay — 1) ’

(82)

donde t > 0 es un pardmetro y s(t) estd dada por (66) , Ay estd dada por
(81) y r € (F~Y(1), F~1(0)) es la tinica solucion de la ecuacion (75) donde
la funcion F estd definida por (78).

Ademds la funcion Y (z,t) definida por

= 1 ’ d?? —T X S
Y(a:,t)—2\/%/0 50,7 , 0<z<s(t), t>0 (83)

satisface las siguientes condiciones

Yy 1 1
%(l’,t)——r\/im, ,0<£L’<S(t),t>0 (84)

Y(0,8) = —r, t>0 (85)

Srlat) = _2% (Y(m,t) +%3T6Xp ((;(?t(;”’t))) L, 0<z<s(t),t>0

Y (s(t),8) =Ag — 1, £ >0 (87)

donde Dy estd definida por (70).

(ii) Reciprocamente, si © es una solucion de la ecuacion integral (82) con
s dada por (66) y la funcion Y, definida por (83) satisface las condiciones
(84) — (87), r es la tnica solucion de la ecuacion (75), Dy estd definida por
(70), v As dada por (81) entonces (©,s) es una solucion del problema de
frontera libre (12),(14) — (16) y (56) .
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(iii) La ecuacion integral (82) tiene una unica solucién para t > ty > 0
con ty un tiempo positivo y arbitrario.

(iv) El problema de de frontera libre (2),(4) — (6) y (55) satisfaciendo
la hipdtesis (10) tiene una tnica solucion del tipo similaridad generalizada
(0,5) para t >ty > 0 (con tg un tiempo positivo arbitrario), la cual estd dada

yor
LR {@é,t) - }

. (58)
sty = 2 1)

donde © es la unica solucion de la ecuacion integral (82), Ay dada por (81)
y 7 es la unica solucion de la ecuacion (75) .
Demostracién. (i) De los célculos previos se tiene que

ff_dn_
O(x,t) = p(€) = Cy + Dyerf (€ — 1) = Cy + Dy erf %’” )

es decir, O es solucién de la ecuacién integral (82). La funcién Y, definida
por (83), satisface las condiciones (84), (85), y

)% 17y 1 /
ar 7t = - - @zz 7td =
ot (ot) 4t\/i[@(n,t) 2t ) (. )

1 (Y(z,¢) . 1 (Y(z,t) Dy exp (—=Y?(z,t))
- 2\/5( Vit + 0 ’t))_ 2\/5( Vi Vm et )

esto es (86) . Finalmente se tiene

o W60 S

1
Y(S(t)’t)zzﬁ/@(n,t)”: i 2vi

0
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que es (87).

(ii) Para probar que (0, s) es una solucién del problema de frontera libre
(12),(14) — (16) y (56), bajo la hipdtesis (10), se tiene que:
a)
D, GXP(_Y2(37>t)))
@.'l'.'l' 7t = =
0= (et ),
Dy exp (—Y?(x,t)) Dy exp (=Y?(z,t))
= — Y _— N
i own U R 6wy )
b)

Oz, t) = 2—\/D7,T2 exp (—YQ(I’,t)) Yi(z,t) =

__&GX ~Y?(z x D; exp (~ Y?(z,1))
- - e (1) (i + 2O
esto es (12);

c)

©(0,t) = Cy — Dyerf(r) = 1 _ b (6o — 0y) 1

a+b0; (a+b;)(a+bly) a+bby
esto es (56) ;

e)
O(s(t),t) = Cy + Doerf(Ay —r) = - —I—lef , estoes (15);
f)
0.(s(0).1) = — % = g(f(t(f(f))’ ) _(at 5?72) D2 ep (—(Ag — 1)2) —
a—+ be

B o a—l—bei 9 erf ! (F (1)) B
T \/TGXP( ?) exp (— (Ay —1) ) = a b, \/%rexp(r )—Wg(r) =
_a+bly irex (712)61"f_1 (F (1)) _
Tt bl T Wa(r)
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1 bl blhy bl e
= — No—1r)=—F=—5(t), estoes (14).
\/Zc(a—l—be)—bl( 2= 7) o/t ¢ () 14
(iii) Ahora para completar la demostracién, se debe probar la existencia
de solucién de la ecuacién integral (82) . Si se define Y (z, t) por (83) entonces,
la ecuacion (82) es equivalente al siguiente problema diferencial de Cauchy

oY 1 1 B
ﬁ(z,t) = 2 (€ + Dyerf (Y (2.0))) =Gy (2,1, Y (2,t) , 0<z<s(t),
Y(0,t) = —r,

(89)

con t > 0 pardametro. Se tiene que }%} < Csz—t la cual es acotada para todo
2 T

t >ty > 0,0 <z <s(t), para un tiempo arbitrario positivo ty. Entonces, el
problema (89) (i.e. la ecuacion integral (82)) tiene una tnica solucién para
t >ty > 0, para un tiempo arbitrario positivo tg.

(iv) Se demuestra a través de célculos elementales, tediosos y andlogos al
caso flujo.l

Observacién 2. Si © es solucion de la ecuacion integral (82) entonces
O es estrictamente mondtona en la variable x.

Se obtiene que O(z,t) = (1/0(x,t) — a) /b no tiene limite cuando
(z,t) — (0,0) pero 0 (z,t) es acotada en un entorno de (0,0) y verifica que

= lim inf O(n,7) <6O(z,t) <bOy= lim sup 6(n,7),
T ) (0.0) (n.7) < 0(@,1) < 0o =t sup 6(n,7)

para 0 < z < s(t),t > 0.1

El resultado del Teorema 5 también es valido si se reemplaza la condicién
(10) por a + bf; = bl/c.

Teorema 6. Si se satisface la condicion a + by = bl/c entonces la
solucion del problema (2), (4) — (6) y (55) estd dada por

0) = [eé,t) - }

(90)
_2A3 exp(A2)
N a+ beo

s(1) Vi
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donde © es la unica solucion en la variable x de la siguiente ecuacion integral

IQ’L
erf (%ﬁ—]\;;)
1 1 b0y —0y) 0<z<s

a+ b, (a + bo) erf(Ag) ’

O(z,t) =

(91)

para t > tg > 0 con ty un tiempo arbitrario positivo y A3z es la unica solucion
de la ecuacion

b (6o —0y)
Nerf(r) = ——— . 2
xexp(z”) erf(x) JrlaT ey x>0 (92)
Demostracién. Si se define (11) entonces, el problema (2), (4) — (6) y
(55) se transforma en (12),(14) — (16) y (56) . También se define (18) y (19)
y se obtiene (23),(24),(57),(58) y

ov .

5. (5(8),1) =5 (t). (93)
X

Ahora, introduciendo (26) y (27) se obtiene (28),(31),(62) y (63). De
(19) se tiene

S(t) = %(s(t),t)é(twa(s(t),t): (94)

— ST O G 0052 (0.0 -

= (a+be)5(t)+g—(2(0,t)—%b§(t):g—@(0,t)
por lo tanto

S () = (0 —— L~ S (0)— (a+ b8 95

S()_“O()z\/g@(o,t)_@()z\/i(“ 0) (95)
luego

S(t):2A3\/E



con

©'(0) (a + bby)
5 .
Teniendo en cuenta (14), (15) y (19) se tiene

A3:

a_@ — l_b pe 1 ¢'(0)(a+bbo) 1 - & .

5, (0,0 =25 (1) & of (KR —(ay b)) = 25 ()
. , 1
St =¢ (@(0)(;—&-1:00)) i Vi 0.

entonces s(t) = A\3v/t donde

Az = S0/ (99'(0)(;-&-1790)) ‘

Como ¢ (0) = a+1beo y o (A3) = leef , si se integra (62) se obtiene

0 () = Kaoxp (A) ¥ orf (€ — As) + Cs

g

donde
2b (0 — 07) exp(—A3) 1

U7 (a+b0o) (a+ b0 erf(As) "2 a+bly

Se tiene que ¢'(0) = K3 y teniendo en cuenta (96) resulta

K3:

Ay =¥ (0) (;4‘ bbo) _ (a +2590)K3 _

(a + bby) 2b (0g — 0f) exp (—A3) b(0p — 0;)exp (—A3)

2 Vr(a+b) (a+b0;)erf (As) /7 (a+by)erf (Ag)

luego A3 debe satisfacer la ecuacién (92), o bien

b(0p —0) exp(—2?)
V7 (a+ bby) x

la cual tiene una tnica solucién As > 0 cualesquiera sean los datos.

erf(x) =
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Ademéds, teniendo en cuenta (96) — (98) se tiene

2b(0p — 0f) exp (—A3) exp (A3)  2Azexp(Aj)

= ! A — K A2 - an
As = ¢ (As) = Kz exp(Ay) V7 (a+ blo) (a + bo;) exf (Ag) (02) (a+ b)

y entonces la frontera libre s(t) estd dada por (90) .
Ademsds 6 y s son la solucién del problema (2),(4) — (6) y (55) con la

condicién a + by = ol si y sélo si © (definida por (11)) y s son la solucién
de (12),(14) — (16) y (56). Entonces, © debe satisfacer la ecuacién integral
(91) . Esta ecuacién integral es del mismo tipo que (82), entonces tiene una
Unica solucién para todo t > ty > 0 con ¢y un tiempo positivo arbitrario.
Se concluye la tesis siguiendo un argumento similar al desarrollado en el
Teorema 5.1

Por 1ltimo se estudia el caso

a+b9f<%. (100)

Haciendo las mismas transformaciones que en el caso a + bf; > 2 se

obtiene (60),(62) — (69) con coeficientes Ay, Ay y 7 en lugar de Ao, Ag y 7

siendo
Ay=7+erf F[FF)] , con 7>r =F 1) (101)

y F' definida por (78). Ademds como ahora se tiene la hipétesis (100) debe
ser Ay, —7<0:
N <Feeaf T FF)) <0 FF) <0e7>F10)=r(>7m)

donde 1 = F~1(1).
También se obtiene

(€)= Kyerf (§—7)+Cy .

Como
1 1
PO = g, = areg, - et )
w(Ay) = L 1 = Kyerf (Ay —7)+ Cy

atbl;  at bl

112



entonces

_ b(6o —0y)
Ky = (a4 bO) (a + by) (erf(7) — erf(F — Ay)) >0, (102)
_ 1 b (0o — 0;)erf (F — Ay)
Ci= a+ by (1 * (a + bby) (erf (7) — erf (7 — A4))) >0 (103)

y andlogamente al Lema 6 se puede demostrar que 7 debe verificar la siguiente
ecuacion

Ws(z) = Wy(x), x> 19 (104)

con W3 y W, definidas por (76) y (77).
a

y
Sea n* = (bl (@+0b0f) — ) Ea_l_ZZS y P(x) = zexp(2?), z > 0 en-
tonces
(104) <= erf ~! (F(x))exp ((erf “H(F( 2) = n*wexp(z?)
< P (erf 7' (F(2))) =n"P(z) < P(eri*P((:g( ) _ L. (105)

Como

1 (0o — 0f) exp(—2?)
VT a+ bl T

Flo) = = (ert(o) - )=o) ()

con p = —ﬁb(:i;:ff ) < 0y g definida en el Capitulo 2.

Ademés como las funciones P y erf ~! son funciones impares resulta

P (erf ' (g(z,p)))

105) < 1, 107
(105) & 208 (107)
con ¢ definida por (106) .
Ademds —n* € (0,1) pues
((1 + b@f)

—n*—lz(l—a( +bef))m—1:
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(bl —c(a+b0y)) (a+bly) — bl (a+ bby) _

bl (a + bb,)
—c(a+b0;)* +bl(a+b0;) —bl(a+bby) —cla+bd;)” +b2L(0; — ) —0
bl (a + bby) B bl (a + bby) ’
y —n* > 0 pues a + bl < %l
Por lo tanto (107) puede reescribirse como
= _~ Plerf T (g(z,p))) _ ~
W(zx) =n Pl2) =1, x>rpy n>1. (108)
Se tiene que W(ro) =0y
. — ~ 1 ~ a-+ bef 1la + be 1
1 _ _ _ _ 1.
Jm Wiz) = 1—p/r a+bhy  atbl  1—=(atbly)

Por lo tanto, la ecuacién (108) tiene al menos una solucién 7 > 7 (la

funcién W es del mismo tipo que la funcién W estudiada en el capitulo 2).
Luego, se tiene el siguiente teorema

bl
Teorema 7. Si a+ bdy < — entonces el problema de frontera libre
c

(2),(4) — (6) y (55) tiene al menos una solucion (0,s) para t >ty > 0 (con
to un tiempo arbitrario positivo) dadas por

0 ) = [eé,t) - }

27~ M) Vi 1o

s(t) =
%l — ((1 + be)

con Ny dada por (101), 7 solucion de la ecuacion (104), y O(x,t) es la
correspondiente solucion de la siguiente ecuacion integral

( -

erf (F — Ay) +erf( 0 o) —?))

_ 2/t

O t) = —— 4 20 —b) 0<

a+ bl (a+ bby) erf(7) — erf(7 — Ay) [
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con t >ty > 0 pardmetro.

CONCLUSION.

Se obtuvo una solucién explicita de un problema de Stefan a una fase
para un material semi-infinito con conductividad térmica dependiente de la
temperatura (1) con flujo de calor (3) o con una condicién de temperatura
constante (55) .

Se probd la existencia y unicidad de solucién del tipo similaridad para
el problema de frontera libre (2) — (6) para t > t; > 0 con t5 un tiempo
arbitrario positivo cuando los datos verifican la condicién a + b6y > bl/c. La
solucién explicita para los dos casos se obtiene a través de la tinica solucion
de una ecuacién integral en la cual el tiempo es un pardmetro.

Ademss, para el caso a + bf; < bl/c se demostré que no existe solucion
al problema de frontera libre (2) — (6).

Luego se reemplazo la condicién de flujo (3) por una condicién de tem-
peratura constante sobre el borde fijo z = 0, dada por (55). Se probé la
existencia y unicidad de una solucién explicita del tipo similaridad del pro-
blema (2),(4) — (6) y (b5) para t > ty > 0 con ty un tiempo arbitrario y
positivo cuando los datos verifican la condicién a + 00 > bl/c. La solucién
explicita para los dos casos se obtuvo también a través de tnica solucién de
una ecuacién integral en la cual el tiempo es un pardmetro. Finalmente se
demostré que si los datos verifican la condiciéon a+b6; < bl /c existe al menos
una solucién al problema.
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CAPITULO 4

SOLUCIONES EXPLICITAS PARA UN PROBLEMA
UNIDIMENSIONAL DE LAME-CLAPEYRON-STEFAN A
DOS FASES CON TERMINOS FUENTES EN AMBAS
FASES

RESUMEN. Se estudia un problema de Stefan a dos fases con fuente de
calor en el interior en las fases sélida y liquida para un material semi-infinito.
Se considera una temperatura inicial negativa y en el borde fijo x = 0 se
impone una condicién de temperatura constante positiva o una condicién
de flujo del tipo —qo/v/t (go > 0) . Las funciones que describen las fuentes

de calor interno estan dadas por g;(z,t) = %l B; (2; \/;) (j = 1 fase sélida;
J = 2 fase liquida) donde §; = (3, (n) son funciones con ciertas propiedades
de regularidad. Se obtienen soluciones explicitas para ambos problemas. En
el caso con condicién de flujo se debe imponer una restriccion al coeficiente
go para que exista solucién mientras que en el primer caso existe solucién
cualesquiera sean los datos iniciales del problema. Ademds se obtiene la
equivalencia de los dos problemas de frontera libre. Finalmente, se estudia
un caso particular donde 3; (j = 1,2) es del tipo exponencial dada por
B, (n) = exp (— (n+ dj)Q) con d; € R, lo cual es interesante en procesos de
sublimacién-deshidratacién [6, 7, 8].

I. INTRODUCCION.

En [11] se estudi6 un problema de Stefan con un tipo particular de fuente
y se obtuvo solucién explicita de Lamé Clapeyron generalizada [10]. Ademds
fueron dadas condiciones necesarias y suficientes que caracterizan a la fuente
para garantizar la unicidad de la solucién.

En [14] se consideré un medio poroso semi-infinito congelado con propiedades
térmicas constantes sujeto a un proceso de sublimacién-deshidratacion que
involucra a una fuente volumétrica de calor del tipo

gz, t) = S5 (— (/i + d)2)

t
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y también se llevé a cabo un estudio de sensibilidad en el cual fueron analiza-
dos los efectos de las propiedades inherentes del material en las soluciones.
Varios trabajos muestran la importancia de considerar fuentes internas
en el material que llevan a un proceso de cambio de fase, por ejemplo [1, 4,
9,12, 13, 14, 16].
En [3], fueron estudiadas soluciones de tipo similaridad

0(a,t) = 0(n) = 0 (/)

del problema
1
B(8), — A(6),. = 1 B0, >0

O(x,t)=C >0, t >0,
E0(x,0)) =0, x > 0.

donde E y A son funciones mondétonas crecientes, siendo A continua, con
E(0) =A(0) =0y A = E(0") > 0. Esta ecuacién puede describir la con-
servacion de energia térmica en un proceso de conducciéon del calor para
un material semi-infinito con una fuente o sumidero ”auto-similar” del tipo
B (:B/ \/1_5) /t. Ademds, E(6) representa la energia por unidad de volumen a
una temperatura dada 6, A’'(#) > 0 es la conductividad térmica y B (n) /t
representa una fuente o sumidero singular dependiendo del signo de la funcién
B. Se obtuvo una ecuacién integral para la funcién inversa n = 1 (0) equiva-
lente al problema anterior y se probé, siguiendo [2], que bajo ciertas hip6tesis
sobre los datos iniciales existe al menos una solucién de la correspondiente
ecuacion integral.

En este trabajo se considerard el siguiente problema de fusién para un
material semi-infinito

Oy o WPTy 1

ot ($7t) = Qy Ox2 ($7t)+p6292($7t)7 0<$<S(t)7 t>0 (1)

O o WPTi 1
ot ($7 t) = o2 ($7t) + pclgl($7t)7 x> S(t)7 t>0 (2)
T (S(t)7t) =T (S(t)7t) :07 t>0 (3)

T T, o

B (s(0.0) — k52 (s(0),0) =l 5 (), 10 ()
Ti(x,0) = T1(+00,t) = —C < 0, x>0, t>0 (5)
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T5(0,t) = B > 0, t>0 (6)
s(0) =0. (7)

para dos fuentes internas dadas por [3, 11, 14]

pl x .
! ! t7 2(1]'\/%

donde se supone que 3;(n) > 0y [y(n) <0y ademds

B; = B, (n) : funciones integrables en (0, ¢), Ve > 0,

; () exp(n?) : funciones integrables en (M, 400), YM > 0,

B > 0 : temperatura en el borde fijo x = 0,

—(C' < 0: temperatura inicial y temperatura para r — oo,

[ : calor latente de fusién constante por unidad de masa,

p : densidad de masa constante,

¢; , J = 1,2 : calor especifico constante en las dos fases, sélida y liquida

respectivamente,

k; , j =1,2: conductividad térmica constante en las dos fases, sélida y

liquida respectivamente

a? = k;/pc; , para j = 1,2 : cuadrado de la difusividad térmica en ambas

fases.

En la seccién I1.1 se obtienen soluciones explicitas para el problema (1)-
(7), cuando se consideran fuentes del tipo (8) y con condicién de temperatura
enz = 0, y en I.2 se dan propiedades de monotonicidad de dichas soluciones.

En II1.1 se resuelve el mismo problema de frontera libre pero con condicién
de flujo del tipo —% (go > 0) sobre el borde fijo z = 0, y se obtienen
soluciones explicitas a este problema si el coeficiente ¢q satisface una apro-
piada desigualdad.

En IILI.2, en forma andloga a la dada en II.2, se dan propiedades de
monotonicidad de la solucién.

En 1V se prueba la equivalencia de los dos problemas de frontera libre: el
primero con condicién de Dirichlet constante (6) considerado en la Seccién
IT y el segundo con condicién de Neumann (58) estudiado en la Seccién I11.

II.1. SOLUCION DEL PROBLEMA DE FRONTERA LIBRE
CON CONDICION DE TEMPERATURA EN x = 0.
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A continuacién se considera el problema (1)-(7) suponiendo que las fuentes
estan dadas por (8).

Lema 1. Si se aplica el método de inmovilizacion del dominio [5], es
decir, st se define la nueva variable espacial independiente y dada por

= — 9
V=50 9)
y se buscan soluciones del tipo

Tyx,t) = 6;(y)  j=1.2, (10)

entonces el problema (1)-(8) se lleva a

05 (y) + 2X%yby(y) = —%lﬁz(Ay% 0<y<l1 (11)

05 (0) = B (12)

01(1) =05(1) =0 (13)

91 (—I—OO) = —C (14)

01 (y) + 2 (Z—A) Yo (y) = —i‘—f (Z—A) 8, (Z—Ay) J1<y  (15)
k10, (1) — ka05(1) = 2 (Naz)® pl (16)

Demostracién. De (10) se tiene que

O, g _ g L

entonces la condicién (4) se transforma en

kleaa)% - kzega)?lt) — pl5 (1),

luego
" ka1 (1) — k205(1) = 2pls(t) 5 (t), (17)
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y necesariamente debe ser s(t) s (t) =const. i.e.,

t) = 2(12)\\/i, (18)

donde A > 0 es un pardmetro adimensional desconocido.

Ademas
or; ay x pon . Y
82Tj 1 "

o~ miag W)
) a
gi(z,t) = '0761 (—QAy) ,y>1,
az
pl
92($7t) = 762 ()‘y) ) 0< y < 1 5

entonces para 0 < y < 1 se tiene

3 1 pl
(1) & ~0200) = [z ta) + 55 Ow) =
l AN
=5, () = 43080) + Sohlo) & — 200, O) = 84(0) + 2984 (0)

Las condiciones (12) , (13) y (14) se deducen en forma inmediata de (6) , (3)
y () respectivamente.
Ademés, sustituyendo (18) en (17) se obtiene (16). Por tltimo:

2
Y a " 1 pl a
2) & —=0,(y) = 4)\2;%t91(y) 51 ( 5 ) g

AN a a " ,
——-5 (—QAy) = (—1) 07 (y) + 2)\2y0,(y) , y > 1 < (15) .M
C1 aq a9

Lema 2. 5i se define
B =0;(3),  i=12 1= (19)
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entonces el problema (11)-(16) es equivalente al que sigue:

/! / 4l
Ry(n) + 2nR5(n) = —6_252(77)7 0<n<A (20)
a3 4ad3l  a

“ 22nR (n) = ——2 3, (2 21
Ri(n) + a%an(n) aﬁczﬁl(aln), n> A (21)
Ri(A)=Ry(A\)=0 (22)
BB, (V) — BBy (V) = 212 (23)
R1(—|—OO) = —C (24)
R, (0) = B. (25)

Lema 3. La solucion del problema (20) — (25) estd dada por

Raln) = B~ (B+ () 2 4 o), 0< < A

2 77 - 4102 el"f()\) 4102 77 ’ 77 )

(26)

a(7) = ”f_r / B () exp(u?) (erf () — erf(n)) du

C

Ri() = AN [ (1) —ert (22)] st 0>

erfe(2))
o /w [an
ortn) = 2T [ 5, ) exp (02) [en () = e (320)] s
C1 %?)\
(27)
donde X\ es un coeficiente incognita el cual debe verificar la condicion
f1($7ﬁl) :f2($762) ) x>0 (28)
donde
f1($7ﬁl) :F0($) h1($761) (29)
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folz,By) = Q (Z—x) ha(x, B,) (30)

Q(z) = Vrzexp(2z?)(1 —erf(z)) , >0 (31)
Fy(z) = zerf(z) exp(2?), >0 (32)
hi(z,B3;) = Ste; —2/w / erf c(u) B, (u) exp(u®)du, (33)
erf(x) = \/l?r /exp(—uQ)du, erfe(x) =1 —erf(z), x >0, (34)
bala, By) = 22 = Fla. ). o> 0 (3)
Y % BCQ

St@l = s St@g = —

i (36)

son los nimeros de Stefan para las fases j =1 y j = 2 respectivamente, y

F(x,085) = Fy(z) — 2/ erf(u) By (u) exp(u?)du, = >0 . (37)
0
Demostracién. Luego de hacer cdlculos elementales, de (20), (22) y
(25) se obtiene (26) y de (21), (22) y (24) se tiene (27).

Falta ver que la ecuacién (23) es equivalente a (28).
Teniendo en cuenta (26) y (27) se tiene que

Ry(n) = - (f;filz ;)% ( (Z—jn)2> —— exp(— /51 u) exp(u

Ry(n) = Tat0) o exp(—n?) — — eXp /52 u) exp(u




entonces

, (C + ¢, (4+00)) 2 as \2
R\ =— Zexp [ = (20) ), 38
») ﬂerfc(%f)\) VT p( (al )> (38)
Ry(\) =—w;f—“6fm%exp<—v>—j—jexp / Bu(u) exp(u)du (39)

Se sabe que k; = a?pc; entonces la ecuacién (23) puede escribirse del

siguiente modo:

ko , 2
LR0) - R () =7

Se sustituye ahora en la 1ltima ecuacion las expresiones obtenidas en (38)
y (39) :

-(2)e o f(o(:f)(?)(ﬂ)) " Fatr e (7

2

A
—I—4—l exp(—\?) /BQ(U) exp(u?)du = 20\
Co Co
0
A
5 (CH¢(+0))  (B+¢y(N) 4l gy — 2
o o(m) T OER® e [ Bty explut)au =2
(C - 2—lﬁ :00 By (u) exp(u?) erf c(u)du)
Laloat e X
. @ ()
A
( 2ZC\2/% /0 Ba(w) exp(us’) (erf (u) _erf()‘))du) 4l erf(\) y
' 7 Fy (M) TR /62 u)explu
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Co “ Q (g)\) * Fo(\)/m

ay

4l ) ) 2
o { Bl expu?) (et () — exf() a5 { Bl exp(u?)d

+CQF

Co C1 azy Q (%)\)
41 )
B i_jFO()‘) B 273% T /52(U) exp(u?) erf (u)du <
0

o4 (C’ i—lﬁ /Ooﬁl (u) exp(u2)erfc(u)du) QFé;))\) —

Fy(N) (Stel + 2/ / By (u) exp(u?) erf c(u)du | =

~-Q (Z—j)\) (FO()\) - 2] B, (u) exp(u?) erf (u)du — 5\22) =
R (- 05) = @ (24 (Flo ) - 22

B\ (x,3;) = Q (Z—A) ha (@, 3,).

1
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esto es (28) .1

Lema 4. Las funciones Q (x) , Fo(x) y F(x,B5) satisfacen las siguientes
propiedades:

(i) Q(0) =0, Q(+00) =1, Q'(x) >0, Yz >0, Q'(0) = /7.
(i) Fo(0) =0 , Fy(+00) =400 , Fi(z) >0, Vx>0 , F0)=0

OF
(Z”) F(0762) =0 ) F(—I—OO,ﬁQ) = +00 ) a—($762) > 07 Vz > 0.
x
(40)
Demostracién. Las propiedades de Fy y () son elementales y la funcién
F se estudi6 en [11] donde se consideré el caso unidimensional.ll

Lema 5. Las funciones hj(z,(;),(j = 1,2) satisfacen las siguientes
propiedades:

(i) hi(0%,3,) = Ste; — 2ﬁ/+w erf c(u) B, (u) exp(u?)du,
0
(it) hi(+00, 3,) = Ste,
(417) %(z,ﬁl) = 2\/7_rz—j erf ¢ (%f:n) exp (%z)Qﬁl (%f:n) >0, Vo >0,
(1v) Si

“+o0
S
/ erf c(u) B, (u) exp(u?) du < 2f/€% (41)
0
entonces hy(zx,;) >0, Vo >0,
(v) Si
7 Ste
/ erf c(u) B, (u) exp(u?) du > 2\/7_1 (42)

0

entonces eziste una unica constante &, > 0, tal que hi(&,,5,) =0y

hi(z,3,) es negativa en (0,£,), y es positiva en (&;,+00).
t€2

(vi) ho(07, By) = N

('UZZ) hg(—I—OO,ﬁQ) = =00,
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Oh, . fom
i) G2 (o) = - { 25

(ix) Eziste una unica constante &, > 0 tal que hy(&y, By) = 0.

+ exp(z?) erf(z) [1 + 22% — 262(15)]} <0,

Demostracién. Las propiedades de las funciones hj;(x, ;) (j = 1,2) se
obtienen a partir de sus definiciones (33)-(35), del Lema 4 y también de
[11].

Lema 6. (a) La funcion fi(x, (), satisface las siguientes propiedades:
(Z) f1(0+761) =0 ’ (”) fl(_I_OO?ﬁl) = 09,
(731) Si la condicion (41) se verifica entonces fi(x,3;) > 0, Vx > 0,

0 0
a—‘};($7ﬁl) >0 ) a—‘};"l(o—‘r?ﬁl) = 0+7

(1) Si la condicion (42) se verifica entonces f1(&4,06,) =0, fi(x,5;)

es negativa en (0,&,) y es positiva en (&;,+00); entonces existe x1 € (0,&;)

tal que %(zl,ﬁl) = 0. Ademds se tiene %(z,ﬁl) >0 Va>¢E.

ox Ox (43)
(b) La funcion fo(x, B,) satisface las siguientes propiedades:
() Fa07.B) =0 . (i) ful+00,,) = —0 . (i) ful€pn ) =0,
(i) 20, ) = 2@ (220) e )+ @ (220) G250,
(i) %(Ot B,) = Z—jswg >0, (44)

(v) Existe x4 € (0,&,) tal que %(@752) =0,

0
i) L 5) <0, Va6,
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Demostracién. Se usan las definiciones de las correspondientes fun-
ciones reales y los lemas 4 y 5.

Noétese que en (a)(iv) se tiene fi(z,5;) < 0 Vz € (0,&) y en (b)(v) se
tiene fo(x,[5) > 0 en (0,&,).H

Teorema 1. La ecuacion (28) tiene una tnica solucion X\ > 0. Mds ain
el problema de frontera libre con fuentes internas (1)-(7) tiene una solucion
explicita dada por

Ti(a,t) = — (Z:C @5}0)) jorf (527 ) — et (22)] +¢1(ﬁ),

para x > s(t), t>0;

erf (2 ﬁ)

Ty(21) = B = (B4 £a(N) — s

2[\/7_7' m 2 T
—I—C—2 fo By (u) exp(u?) (erf(u) - erf(m)) du,
para 0 <z < s(t), t>0;

(45)

donde v1(n) y wo(n) estdin definidas en (27), (26) respectivamente y la fron-
tera libre s(t) estd dada por (18) donde el coeficiente A es la tinica solucion
de la ecuacion (28).

Demostracién. De (9), (10) y (19) se tiene

T (z,t) = 0; (y) = R; (n)
Tz gy ®
4 s(t)  2Xag/t K 4 2a9\/t

ademds de (27) y (26) resulta que
Ty (z,t) = Ry (\y) = R (ﬁ)—R ( e )—
1L, 1 \AY 1 s(1) 1 205\t
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e
—(C+ ¢ (+)) 2

erf c (Z—j)\) NG / exp(—u’)du + ¢y (ﬁ) , > s(t)

22 5\
a

lo cual, teniendo en cuenta (34) , es lo que se queria probar.
De igual manera se tiene

i o) = o) = R (55 ) = 1 (57 ) -

:B—(B+g02()\))%+% (ﬁi) L0<z<s(t),

donde ¢,,p;, s(t) estédn definidas por (27),(26) y (18) respectivamente y A
es solucién de la ecuacién (28) .1

Observacion 1. Si la temperatura inicial es C = 0 y la fuente de la
fase sdlida es 3; = 0 entonces se tiene el problema de Stefan a una fase
con temperatura constante B en el borde fijo x = 0 el cual es el problema
considerado en [11].

La solucion estd dada por

erf
T(x,t) =Ts(z,t) = B — (B + py(N)) %Jr

2
EVE [T () expla) (erf) — enf(2) ) du , 0.< 2 < s(t) £ 0

s(t) = 2\ao/t
(46)
Stes
\/7_T )
Observaciéon 2. En el caso particular 3, = B4 = 0 se tiene la cldsica
solucion de Neumann [4].

donde A es la unica solucion de la ecuacion F(x,(3,) = x > 0.

II.2. PROPIEDADES DE MONOTONIA.

Se denota con Tg ,1(x,t), Tp,8,2(x,t) y s3,8,(t) (i.e Ag z,) la solucién
del problema (1)-(7) para los datos 3; y (5. Se comparara estd solucién con
la correspondiente al caso 3, =0y B, = 35 = 0.
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Lema 7. Si 3, > 0y 3, <0 entonces se tienen las siguientes propiedades
de monotonicidad

(Z) 30752@) S 351,52(t) S S@l’o(t) , t>0 , (47)

(’LZ) 30752@) S So7o(t) SS@LO(t) , t>0 .

Demostracién. Para probar (47) es suficiente probar la misma desigual-
dad para el coeficiente A, es decir

Mgy, < Agy 0 (48)

La ecuacion (28) puede reescribirse de la siguiente forma

Fy(x) St61—2ﬁ/ﬁl (u) exp(u?) erf c(u)du | =

al

Fo(z) | Ster +Q (Z—jx) - 2\/7?70 B, () exp(u?) erf c(u)du | =

22 4
al

)\ [Stea :
=Q (Z—lz) \jj_r +2/62(u) exp(u”) erf(u)du | ,
0

es decir, la ecuacién (28) para A es equivalente a

Gi(z, 8,) = Ga(x, B) (49)
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donde las funciones reales G; y G2 estdn definidas como sigue

Gi(x,B;) = Fy(z) | Stey + Q (Z—fa:) — 2y / erf c(u) B, (u) exp(u®)du

Ga(z,8,) = @Q (CLQ )

y satisfacen las siguientes propledades:

(¢) G1(0,8,) =0, (7)) G1(+00,5;) = +o0,  (1ii) ——

(50)

Sff erf( )By(u >exp<u2>du] NG

T (0,61) =

(1v) Si la condicién (41) se verifica entonces Gy (x, 3;) > 0, Vx > 0,

(v) Si la condicién (42) se verifica entonces existe un tinico

&> 0tal que G1(&,68,) =0y

G1(x, 3;) es negativa en (0,€) y G; es positiva en (£, +00),
(vi) G1(0,0) =0,  (vit) G1(+00,0) = +o0,

(vz‘z‘z‘)%(x,obo V2 >0y aaGl

o (0,0) = 0.

La funcién G tiene las siguientes propiedades:
(Z) G2(0762) = 07

“+o00

St
(1) Gateroc. ) =~ 2 42 [ ext(w)y(u) exple?)
0
El signo de G5 (+00, 35) depende de la funcién (3, a pesar de ello, se tiene

en cualquier caso que la solucion Ag, g,, es decir, la solucién de

Gi(z,8,) = Ga(z,B,), es mayor o igual que Agg, , solucién de G1(x,0) =
Go(x, 5), debido a que Gi(z, 3;) < G1(z,0) por ser 3; > 0. Con lo cual se
tiene la primer desigualdad de (48) (7).
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Para demostrar la segunda desigualdad de (48) (i) se debe comparar la
solucién de Gi(z, ;) = Ga(, ;) , es decir Ag, 5,, con Ag, ¢ que es solucién
de Gi(z, B,) = Ga(z,0).

Se tiene que

St@g

(1) Gala,0) = Q (122) = 2,

St@g

(i) G5(0,0) =0,  (4ii) G4(400,0) = e

(iv)%(z,O) >0, Vz>0.

Como (3, < 0 resulta Ga(x, 55) < Go(x,0) , Vx > 0 entonces se tiene que
Asy 5y < As, o
La demostracién de (48) (i7) es andloga a la dada.ll

Teorema 2. Las soluciones al problema (1)-(7) para los datos 5, >0y
By < 0 satisfacen las siguientes propiedades de monotonicidad

(i) Tp,8,2(w, t) < Tp02(x,t), 0 <z <sg8,(t), t>0,
(it) Too2(x,t) < Tp02(,t), 0<xz<soo(t), t>0,
(i11) Tog,2(x,t) < Tooz2(x, 1), 0<x<sog,(t), t>0,
(iv) Tog,1(x,t) < Tooa(w,t), x> so0(t), t>0,

(52)
(v) Top,2(w,t) < Tp,p,0(x,t),  0<x<s0g,(t), t>0,

(vi) Tog,1(x,t) <Tpp,1(x,1) x> 85,6, (), >0,

(vit) Toon(z,t) < Tp01(, 1), x> sg o(t), t>0,

(vitd) Tp,p,,1(x,t) < Tp01(2,t), x> s3,0(t), >0,
Demostracién. Todas las propiedades (52) surgen por aplicacién del

principio del méximo para la ecuacién del calor. Se dard a continuacién la
demostracién de las propiedades (i), (v) y (vii) .
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Para probar 52 i) se define w(x,t) = Tp,02(x,t) — T3,8,2(,t) .
La funcién w satisface las siguientes condiciones

) T
Ut — AUy :—EﬁQ (2@\/%) >0,0<2<s33,(t),t>0

U(Sﬁlﬁz (t)7 t) = T51072(35152 (t)7 t) Z 0

u(z,0) = 0.
Entonces, por principio del maximo se tiene que w(x,t) > 0 para
0<ax<sgp,(t), t>0,es decir (52)(i).
Sea v(x,t) = Tp,p,2(x,t) — Toa,2(x, 1) .

La funcién v satisface las siguientes condiciones

UV — AU = 0, 0 < 2 < 503, (t), t >0
2 B2

,U(Soﬁz (t)7 t) = TB15272(3052 (t)7 t) Z 0

v(0,t) = 0.

Luego, por el principio del méximo resulta v(z,t) > 0, es decir (52)(v).

Sea u(x,t) = Ts,0,1(x,t) — Too,1(x,1) -
La funcién u satisface las siguientes condiciones

l x
Up — A2 Uyy = — (7)>0,:B>s ), t>0
i 1 cltﬁl 2a1\/i = 510()

u(sg,0(t),t) = —Too,1(58,0(t),t) >0

U(I’, 0) = T51071(I', 0) — T0071($, 0) = —C — (—C) = 0

Entonces, por principio del méximo se tiene que u(z,t) < 0, es decir
(52)(vii). A
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III. SOLUCION DEL PROBLEMA DE FRONTERA LIBRE
CON UNA CONDICION DE FLUJO SOBRE EL BORDE F1JO
x=0.

En esta seccién se considera el siguiente problema de frontera libre:

o, . LT
o (Bt =055

1
(:B,t)—l—png(a:,t), 0 <z <s(t), t>0 (53)
2

oT, L0 1
ot ($7t) = Ox2 ($7t) + pclgl($7t)7 x> S(t)7 t>0 (54)
Ty (s(t),t) = Ty (s(t),t) = 0, t>0 (55)
B0 (5(),) — ks 2 (5(t),8) = pl & (), >0 (56)

ox ox
Ti(x,0) = Ty (+o00,t) = —C < 0, x>0, t>0 (57)

0T _

ko 5 (0,t) = 7 t>0 (58)
s(0) = 0. (59)

el cual es en realidad el problema (1)-(7) pero la condicién (6) es reemplazada
por la dada en (58), que es una condicién de flujo de calor donde gy es una
constante positiva.

Lema 8. Si se definen las mismas transformaciones (9) y (10) dadas en
la seccion 11.1., el problema (53) — (59) se transforma en

/! 2 / 4#2l
0y (y) + 2p°y05(y) = —6—262(%), 0<y<l1 (60)
sy 2Hdo
0y (0) = eats (61)
01 (1) =6, (1) =0 (62)
91 (—l-OO) =-C (63)
I a2 2 , 4l (as 2 ao

01(y) + 2 (a—lu) Yo, (y) = o (a—lu) By (a—luy) : Il<y (64
k16 (1) — k(1) = 2 (paz)” pl . (65)

Ademds
S(t) = 2(12,&\/£ (66)
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donde p es una constante adimensional a ser determinada.

Demostracién. Las ecuaciones (60), (62) — (65) se obtienen a partir de
(53), (54) — (57) de la misma forma que en la seccién I1.1.
Ademds como

L2 (1,1 = L2
Ox 2pazy/t
resulta
0T, —qo 05 (0) —qo / —2pa2qo / —2/q0
k 0,t) = sk = S0,0)==————=0,00)= —— .
27 ox ( ) \/i 22#(12\/% \/i ( ) k‘g 2( ) PC2s

Por tltimo, como el problema anterior es un problema de tipo Stefan, las
condiciones sobre la frontera libre implican necesariamente que dicha frontera
debe ser de la forma dada en (66) donde i es una constante adimensional
que debe ser determinada.ll

Lema 9. 5i se define
), i=12 n=upy, (67)

entonces el problema (60) — (65) se lleva a

4l

Ry(n) + 2nRy(n) = —6—262(77), 0<n<p (68)

/! a% / 4(12
R{(n) + 2a_%77R1 (n) = alcgﬁl( n), n>u (69)
Ri(p)=Ry(p)=0 (70)
ki Ry (1) — ko Ry (1) = 2plpa (71)
R)(0) = — (73)

pPC2a2
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Lema 10. La solucion al problema (68)-(73) estd dada por

Ri(n) = —(C;:i:f&;_:;)) [erf (Z—fn) — erf (Z—f,uﬂ +@3(n), n>u,

o) = VT L5875, ) ex (02) [ent () — et (30)] s
(74)
Yy
Ra(n) = OV (erf() — erf(n)) + opn) — a1, 0< < p,  (75)

pPC2a2

donde ¢, fue definida en (26) y la incdgnita p debe satisfacer la siguiente
ecuacion

W(z,B8,) =V(z,8,) , >0 (76)
siendo
) +o0
W(z, ;) w[&el 2ﬁ/erfc(u)ﬁl(u)exp(UQ)du], (77)
Q (222) i,
V(z,By) = % — zexp(a?) +2/62(u) exp(u?)du.

Demostracién. Luego de realizar célculos elementales, de (69), (70) y
(72) se obtiene (74) y de (68), (70) y (73) se tiene (75).

Falta ver que la ecuacién (71) es equivalente a (76) .

Teniendo en cuenta (74) y (75) se tiene que

Ry = \CT@altod) 2 (— (—n) ) ~Lexp?) [ 1 tw) explui

U erfe (Qz,u) VT a1 “
a2 a

1

Ry(n) = — 2o exp(—1°) — 4—lexp(—u2) / B, (u) exp(u”)du

PC202 C2
0
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entonces

exp(—4?) — — exp(—u?) / By(u)exp(u)du  (79)

Se sabe que k; = a?pc; entonces la ecuacién (71) puede escribirse del

siguiente modo:
a (a)’ / , QZ,u
— | ) Bi(p)—Ry(p) =

Co \ Q2 Co

Se sustituye ahora en la iltima ecuacion las expresiones obtenidas en (78)
y (79) y se tiene que:

20 2(C+¢; (+0)) 2 / 2lp
al P10 _ 290 4l _
(=) — +exp(— + 2 ) ex =— &
(az) Co ﬁerfa(%p) exp((%i‘,u)2> p( ,u peaa2 62 p Co
(C+ ¢y (+00) 1 y z
-4 PNTH)) 4 = exp(—p?) pc‘;’zoaz + 3—5 /BQ(U) exp(u?)du | = — &
e Q (Qz,u) 1 o
a1 0
C 1
e (C+ ¢y (+0)) + 2 e +2/52 u) exp(u =1l
az ex
Q (ai,u) [ HEXP
cC _ cpy(Ho0) 1
_ 1 l =-1-— p‘;’22+2/62 u) exp(u &
9) (3_1“) prexp(p?
+o0
—Stel+2\/F/ B4 (w) exp(u?) erf c(u)du
ar _ 1 9o
IQ(%%;L) o 1_uexp plaz T 2/62 u) exp(u =

+o0
—Stey + 27 / By (u) exp(u?) erf c(u)du =
h
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= Q (%N) (1 uexp (P?gz +2 /62 eXp ))

—Stey + 2/7 / B, (u) exp(u?) erf c(u)du =

pexp(p

= %WQ)) (uexp(MQ) ~ Dy 2/62(10 exp(UQ)dU) ©

“+o00
el | =stecr2vE [ s )ttt
Q (0 i,

= (N exp(p”) — Sfe — / Ba(u) exp(u )
(N?ﬁl) = (N? 62)7

lo cual prueba que p es solucién de (76) .1

Lema 11. (a) La funcion W (x, 3,) satisface las siguientes propiedades:

(i) W(0.5,) = = (Stes ~ 207 [ antefu) s (u) expluul

(7i1) Si la condicion (41) se verifica entonces W(0,3,) > 0y %(l’, By) >0, Vo >0,

(1) Si la condicion (42) se verifica entonces W (0, 5;) < 0.

(b) La funcion V (z, 3,) satisface las siguientes propiedades:

. do ..
(Z) V(0762) = % ) (”) V(_l—OO?ﬁQ) = —00,

(414) aa—‘;(:n, Bs) = —exp(a?) (1 + 22?) + By(x) exp(z?) < 0, Vz >0 .
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Demostracién. Se prueba (a)(iii). Las propiedades restantes se demues-
tran a través de cdlculos elementales.

W (0,5,) = [Ster — 2/ b erf c(u) B (u) exp(u®)du] liné @ exp(a”) =
/ S

al

+o00
= [Stes =2y / erf c(u) B (uv) exp(u?)du] lim exp(a?) (1 +22%) _
@ ()

al

[St61—2f/erfc )3, () exp(u?)du]

a1

a2f 41

Ademds
!/ +o0
Moy = () Ister—2va [ ertetwsytu) o] +

x
ai

() v (o) oo () et (1) 2

para demostrar (a)(iii) basta ver que

/
zexg(zz)) >0.
(Q(a—ff) -

Se tiene que

entonces

o) _ P (1+20)Q (83) —wexp () @ (o) 2
(Q(Z_f“”)) B 02 (Z_fz)
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exp(22) (1 + 222) Q (J —exp(z ( a2 (1 +2 ( )2) 9 (%)2)
@ (zs) _
Q (22) exp(a?)20® -2 (4;5) Q (22) exp (a?) - 2 (%f:n)Qexp (22)
_ @ ()
_Q(ze)enEpe 2 (2e) o) (-0(20)
@ (i) )

Teorema 3. (a) Si la condicion (41) se verifica entonces la ecuacion
(76) tiene una unica solucion p > 0 si y solo si qo satisface la siguiente
desigualdad

“+o00

— /erfc(u)ﬁl(u) exp(u?)du (80)

0

St@l

2/

(b) Si (42) se verifica, entonces la ecuacion (76) tiene al menos una solucion
w >0, Vgo > 0.

(c) Si B; (i =1,2) satisfacen las hipdtesis dadas en la introduccion entonces
el problema de frontera libre (53)-(59) tiene una solucion explicita dada por

—(C 1(+00)) x
fitnt) = erfifsf:) ot (z7) = ot (2] - ()

para x > s(t), t>0;

qo > 2a;pl

(81)

Ty(z,t) = Z“C;g {erf(u) — erf (25\/%)} M (ﬁi) e (82)

para 0 < z < s(t), t>0;

donde @, y @5 estan definidas en (26) y (74) respectivamente, la frontera
libre estd dada por

s(t) = 2apV/t,
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y i es la inica solucion de la ecuacion (76) .

Demostracién.
(a) Por el Lema 11 se sabe que W (0,3;) > 0 y que W es una funcién
creciente en la variable x. Ademds V (z,(,) es una funcién que decrece

indefinidamente desde % > 0, entonces existe una tnica solucién p de la
praz
ecuacion (76) si y sélo si
DS wi,8) e
play —

pl = /T

(b) La prueba es una simple aplicacién del Lema 11.
(c) De (9), (10) y (67) se tiene

T; (v,t) =0, (y) = R; (n)

+oo
B 5 N Stey — 2/ / erf c(u)B; (u) exp(u?)du| < (80).
0

.z x . . x
TS0 T 2t T T b

ademds de (74) y (75) resulta que

Ty (z,t) = Ry (ny) = Ry (%) ~ R, (ﬁ) _

_- i; ﬂ(pj:)”)) eat (5.7 ) et (20) |+ (5) 250,

Ty (z,t) = Ry (ny) = Ry (%) =R, (ﬁ) _

= %{; {erf(u) —erf(%j\/i)} + ¢, (ﬁ) — @y (p) , 0 <z <s(t),

donde ¢y, s(t) estdn definidas por (26),(74) y (66) respectivamente y
es solucién de la ecuacién (76) .1
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Observacion 2. En el caso particular 3, =0 y 35, < 0 se tiene que

Cky
(11\/7_7' ’

3l i > 0 solucion de la ecuacion (76) <= qo >

FEste resultado fue obtenido en [15].

II1.2. PROPIEDADES DE MONOTONIA EN EL CASO CON
CONDICION DE FLUJO EN EL BORDE FI1JO x = 0.

Anélogamente a lo hecho en II.2, notando con Tj g,1(x,t), Ts,8,.2(,t) ¥
86,8, (t) (i.e pg 5 ) a la solucién del problema (53)-(59) para los datos 3; y
B4, se comparard dicha solucién con la del caso correspondiente a 3, = 0y
también con la de 3, = 3, = 0.

Lema 12. S5 8, > 0 y B, < 0 entonces se tienen las siguientes
propiedades de monotonia

(4) S0,8,(t) < 85,,(t) < sp,0() , t>0, (83)

(’LZ) 30752@) S So7o(t) SS@LO(t) , t>0 .

Demostracién. Para probar (83) es suficiente demostrar la misma de-
sigualdad que para el coeficiente p, es decir

(4) Ho,8, < Hg, 8, Sﬂﬁl,m (84)
(49) Mop, = Hoo = Hp, 0

Para esto se consideran las propiedades de las funciones W y V' dadas en
el Lema 11 y también
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ai

(12\/7_7'

(z) W(0,0) = Stey, (it) W(+00,0) = 400,

. oW
(131) %(l’,O) >0, Vx>0,

(i) W(z,56,) < W(z,0),¥Vz>0, 5, >0,

qo

) V(0.0 =

, (vi) V(400,0) = —o0

oV
(vii) %(iB, 0) <0, Vx >0,

(viii) V(z, By) < V(z,0) ,¥Vz >0, £, <0,
Entonces, comparando las funciones W y V' y realizando un analisis sim-
ilar al realizado en el Lema 7, se obtiene (84)(i),(ii).H

Teorema 4. La solucién al problema (53)-(59) para los datos 3, > 0 y
By < 0 satisface las siguientes propiedades de monotonia

(i) Tp,8,2(x, t) < Tp02(x,t), 0<z<sg8,(t),t>0,
(it) Too2(x,t) < Tp02(,t), 0<xz<soo(t), t>0,
(ii1) Tog,2(x,t) < Tooz(x,t), 0<z< 30752,(15) , t>0,
(iv) Tog,1(x,t) < Tooa(w,t), x> so0(t), t>0,

(86)
(v) Top,2(w,t) < Tp,p,0(x,t),  0<x<s0g,(t), t>0,

('U’L) T05271(£L’,t) S Tﬁlﬁz,l($7t) xTr > 351752’@) R t > 0,
(’U’L’L) T0071(£L’,t) < T@1071(l’,t), xr > 35170(0 , t >0,
(vitg) Tp,p,1(x,t) < Tp01(,t), x> s5.0(t), t>0.

Demostracién. Todas las propiedades pueden ser probadas usando el
principio del maximo para la ecuacién del calor.
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Solo se probard la propiedad (i) .
Sea v(x,t) = Tp,02(x,t) — Tp,3,2(x,1).
La funcién v satisface las siguientes condiciones:

l T
Vp — QP = — — >0,0<z<s t),t>0
t 2 CQtBQ (2(12\/%) - — — 5152()
'U(Sﬁ152 (t)7t) = T510,2(35152 (t)7 t) Z ] 0
(83)(%)
811 _ 8T51072 _ 8T515272

Entonces por el principio del méximo se tiene que v(x,t) > 0, esto es (86)

(i).m

IV. EQUIVALENCIA DE LOS DOS PROBLEMAS DE FRON-

TERA LIBRE.

Se considera la solucién T5(x,t) del problema (53)-(59) dada por (82).

Se calcula T5(0,t) y se tiene que

T0,8) = OV () — o, () =

(87)

- QT erf(p) — 21\2/7? /o“ Bo(2) exp(2?) (erf(2) — erf(u)) dz =

PC20G2 C
= DBo(p)

la cual es constante respecto del tiempo.

Si se reemplaza B por By(u) en la condicién (6) y se resuelve el problema

(1)-(7) se obtienen las siguientes soluciones de similaridad

Ti(z,t) = — (th g(o%(—)\l—)oo)) [erf (2;\/2) - erf()\)} + wl(ﬁ)
para x > s(t), t>0;

erf ( 5.>
T5(2,t) = Bo(w) — (Bo(i) + ¢2(V)) %

21

+ \2/7? foﬁ By (u) exp(u?) (erf(u) — erf(ﬁ)) du

c
para 0 < = < s(t), t>0;
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donde ¢;(n) ¥ ¢,(n) estdn definidas en (27), (26) respectivamente y la fron-
tera libre estd dada por

s(t) = 2 asV/t .

El coeficiente A debe ser la solucién de la siguiente ecuacién

ﬁmﬁn=QC§Q[%§—F@ﬁgyx>o, (39)
Stey — Doliles (90)

l

Se observa que esta uiltima ecuacién es la ecuacién (28) donde Ste; ha
sido reemplazada por Stej.

Teorema 5. Bajo las hipdtesis (41) y (80) la solucion p de la ecuacion
(76) es también la solucion de la ecuacion (89), es decir pu = A.
Demostracién. Se tiene:

p solucién de (76) <= W (u, 8,) = V (1, B) (%)
ex
W +2/ Ba(2) exp(2®)dz — pexp(p*) = %()hl( )=
pla Q(2n)

(% + 2/ B,(2) exp(z?)dz — pexp(p )) Q (Z—iu) = pexp(p?)hy (1) <=

(32)

@£+#@emmmmwwmw0qwk

= Fo (1) ha (1) ot

(qope’rsz / B(2) (erf(z) — erf(u)) exp(2*)dz+

a0+ 2 [ Byl et(e) exp(:2)dz ) @ (20) = Fa o) s ()

(37)
(% F(p, 8) — / By(z) (erf(z) — erf(u)) exp(z )dz) Q (_i,u) _
= filp, 51) =
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& (ﬁl ( etups 2T [ 800 ete) = extlu expls — F @))) Q (24)

= i) s (000 = P ) @ (200) = £ 50)

< es solucién de la ecuacién (89),

es decir u=X\. l

Observacion 2. Si se calcula 872 (0,t) para el problema con condicidon
de temperatura en el borde fijo x = 0 se tiene
T k(B4 (V)
ko7~ (0,8) = —
Ox Vrag/terf(\)
y como ambos problemas son equivalentes entonces
k(B ()
0 Vagerf(N)

De (80) se sabe que

B;—nfig(pi)()\)b > 2a,pl [Sf/e% - / erf c(2)5,(2) exp(zQ)dz]

entonces

B+ py(N) _ asy/m2a1pl | Ste o )
erf(\) = ks [2\/77_ / erf ¢(2) 3, (2) exp(z )dZ]

o bien

B;jffig” > ;52 [Stel—m/?r / erf c(2),(2) exp<z2>dz] (91)

La desigualdad (91) es una generalizacion de la desigualdad para el coe-
ficiente que caracteriza la frontera libre s(t) de la solucion de Neumann para
el caso particular 3, = (3, = 0 obtenida en [15], dada por

B Cgk‘g
f —\ .
erf(\) < C” ok
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V. ESTUDIO DE UN CASO PARTICULAR.
Se estudia el caso particular que fue considerado en [14] para aplicaciones
a procesos térmicos, es decir,

Bi(z) = exp(—(z + d1)*) , By(z) = —exp(—(z +d2)*), drd> €R (92)

Lema 7. Se tienen las siguientes propiedades:
exp(—2zd) erf(z )+exp(d2) erf(z+d1)

(1) /erf(z) exp(—2zd;)dz = — o ,dy #0

(i1) /erf(z)dz = zerf(z) + ﬁ exp (—2?%)
(7i1) La funcion ¢, definida por la expresion (27), para el caso dy # 0 estd
dada por

i) = SEexp (~?) {exp(-220dy) (erf(2) — erf(22) ) + (93)
+exp (d}) (erf(Z—jn +dy) —erf(2A + dl)) } ,

Y

o (+00) = il/dt exp (—d;) {erf (A +di)exp (d}) — erf c(22N) exp(—2§f)\d1)}

(94)
(1v) La funcion y,, definida por la expresion (27), para el caso d; = 0 estd
dada por

et = i etz —een) 5z (oo (- ()') e (- ()}
y
pr(+00) = A {ngerfc( :)) ——exp( (JA)Q)] _
= 2] (22) ~1]exp (_ (39)2) |
(v) La funcion oy, definida por la expresion (26) estd dada por

wo(n) = _ci:i/j [— erf (n) exp (—d%) + erf(n 4+ dy) — erf(dg)} , sidy 0 (95)
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2l

) = = [1—exp (—n?)], sid,=0.

Teorema 6. a) La desigualdad (41) es equivalente a
Stey > 2, para d; >0 (96)

Ste; = 2y/nP(dy), parad; <0 (97)

donde

exp(—z?) — erf ¢(x)
2x

b) La solucion explicita al problema de frontera libre con fuente de calor (1)-

(7) , con dy # 0, dy # 0 estd dada por

- n(527) () (27)

P(z) =

ai

para x > s(t), t>0;

Ty(z,t) = B — (B + ¢, (/\))MJr

21\/_ fozazf

para 0 < x < s(t), t>0;

donde o1y @, estan definidas en (93) y (95) y
t) = 2)\(12\/1@

es la frontera libre y X es la iinica solucion de la ecuacion

fi(z,By) = foz,B5) , @ >0, con By y By dados por (92).
¢) La desigualdad (80) es equivalente a

St@l 1

ok 2 (exp(—d}) —erfe(dy)) | sidy #0 (100)

qo > 2a1pl
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902a1=pl[5t61—2] sidp =0

T

d) La desigualdad (91) es equivalente a

B_ % (exf(A + dy) — exf(dy) — exf (\) exp (—d2))

C2l2 > 101
erf(\) - (101)
> A Ste; — Vi (exp(—d}) —erfe(dy)) | sidy #0,
Co09 d1
/ 21
_ 21— erf (=2
B o ( er ( A )) la,

—2| sid;=0.
erf()\) B Co09 [Stel ] s

Demostracién. a) Se tiene que

/ erf c(u) B, (v) exp(u?)du :ZEIEOO /erf c(u) exp (—(u + dp)?) exp(u?)du =

= lim exp (—dj) (/exp(—2ud1)du— /exp(—2ud1)erf(u)du) =

z—-+00
0 0

(_exp(—2zd1) 4 1+ exp (=22dy) erf(2)  ex(a) (erf(z + dy) — el"f(dl))) =

= lim exp (—dj) 2, 2, 2d;

z——+00

exp (d%)

2d; (1 — exp (—d?) (1-— erf(dl))) = 2%1 (exp (—d?) -1+ erf(dl)) =

_ exp(—d?) — erf ¢(d,)
2d;

Para d; = 0 , aplicando el Lema 7 (ii) se tiene

para d; # 0 .

+oo z
1
2 du = i f u? Dy = —— .
/erf c(u)B(u) exp(u®)du Jim - fer c(u) exp (—u?) exp(u®)du NG
0 0
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Por lo tanto

T _exp(—d}) —erfe(d))
/ erf c(u) B, (u) exp(u?)du = P(dy) = o, ,sidy #0
0 Iz, sidi =0

(102)
donde la funcién P(z) satisface las siguientes propiedades:

P(0)=-J= , P(+00)=0, P(-0)=0, P(x)>0 V2R
Entonces se obtiene que la condicién (41) para d; # 0 es equivalente a

“+o00

/ erf c(u) 3, (u) exp(u?)du < 2Sf/e;r < P(dy) < if/e% & Stey > 24/mP(dy)
0

y para d; = 0 se tiene que (41) es equivalente a
2§St€1, Sidl =0.

b) Teniendo en cuenta las expresiones (93), (94) y (95), se obtienen las
expresiones explicitas (99) para las temperaturas 17 y T5.

c) Para obtener (100) se reemplaza la expresién (102) en (80), es decir,
para d; # 0 se tiene

“+o0o
St@l

2\/7_T—/erfc(u)ﬁl(u)exp(UQ)du &

0

qo > 2a1pl (2ﬁ - P(dl)) <

Ste;  exp(—d?) — erf ¢(d,)
> — .
G = 2apl (2ﬁ 2d,

Para el caso d; = 0 se tiene

qo > 2a1pl

“+o0
St@l

NG erf c(u) B3, (u) exp(u?)du | <

Steq 1 aypl
> = _ - > =27 —9) .
qo > 2a1pl (2\/_ \/_) < Qo T (Stey )

152

qo > 2a1pl




d) En (91) se sustituye ¢,(\) por la expresién

or(N) = VT

Ccods

(erf(X + da) — erf(dz) — erf (A)) exp (—d3)) , sidy # 0
(103)

ooV = 2L (1~ exp (=N?)), sidy = 0

C2
y se obtiene (89).H

CONCLUSION.

Se estudiaron dos problemas de Stefan a dos fases con fuente de calor
en el interior, tanto en las fase sélida como en la liquida para un material
semi-infinito. Las funciones que describen las fuentes de calor interno fueron

consideras del tipo g;(z,t) = %lﬁj (2(1;/;) (j = 1 fase sdlida; j = 2 fase
liquida) donde 3; = 8, (n) son funciones con ciertas propiedades de regular-
idad. Se consider6 una temperatura inicial negativa y en el borde fijo z = 0
se impuso en uno de ellos una temperatura constante positiva y en el otro
problema, una condicién de flujo del tipo —go/v/t (g0 > 0). Se obtuvieron
soluciones explicitas para ambos problemas. En el caso con condicién de flujo
la solucién existe bajo una restriccién para el coeficiente ¢ mientras que en el
primer caso existe solucién cualesquiera sean los datos iniciales del problema.
Ademis se demostré la equivalencia de los dos problemas de frontera libre.
Finalmente, se estudié un caso particular donde 8; () = exp (— (7 + dj)2)
con d; € R 3, (j = 1,2), los cuales son importantes en procesos térmicos,
por ejemplo en procesos de sublimacién-deshidratacion.

Se demostraron propiedades de monotonicidad de las soluciones para am-
bos problemas.

También se logré probar la equivalencia de los dos problemas de frontera
libre.
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