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RESUMEN.

El objetivo de la presente tesis es la de resolver diversos problemas de
frontera libre para la ecuación del calor-difusión, en particular para el prob-
lema de Stefan. El problema de Stefan (o problema de cambio de fase)
estudia la temperatura en el espacio ocupado por dos fases de un cuerpo,
generalmente una fase sólida y una líquida. Las funciones que representan
las temperaturas de las dos fases satisfacen las correspondientes ecuaciones
del calor. Sobre la super�cie de separación, que puede variar en el tiempo
y que se encuentra a temperatura constante, se impone una condición adi-
cional que surge del principio de conservación de la energía. El interés y la
di�cultad del problema se debe a la presencia de dicha frontera libre, cuya
determinación es de fundamental importancia en la práctica.
Se resuelven cuatro problemas de tipo Stefan distribuidos en cuatro capí-

tulos, en los cuales se obtienen soluciones explícitas de tipo similaridad.
En el capítulo 1 se considera un problema de Stefan a dos fases para

una región semi-in�nita x > 0 con temperatura de cambio de fase Tf : Se
debe determinar la evolución de la frontera libre x = X(t) y la temperaturas
en ambas fases. Se considera un proceso con cambio de fase (problema de
Stefan) para una ecuación de conducción del calor no lineal que generaliza la
clase de soluciones exactas análogas a la clásica solución de tipo Neumann [G.
Lamé - B. P. Clapeyron, �Memoire sur la solidi�cation par refroidissement
d�un globe liquide Annales chimie Physique�, 47 (1831) 250-256]. Se usará
el método de similaridad para encontrar una solución exacta al problema de
frontera libre.
En [C. Rogers, �Application of a reciprocal transformation to a two-phase

Stefan problem�, J. Phys. A: Math. Gen, 18 (1985) 105-109] se considera el
siguiente problema de frontera libre (proceso de fusión)

½cp1(T1)
@T1
@t

=
@

@x

Ã
k1(T1)

@T1
@x

!
; X(t) < x <1 ; t > 0 (1)

k1(T1)
@T1
@x

¡ k2(T2)@T2
@x

= L½
²
X ; x = X(t) (2)

T1 = T2 = Tf ; x = X(t) (3)

½cp2(T2)
@T2
@t

=
@

@x

Ã
k2(T2)

@T2
@x

!
; 0 < x < X(t) ; t > 0 (4)

T1(x; 0) = T0 < Tf (5)
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X(0) = 0 (6)

k2 (T2(0; t))
@T2
@x
(0; t) = ¡ q0p

t
; q0 > 0 ; t > 0 (7)

donde Ti(x; t); i = 1; 2 : distribución de la temperatura en ambas fases,
sólida y líquida respectivamente en el material semi-in�nito x > 0 en el
tiempo t; x : variable espacial, t : variable temporal, X(t) : frontera libre, ½ :
densidad constante del medio, Tf : temperatura de cambio de fase, T0 : tem-
peratura inicial constante, cpi(Ti); i = 1; 2 : calor especí�co en las dos fases,
sólida y líquida respectivamente, ki(Ti); i = 1; 2 : conductividad térmica en
las dos fases, sólida y líquida respectivamente, L : al calor latente de fusión
del medio, ¡q0=

p
t : �ujo de calor sobre el borde �jo x = 0; T0 : temperatura

inicial del medio.
En [D. A. Tarzia, �An inequality for the coe¢cient ¾ of the free boundary

s(t) = 2¾
p
t of the Neumann solution for the two-phase Stefan problem�,

Quart. Appl. Math., 39 (1981) 491-497] se probó que la condición de �ujo de
calor (7) sobre el borde �jo x = 0 es equivalente a la condición de temperatura
constante en el borde �jo x = 0 para el problema de Stefan a dos fases para
un material semi-in�nito con coe�cientes térmicos constantes en ambas fases.
Este problema se plantea para materiales para los cuales existen con-

stantes positivas Ki; i = 1; 2 tales que

Ki
©0i
©2i
= ki(Ti) ; i = 1; 2 ; Ki > 0 (8)

donde

©i(Ti) =

TiZ
T0i

Si(¾) d¾ ; Si(Ti) = ½cpi(Ti) i = 1; 2 : (9)

Se demuestra que si se cumple la condición (8) entonces ki(Ti) y Si(Ti)
veri�can la siguiente relación de Storm

1q
ki(Ti)Si(Ti)

d

dTi

0
@log

vuutSi(Ti)
ki(Ti)

1
A = 1p

Ki

; i = 1; 2 : (10)

Dicha condición fue originalmente obtenida por [M. L. Storm, �Heat con-
duction in simple metals�, J. Appl. Physics 22 (1951) 940-951] en una inves-
tigación de conducción del calor en metales monoatómicos simples. Así, la
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validez de la aproximación (10) fue examinada para aluminio, plata, sodio,
zinc, cobre y plomo.
El objetivo de este trabajo es complementar el de C. Rogers citado ante-

riormente y demostrar la existencia y unicidad de la solución del problema
(1) ¡ (7) si y sólo si la constante positiva q0 es su�cientemente grande, es
decir,

q0 >
q
K2G

¡1
0
@
s
K2

K1

1³
©1(Tf)

©1(T0)
¡ 1

´
1
A (11)

donde G¡1 : (1;+1) 7¡! (0;+1) es la función inversa de G con

G(x) = erf(x) +
1p
¼

exp(¡x2)
x

; x > 0: (12)

Luego se considera el problema (1) ¡ (6) y la condición de �ujo (7) se
reemplaza por la siguiente condición de temperatura

T2(0; t) = Tm > Tf : (13)

sobre el borde �jo.
Se prueba la existencia y unicidad de solución del problema (1) ¡ (6) y

(13) para cualquier valor de los datos iniciales del problema:
Estos resultados fueron publicados en Journal of Phsysics A: Mathemat-

ical and General, 33 (2000) 395-404.

En el Capítulo 2 se considera un problema de Stefan para una región
semi-in�nita x > 0. Se debe determinar la evolución de la frontera libre
x = s(t) y la distribución de la temperatura µ(x; t). Se considera un proceso
a una fase para una ecuación de conducción de calor no lineal con término
convectivo.
Se continúa el trabajo [C. Rogers - P. Broadbridge, �On a nonlinear mov-

ing boundary problem with heterogeneity: application of reciprocal transfor-
mation�, Journal of Applied Mathematics and Physics (ZAMP), 39 (1988)
122-129] para lo cual se considera el siguiente problema de frontera libre
(proceso de solidi�cación)

½c
@µ

@t
=
@

@x

Ã
k(µ; x)

@µ

@x

!
¡ v(µ)@µ

@x
; 0 < x < s(t) ; t > 0 (14)
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k(µ(0; t); 0)
@µ

@x
(0; t) =

q0p
t
; q0 > 0 ; t > 0 (15)

k (µ (s(t); t) ; s(t))
@µ

@x
(s(t); t) = ½l

²
s(t) ; t > 0 (16)

µ (s(t); t) = 0 ; t > 0 ; s(0) = 0 (17)

donde la conductividad térmica k(µ; x) y la velocidad v(µ) están dadas por

v(µ) = ½c
d

2 (a+ bµ)2
; k(µ; x) = ½c

1 + dx

(a+ bµ)2
(18)

donde µ(x; t) : distribución de temperatura en el material semi-in�nito, q0 :
coe�ciente que caracteriza el �ujo de calor sobre el borde �jo, x : variable
espacial, t : tiempo, s(t) : frontera libre (posición de la interfase), c : calor
especí�co por unidad de masa , ½ : densidad de masa, k : conductividad
térmica, l : calor latente de fusión por unidad de masa, v : velocidad, a; b; d :
constantes positivas (parámetros) tales que a+ bµf > 0.
Si se toma d = 0 y b = 0 en el problema de frontera libre (14) ¡ (17)

entonces se obtiene el clásico problema de Lamé-Clapeyron-Stefan a una fase
que posee la solución explícita dada en [G. Lamé - B. P. Clapeyron 1831]. Se
nota con q0=

p
t al �ujo de calor en el borde �jo x = 0.

El objetivo del trabajo es determinar que condiciones deben cumplir los
parámetros del problema (en particular q0) para obtener un proceso de cam-
bio de fase instantáneo. También se continúa y complementa el trabajo de
C. Rogers y P. Broadbridge citado anteriormente, probando la existencia de
una solución explícita al problema (14) ¡ (17) con coe�cientes no lineales
(18) cualesquiera sean los datos q0; ½; c; l; a; b; d . Más aún, esta solución está
dada como una función que depende de un parámetro °¤, el cual es la única
solución de una ecuación trascendental: Además, si se reemplaza la condición
de �ujo por una nueva condición de temperatura constante sobre el borde
�jo x = 0 también se obtiene la existencia de solución cualesquiera sean los
datos. En ambos casos la solución explícita está dada en forma paramétrica
y tiene una representación del tipo similaridad.
Estos resultados fueron publicados en International Journal of Engineer-

ing Science, 41 (2003) 1685-1698.

En el Capítulo 3 se considera un problema de cambio de fase (problema
de Stefan) para una ecuación del calor no lineal para una región semi-in�nita
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x > 0 con conductividad térmica no lineal k(µ) dada por

k(µ) =
½c

(a+ bµ)2
(19)

y temperatura de cambio de fase µf .
La formulación matemática de este problema de frontera libre (proceso

de fusión) consiste en determinar la evolución de la frontera libre x = s(t) y
la distribución de la temperatura µ = µ(x; t) satisfaciendo las condiciones

½c
@µ

@t
=
@

@x

Ã
k(µ)

@µ

@x

!
; 0 < x < s(t) ; t > 0 (20)

k(µ(0; t))
@µ

@x
(0; t) = ¡ q0p

t
; q0 > 0 ; t > 0 (21)

k (µ (s(t); t))
@µ

@x
(s(t); t) = ¡½l

²
s(t) ; t > 0 (22)

µ (s(t); t) = µf ; t > 0 s(0) = 0 (23)

donde µ(x; t) : distribución de temperatura en el material semi-in�nito, q0 :
coe�ciente que caracteriza el �ujo de calor sobre el borde �jo, x : variable
espacial, t : tiempo, s(t) : frontera libre (posición de la interfase), c : calor
especí�co por unidad de masa, ½ : densidad de masa, k : conductividad
térmica, l : calor latente de fusión por unidad de masa, µf : temperatura de
cambio de fase, a; b; d : constantes positivas (parámetros) tales que a+ bµf >
0. Como en los capítulos previos, se considera un �ujo de calor del tipo
¡q0=

p
t sobre el borde x = 0 ; luego se considerará temperatura constante

sobre el borde �jo x = 0 del tipo µ(0; t) = µ0.
El problema de frontera libre (20)¡ (23) con k(µ) de�nido por (19) es un

caso particular del presentado en el capítulo 2 tomando el parámetro d = 0
para la ecuación diferencial (14) donde la conductividad térmica k(µ) y el
término de velocidad v(µ) están dados por (18).
En dicho capítulo 2 se encuentran condiciones necesarias y su�cientes para

la existencia de una solución explícita. Aquí se estudia el caso sin término
de velocidad, i.e. d = 0 en la ecuación diferencial (14) ; el cual no puede
obtenerse del caso estudiado previamente en para el caso d 6= 0: En aquel
problema se de�nió la transformación

y =
2

d

h
(1 + dx)

1
2 ¡ 1

i
(24)
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la cual es la identidad si se toma d! 0 pues

lim
d!0

2

d

h
(1 + dx)

1
2 ¡ 1

i
= x ; 8 x > 0:

Por lo tanto, el caso d = 0 debe resolverse usando otras técnicas, lo cual
será realizado en este capítulo.
Se prueba la existencia y unicidad de una solución explícita del tipo sim-

ilaridad para el problema de frontera libre (20) ¡ (23) para t ¸ t0 > 0
con t0 un tiempo arbitrario positivo cuando los datos veri�can la condición
a + bµf > bl=c. También se obtiene una solución explícita para el caso
a + bµf = bl=c. Dichas soluciones se obtienen a través de la única solución
de una ecuación integral en la cual el tiempo es un parámetro.
Además, para el caso a + bµf < bl=c no existe solución al problema de

frontera libre (20)¡ (23) :
Luego se reemplaza la condición de �ujo (21) por una condición de tem-

peratura constante sobre el borde �jo x = 0. Se prueba la existencia y unici-
dad de una solución explícita del tipo similaridad del problema (20) ; (22)¡
(23) y µ(0; t) = µ0 para t ¸ t0 > 0 con t0 un tiempo arbitrario y positivo
cuando los datos veri�can la condición a + bµf ¸ bl=c. Dichas soluciones se
obtienen a través de la única solución de una ecuación integral en la cual el
tiempo es un parámetro. También se demuestra para el caso a+ bµf < bl=c
la existencia de al menos una solución.
Estos resultados fueron recientemente aceptados para su publicación en

el Bollettino della Unione Matematica Italiana (2004).

El Capítulo 4 surge del análisis de los siguientes trabajos:
J. E. Bouillet - D. A. Tarzia, �An integral equation for a Stefan prob-

lem with many phases and a singular source�, Revista de la Unión Mat.
Argentina, 41 #4 (2000) 1-8;
J. L. Menaldi - D. A. Tarzia, �Generalized Lamé Clapeyron solution for

a one-phase source Stefan problem�, Comp. Appl. Math, 12 #2 (1993) 123-
142;
y como una generalización del segundo para el caso a dos fases.
Se considera el siguiente problema de Stefan a dos fases (proceso de fusión)

para un material semi-in�nito con fuentes de energía internas en ambas fases

@T2
@t
(x; t) = a22

@2T2
@x2

(x; t) +
1

½c2
g2(x; t); 0 < x < s(t); t > 0; (25)

6



@T1
@t
(x; t) = a21

@2T1
@x2

(x; t) +
1

½c1
g1(x; t); x > s(t); t > 0; (26)

T1 (s(t); t) = T2 (s(t); t) = 0; t > 0; (27)

k1
@T1
@x

(s(t); t)¡ k2@T2
@x

(s(t); t) = ½l
:
s (t); t > 0; (28)

T1(x; 0) = T1(+1; t) = ¡C < 0; x > 0; t > 0; (29)

T2 (0; t) = B > 0; t > 0; (30)

s(0) = 0: (31)

para fuentes internas dadas por las expresiones

gj = gj(x; t) =
½l

t
¯j

Ã
x

2aj
p
t

!
j = 1; 2; (32)

donde se supone que ¯1(´) ¸ 0 y ¯2(´) · 0 y además ¯j = ¯j (´) : funciones
integrables en (0; ²) 8² > 0; ¯j (´) exp(´2) : funciones integrables en (M;+1)
8M > 0; B > 0 : temperatura en el borde �jo x = 0; ¡C < 0 : temperatura
inicial y temperatura para x ! 1; l : calor latente de fusión constante
por unidad de masa, ½ : densidad de masa constante, cj , j = 1; 2 : calor
especí�co constante en las dos fases, sólida y líquida respectivamente, kj ,
j = 1; 2 : conductividad térmica constante en las dos fases, sólida y líquida
respectivamente y a2j = kj=½cj , para j = 1; 2 : cuadrado de la difusividad
térmica en ambas fases.
Se obtienen soluciones explícitas para el problema (25)-(31), para fuentes

de energía interna dadas por (32) y con condición de temperatura en x = 0;
y se dan además propiedades de monotonicidad de dichas soluciones. Luego
se resuelve el problema de frontera libre con condición de �ujo del tipo
¡q0=

p
t (q0 > 0) sobre el borde �jo x = 0, y se obtiene soluciones explíci-

tas a este problema si el coe�ciente q0 satisface una desigualdad particular
que depende de los datos del problema. También se dan propiedades de
monotonicidad de la solución y se demuestra la equivalencia de los dos prob-
lemas de frontera libre.
En [E. P. Scott, �An analytical solution and sensitivity study of sublimation-

dehydration within a porous medium with volumetric heating�, Journal of
Heat Transfer, 116 (1994) 686-693] se consideró un medio poroso semi-in�nito
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congelado con propiedades térmicas constantes sujeto a un proceso de sublimación-
deshidratación que involucra a una fuente volumétrica de calor del tipo (32)
con

¯j(x) = exp
³
¡ (x+ dj)2

´
; j = 1; 2:

y también se llevó a cabo un estudio de sensibilidad en el cual fueron analiza-
dos los efectos de las propiedades inherentes del material en las soluciones.
En este capítulo se explicitan, para este caso particular, los resultados

fundamentales obtenidos anteriormente para el caso general.

En cuanto a los tres primeros capítulos, la importancia de los resultados
a obtener reside en el hecho de que la modelización de este tipo de sis-
temas es un problema de gran interés matemático e importancia industrial.
Problemas de cambio de fase aparecen frecuentemente en procesos industri-
ales tales como: colada continua del acero, congelación y descongelación de
alimentos, solidi�cación de aleaciones binarias, soldadura de metales, en tec-
nología nuclear: prevención de accidentes por fusión de material radiactivo,
en ingeniería civil solidi�cación de suelos húmedos, en aprovechamiento de
energía solar, etc. y es fundamental poder establecer condiciones sobre los
datos para asegurar la presencia o no de cambio de fase o de la frontera libre.
Por otro lado, en el capítulo 4 se plantea un problema que es relevante en

procesos térmicos, por ejemplo en procesos de sublimación-deshidratación.
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INTRODUCCION.

Los problemas de frontera libre son aquellos problemas de contorno para
ecuaciones diferenciales parciales donde interviene además una super�cie in-
cógnita (la �frontera libre�) que separa dos o más regiones, y sobre la cual
se conocen datos que dependen del modelo analizado. Según el número de
dimensiones del espacio, en lugar de una super�cie se podrá tener una curva
o un número �nito de puntos. Un ejemplo típico es el problema de Stefan
(o problema de cambio de fase), que estudia la temperatura en el espacio
ocupado por dos fases de un cuerpo, generalmente una fase líquida y una
fase sólida. Las funciones que representan las temperaturas de las dos fases
satisfacen las correspondientes ecuaciones del calor. Sobre la super�cie de
separación, que puede variar en el tiempo y que se encuentra a temperatura
constante, se impone una condición adicional que surge del principio de con-
servación de la energía a través de la frontera. El interés y la di�cultad del
problema se debe a la presencia de dicha frontera libre, cuya determinación
es de fundamental importancia en la práctica.
Los problemas de frontera libre para la ecuación del calor se dividen en

dos clases: de �tipo explícito� o de �tipo implícito�, según aparezca o no
explícitamente la velocidad de la frontera libre en las condiciones que se
imponen sobre dicha frontera. Es decir, si la frontera libre viene dada por
x = s(t); entonces el problema será de tipo explícito (implícito) si

²
s (t)

aparece (no aparece) en las condiciones que se imponen para x = s(t):
Los cuatro capítulos de esta Tesis son todos ejemplos de problemas de

frontera libre de tipo explícito o problemas de tipo Stefan.
Se pueden además estudiar problemas de frontera libre a una o dos fases

si se considera la ecuación del calor para una fase (sólida o líquida) o para
las dos fases (sólida y líquida) respectivamente.
Si se tiene un sólido semi-in�nito (representado por x > 0) a temperatura

de fusión Tf y en el borde �jo x = 0 es calentado a una temperatura T0 > Tf ;
se dice que es un problema de Stefan (fusión) a una fase. Su formulación
matemática está dada por: hallar la temperatura T (x; t) de la fase líquida y
la frontera libre x = s(t), de�nida para t > 0, de manera que se satisfagan
las siguientes condiciones:

9



8>>>><
>>>>:

½cTt ¡ kTxx = 0; 0 < x < s(t); t > 0
T (0; t) = T0 > Tf ; t > 0
T (s(t); t) = Tf ; t > 0
s(0) = 0 ; t > 0

kTx(s(t); t) = ¡½l ²s (t) ; t > 0

donde la última condición se conoce como �condición de Stefan� y los coe�-
cientes térmicos k (conductividad térmica); ½ (densidad de masa) y c (calor
especí�co) son los correspondientes a la fase líquida del material de cambio
de fase.
Pero si un material semi-in�nito se encuentra inicialmente en estado sólido

a una temperatura Ti < Tf (temperatura de cambio de fase), y en el borde
�jo x = 0 es calentado a una temperatura T0; con T0 > Tf ; entonces se tiene
un problema de Stefan a dos fases, cuya formulación matemática está dada
por: hallar la función x = s(t) (frontera libre, de�nida para t > 0) y la
temperatura

T (x; t) =

8<
:
T2(x; t) > Tf si 0 < x < s(t); t > 0;
Tf si x = s(t); t > 0;
T1(x; t) < Tf si s(t) < x; t > 0;

de�nida para x > 0 y t > 0; de manera que satisfagan las siguientes condi-
ciones (i = 1 representa la fase sólida y i = 2 la fase líquida; ½ la densidad
de masa común a ambas fases):8>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

½c2T2t ¡ k2T2xx = 0; 0 < x < s(t); t > 0
½c1T1t ¡ k1T1xx = 0; x > s(t) t > 0
T1(x; 0) = Ti ; x > 0
T2(0; t) = T0 t > 0
T1(s(t); t) = Tf t > 0
T2(s(t); t) = Tf t > 0
s(0) = 0 t > 0

k1T1x(s(t); t)¡ k2T2x(s(t); t) = ½l ²s (t) t > 0

donde la última condición se conoce también como �condición de Stefan�.
En ambos casos la condición de temperatura en el borde x = 0 puede

reemplazarse por una condición de �ujo de calor del tipo

kTx(0; t) = ¡g(t) ; t > 0; g ¸ 0 :
En particular se consideran en todos los capítulos un �ujo de calor del

tipo q0=
p
t :
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Este tipo de �ujo de calor sobre el borde �jo x = 0 fue también conside-
rado en muchos problemas aplicados, por ejemplo [J. R. Barber, �An asymp-
totic solution for short-time transient heat conduction between two similar
contacting bodies�, Int. J. Heat Mass Transfer, 32 (1989) 943-949; M. N.
Coelho Pinheiro, �Liquid phase mass transfer coe¢cients for bubbles growing
in a pressure �eld: a simpli�ed analysis�, Int. Comm. Heat Mass transfer,
27 (2000) 99-108 y A. D. Polyanin - V. V. Dil�man, �The method of the �carry
over� of integral transforms in non-linear mass and heat transfer problems�,
Int. J. Heat Mass Transfer, 33 (1990) 175-181].
En las últimas décadas el número de trabajos sobre problemas con cambio

de fase ha aumentado signi�cativamente. Esto se debe a que esos procesos
están presentes en numerosos y variados problemas de la ciencia e ingeniería.
Prueba de ello son los numerosos artículos en revistas cientí�cas y en

congresos internacionales que se desarrollan periódicamente. (Ver Tarzia,
MAT - Serie A, # 2 (2000)).
Así numerosos trabajos con diferentes enfoques en el tema han sido en-

carados y motivaron la presente Tesis. Entre ellos pueden mencionarse:

(i) para problemas a un fase a coe�cientes constantes:

² H. S. Carslaw - J. C. Jaeger, �Conduction of heat in solids�, Oxford
University Press, London (1959).
² G. Lamé and B. P. Clapeyron, �Memoire sur la solidi�cation par re-

froidissement d�un globe liquide�, Annales Chimie Physique, 47 (1831) 250-
256.
² D. A. Tarzia, �Determination of the unknown coe¢cients in the Lame-

Clapeyron problem (or one- phase Stefan problem)�, Adv. Appl. Math., 3
(1982) 74-82.
² D. A. Tarzia, �Simultaneous determination of two unknown thermal

coe¢cients through an inverse one-phase Lamé-Clapeyron (Stefan) problem
with an overspeci�ed condition on the �xed face�, Int. J. Heat Mass Transfer,
26 (1983) 1151-1158.

(ii) para problemas a una fase con una conductividad como una función
afín de la temperatura:

² S. H. Cho - J. E. Sunderland, �Heat conduction problem with melting
or freezing�, J. Heat Transfer, 91 (1969) 421-426.
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² D. A. Tarzia, �The determination of the unknown coe¢cients through
phase change process with temperature-dependent thermal conductivity�, Int.
Comm. Heat Mass Transfer, 25 (1998) 139-147.
² M. F. Natale - D. A. Tarzia, �An exact solution for a one-phase Stefan

Problem with nonlinear thermal coe¢cients�, MAT-Serie A No 5 (2001) 33-
36.

(iii) para problemas a una fase con una conductividad dependiente de la
temperatura :

² J. M. Hill, �The Stefan problem in nonlinear heat conduction�, Journal
of Applied Mathematics and Physics (ZAMP), 37 (1986) 206-229.
² K. Kunish-K. A. Murphy- G. Pechl, �Estimation of the conductivity in

the one-phase Stefan problem: Numerical results�, Mathematical Modelling
and Numerical Analysis, 27 (1989) 1407-1419.
² C. Rogers, �On a class of moving boundary problems in non-linear

heat conduction: application a Backlund transformation�, Int. J. Non-Linear
Mechanics, 21 No 4 (1986) 249-256.
² A. C. Briozzo - M. F. Natale - D. A. Tarzia, �Determination of unknown

thermal coe¢cients through a free boundary problem for a nonlinear heat
conduction equation with a convective term�, International Communications
in Heat and Mass Transfer, 24 No 6 (1997) 857-868.
² A. C. Briozzo - M. F. Natale - D. A. Tarzia, �Determination of un-

known thermal coe¢cients for Storm�s type materials through a phase-change
process�, International Journal of Non-Linear Mechanics, 34 (1999) 329-340.

(iv) para problemas a dos fases con coe�cientes constantes :

²M. B. Stampella - D. A. Tarzia, �Determination of one or two unknown
thermal coe¢cients of a semi-in�nite material through a two-phase Stefan
problem�, Int. J. Eng. Science, 27 (1989) 1407-1419.
² D. A. Tarzia, �An inequality for the coe¢cient ¾ of the free boundary

s(t) = 2¾
p
t of the Neumann solution for the two-phase Stefan problem�,

Quart. Appl. Math., 39 (1981) 491-497.

(v) para problemas a dos fases con conductividad dependiente de la tem-
peratura :
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² C. Rogers, �Application of a reciprocal transformation to a two-phase
Stefan problem�, J. Phys. A: Math. Gen., 18 (1985) 105-109.
² C. Rogers - P. Broadbridge, �On a nonlinear moving boundary problem

with heterogeneity: application of a reciprocal transformation�, Journal of
Applied Mathematics and Physisc (ZAMP), 39 (1988) 122-129.
² S.H. Cho - J. E. Sunderland, �Phase Change Problems With Temperature-

Dependent Thermal Conductivity�, J. Heat Transfer, 96 (1974) 214-217.

(vi) para problemas de �ujos en medios saturados-no saturados:

² P. Broadbridge, �Solution of a nonlinear absorption model of mixed
unsaturated �ow�, Water Resources Research, 6 (1990) 2435-2443.
² P. Broadbridge - I. White, �Constant rate rainfall in�ltration: A ver-

satile nonlinear model 1. Analytic solutions�, Water Resources Research, 24
(1988) 145-154.
² M. F. Natale - E. A. Santillan Marcus, �The e¤ect of Heat Convection

on Drying of Porous Semi-In�nite Space with a Heat Flux Condition on the
Fixed Face x = 0�, Applied Mathematics and Computation, 137 No 1 (2003)
109-129.

(vii) para problemas con fuentes internas en el material:
² S. Bhattacharya - S. Nandi - S. DasGupta - S. De, �Analytical solu-

tion of transient heat tranfer with variable source for applications in nuclear
reactors�, Int. Comm. Heat Mass Transfer, 28 #7 (2001) 1005-1013.
² J. E. Bouillet, �Self-similar solutions, having jumps and intervals of

constancy, of a di¤usion-heat conduction equation�, IMA Prepints #230,
Univ. Minnesota (1986).
² J. E. Bouillet - D. A. Tarzia, �An integral equation for a Stefan prob-

lem with many phases and a singular source�, Revista de la Unión Mat.
Argentina, 41 #4 (2000) 1-8.
² H. Feng, �Analysis of microwave assisted �uidized-bed drying of partic-

ulate product with a simpli�ed heat and mass transfer model�, Int. Comm.
Heat Mass Transfer, 29 #8 (2002) 1021-1028.
² J. L. Menaldi - D. A. Tarzia, �Generalized Lamé Clapeyron solution

for a one-phase source Stefan problem�, Comp. Appl. Math., 12 #2 (1993)
123-142.
² G.A. Mercado - B. P. Luce - J. Xin, �Modelling thermal front dynamics

in microwave heating�, IMA J. Appl. Math., 67 (2002) 419-439.
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² P. Ratanadecho - K. Aoki - M. Akahori, �A numerical an experimental
investigations of the modeling of microwave melting of frozen packed beds
using a rectangular wave guide�, Int. Comm Heat Mass Transfer, 28 (2001)
751-762.
² E. P. Scott, �An analytical solution and sensitivity study of sublimation-

dehydration within a porous medium with volumetric heating�, Journal of
Heat Transfer, 116 (1994) 686-693.
² M. Ward, �Thermal runaway and microwave heating in thin cylindrical

domains�, IMA Journal of Applied Mathematics, 67 (2002) 177-200.

En la presente Tesis se obtienen nuevos resultados acerca de la
existencia de solución para problemas de cambio de fase de materiales con
coe�cientes térmicos variables o con fuentes internas en ambas fases:

1) un problema de Stefan a dos fases con conducción de calor
no lineal para materiales de tipo Storm. Se consideran dos casos rela-
cionados, uno de ellos con condición de �ujo del tipo ¡q0=

p
t (q0 > 0) en el

borde �jo x = 0 y el otro con condición de temperatura. En el primer caso
se demuestra existencia y unicidad de solución cuando q0 satisface cierta
desigualdad que generaliza el trabajo [D. A. Tarzia �An inequality for the co-
e¢cient ¾ of the free boundary s(t) = 2¾

p
t of the Neumann solution for the

two-phase Stefan problem�, Quart. Appl. Math., 39 (1981) 491-497], bajo
hipótesis de coe�cientes térmicos constantes. En el segundo caso estudiado
se prueba existencia y unicidad para cualquier valor de los datos iniciales del
problema.
Estos resultados fueron publicados en Journal of Phsysics A: Mathemat-

ical and General, 33 (2000) 395-404.

2) un problema de Stefan a una fase para un material semi-
in�nito con conductividad térmica dependiente de la temperatura
y un término convectivo. En el borde �jo x = 0 se impone una condición
de temperatura constante o una condición de �ujo de calor del tipo q0=

p
t

(q0 > 0) . En ambos casos se obtiene una representación paramétrica de la
solución del tipo similaridad.

Estos resultados fueron publicados en International Journal of Engineer-
ing Science, 41 (2003) 1685-1698.

3) un problema de Stefan a una fase para un material semi-
in�nito con conductividad térmica dependiente de la temperatura
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y con temperatura constante o condición de �ujo de la forma ¡q0=
p
t

(q0 > 0) en el borde �jo x = 0. En ambos casos se obtienen condiciones
su�cientes sobre los datos iniciales del problema para obtener una repre-
sentación paramétrica de la solución de tipo similaridad para t ¸ t0 > 0
con t0 un tiempo arbitrario positivo. Estas soluciones explícitas se obtienen
a través de la única solución de una ecuación integral con el tiempo como
parámetro.

Estos resultados fueron recientemente aceptados para su publicación en
el Bollettino della Unione Matematica Italiana.

4) un problema de Stefan unidimensional a dos fases con fuente
de calor en el interior en las fases sólida y líquida para un material
semi-in�nito. Se considera una temperatura inicial negativa y en el borde
�jo x = 0 se estudian los casos con temperatura positiva o con condición
de �ujo del tipo ¡q0=

p
t (q0 > 0): Las funciones que describen las fuentes

de calor interno están dadas por gj(x; t) =
½l

t
¯j

³
x

2aj
p
t

´
(j = 1 fase sólida;

j = 2 fase líquida) donde ¯j = ¯j (´) son funciones con ciertas propiedades
de regularidad. Se obtienen soluciones explícitas para ambos problemas.
Además se obtiene la equivalencia de los dos problemas de frontera libre.
Finalmente, se estudia un caso particular donde ¯j (j = 1; 2) es del tipo
exponencial dada por ¯j (´) = exp

¡¡ (´ + dj)2¢ con dj 2 R , lo cual es
interesante en procesos de sublimación-deshidratación según E. P. Scott, �An
analytical solution and sensitivity study of sublimation-dehydration within
a porous medium with volumetric heating�, Journal of Heat Transfer, 116
(1994) 686-693.

El presente trabajo está dividido en cuatro Capítulos en los cuales se
consideran los problemas planteados más arriba. En cada uno de ellos se
presenta el problema, se resuelve el modelo propuesto y se exhibe la solución
y la conclusión del mismo.

En el Capítulo 1 se detalla el problema 1) :
Se considera un problema de Stefan a dos fases para una región semi-

in�nita x > 0 con temperatura de cambio de fase Tf : Se debe determinar la
evolución de la frontera libre x = X(t) y la temperaturas en ambas fases.
La modelización de este tipo de sistemas es un problema de gran impotan-

cia matemática e industrial. Los problemas con cambio de fase aparecen
frecuentemente en procesos industriales y en otros de interés tecnológico.
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Aquí, se considera un proceso con cambio de fase (problema de Stefan)
para una ecuación de conducción del calor no lineal que admite una clase de
soluciones exactas análogas a la clásica solución de tipo Neumann [G. Lamé
- B. P. Clapeyron, �Memoire sur la solidi�cation par refroidissement d�un
globe liquide Annales chimie Physique�, 47 (1831) 250-256].
En este trabajo se usa el método de similaridad para encontrar una solu-

ción exacta al problema de frontera libre.
En [C. Rogers, �Application of a reciprocal transformation to a two-phase

Stefan problem�, J. Phys. A: Math. Gen, 18 (1985) 105-109] se considera el
siguiente problema de frontera libre (proceso de fusión)

½cp1(T1)
@T1
@t

=
@

@x

µ
k1(T1)

@T1
@x

¶
; X(t) < x <1 ; t > 0 (1)

k1(T1)
@T1
@x

¡ k2(T2)@T2
@x

= L½
²
X ; x = X(t) (2)

T1 = T2 = Tf ; x = X(t) (3)

½cp2(T2)
@T2
@t

=
@

@x

µ
k2(T2)

@T2
@x

¶
; 0 < x < X(t) ; t > 0 (4)

T1(x; 0) = T0 < Tf (5)

X(0) = 0 (6)

k2 (T2(0; t))
@T2
@x
(0; t) = ¡ q0p

t
; q0 > 0 ; t > 0 (7)

donde
Ti(x; t); i = 1; 2 : distribución de la temperatura en ambas fases, sólida y
líquida respectivamente en el material semi-in�nito x > 0 en el tiempo t
x : variable espacial
t : variable temporal
X(t) : frontera libre
½ : densidad constante del medio
Tf : temperatura de cambio de fase
T0 : temperatura inicial constante
cpi(Ti); i = 1; 2 : calor especí�co en las dos fases, sólida y líquida respec-
tivamente
ki(Ti); i = 1; 2 : conductividad térmica en las dos fases, sólida y líquida
respectivamente
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L : al calor latente de fusión del medio

¡ q0p
t
: �ujo de calor sobre el borde �jo x = 0

T0 : temperatura inicial del medio.

El problema de Stefan a dos fases con conducción del calor lineal, coe�-
cientes térmicos constantes y �ujo de calor del tipo (7) fue estudiado en [D. A.
Tarzia, �An inequality for the coe¢cient ¾ of the free boundary s(t) = 2¾

p
t

of the Neumann solution for the two-phase Stefan problem�, Quart. Appl.
Math., 39 (1981) 491-497]. Se probó que para que ocurra un proceso de cam-
bio de fase es necesario y su�ciente que se veri�que una cierta desigualdad
para el coe�ciente q0.

Este trabajo se realiza para materiales para los cuales existen constantes
positivas Ki; i = 1; 2 tales que

Ki
©0i
©2i
= ki(Ti) ; i = 1; 2 ; Ki > 0 (8)

donde

©i(Ti) =

TiZ
T0i

Si(¾) d¾ ; Si(Ti) = ½cpi(Ti) i = 1; 2 : (9)

Se demuestra que si se cumple la condición (8) entonces ki(Ti) y Si(Ti)
veri�can la siguiente relación de Storm

1p
ki(Ti)Si(Ti)

d

dTi

Ã
log

s
Si(Ti)

ki(Ti)

!
=

1p
Ki

; i = 1; 2 : (10)

Dicha condición fue originalmente obtenida por [M. L. Storm, �Heat con-
duction in simple metals�, J. Appl. Physics 22 (1951) 940-951] en una inves-
tigación de conducción del calor en metales monoatómicos simples. Así, la
validez de la aproximación (10) fue examinada para aluminio, plata, sodio,
zinc, cobre y plomo.
El objetivo de este trabajo es complementar el de C. Rogers citado ante-

riormente y demostrar la existencia y unicidad de la solución del problema
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(1) ¡ (7) si y solo si la constante positiva q0 es su�cientemente grande, es
decir,

q0 >
p
K2G

¡1

0
@rK2

K1

1³
©1(Tf )

©1(T0)
¡ 1
´
1
A (11)

donde G¡1 : (1;+1) 7¡! (0;+1) es la función inversa de G con

G(x) = erf(x) +
1p
¼

exp(¡x2)
x

; x > 0: (12)

La función G fue de�nida en [A. C. Briozzo - M. F. Natale - D. A. Tarzia,
�Determination of unknown thermal coe¢cients for Storm�s-type materials
through a phase-change process�, Int. J. Non-Linear Mech., 34 (1999) 324-
340] y se probó que

G(0+) = +1 ; G(+1) = 1 y G0(x) < 0 8x > 0: (13)

La desigualdad (11) para el coe�ciente q0 generaliza la correspondiente
desigualdad que fue obtenida para coe�cientes térmicos constantes en el tra-
bajo de D. A. Tarzia citado previamente.
Luego se considera el problema (1) ¡ (6) y la condición de �ujo (7) se

reemplaza por la siguiente condición de temperatura

T2(0; t) = Tm > Tf : (14)

sobre el borde �jo.
Se prueba la existencia y unicidad de solución del problema (1) ¡ (6) y

(14) para cualquier valor de los datos iniciales del problema:

El Capítulo 2 está referido al problema 2).
Se considera un problema de Stefan para una región semi-in�nita x > 0.
Se debe determinar la evolución de la frontera libre x = s(t) y la distribu-

ción de la temperatura µ(x; t).
Aquí se considera un proceso a una fase para una ecuación de conducción

de calor no lineal con término convectivo.
Continuando con el trabajo [C. Rogers - P. Broadbridge, �On a nonlin-

ear moving boundary problem with heterogeneity: application of reciprocal
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transformation�, Journal of Applied Mathematics and Physics (ZAMP), 39
(1988) 122-129] se considera el siguiente problema de frontera libre (proceso
de solidi�cación)

½c
@µ

@t
=
@

@x

µ
k(µ; x)

@µ

@x

¶
¡ v(µ)@µ

@x
; 0 < x < s(t) ; t > 0 (15)

k(µ(0; t); 0)
@µ

@x
(0; t) =

q0p
t
; q0 > 0 ; t > 0 (16)

k (µ (s(t); t) ; s(t))
@µ

@x
(s(t); t) = ½l

²
s(t) ; t > 0 (17)

µ (s(t); t) = 0 ; t > 0 (18)

s(0) = 0 (19)

donde la conductividad térmica k(µ; x) y la velocidad v(µ) están dadas por

v(µ) = ½c
d

2 (a+ bµ)2
(20)

k(µ; x) = ½c
1 + dx

(a+ bµ)2
(21)

donde

µ(x; t) : distribución de temperatura en el material semi-in�nito,
q0 : coe�ciente que caracteriza el �ujo de calor sobre el borde �jo,
x : variable espacial,
t : tiempo,
s(t) : frontera libre (posición de la interfase),
c : calor especí�co por unidad de masa ,
½ : densidad de masa,
k : conductividad térmica,
l : calor latente de fusión por unidad de masa,
v : velocidad,
a; b; d : constantes positivas (parámetros) tales que a+ bµf > 0.

Estos tipos de conductividad térmica no lineal y de coe�cientes de di-
fusión fueron considerados en numerosos trabajos. La ecuación de transporte
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no lineal (15) surge relacionada con el �ujo no saturado en medios porosos
heterogéneos. Si se toma d = 0 y b = 0 en el problema de frontera libre
(15)¡(19) entonces se obtiene el clásico problema de Lamé-Clapeyron-Stefan
a una fase. La primera solución explícita para el problema de Stefan a una
fase fue dada en [G. Lamé - B. P. Clapeyron, �Memoire sur la solidi�cation
par refroidissement d�un globe liquide� Annales chimie Physique, 47 (1831)
250-256]. Aquí con q0=

p
t notamos al �ujo de calor en el borde x = 0 que

es del tipo impuesto en [D. A. Tarzia, �An inequality for the coe¢cient ¾ of
the free boundary s(t) = 2¾

p
t of the Neumann solution for the two-phase

Stefan problem�, Quart. Appl. Math., 39 (1981) 491-497].
El objetivo de este trabajo es determinar que condiciones deben cumplir

los parámetros del problema (en particular q0) para obtener un proceso de
cambio de fase instantáneo. También se continúa y complementa el trabajo
de C. Rogers y P. Broadbridge citado anteriormente, probando la existencia
de una solución explícita al problema (15)¡ (19) con coe�cientes no lineales
(20) y (21) cualesquiera sean los datos q0; ½; c; l; a; b; d . Más aún, esta solución
está dada como una función que depende de un parámetro °¤, el cual es la
única solución de una ecuación trascendental: Además, si se reemplaza la
condición de �ujo por una nueva condición de temperatura constante sobre
el borde �jo x = 0 también se obtiene la existencia de solución cualesquiera
sean los datos.
En ambos casos, la solución explícita está dada en forma paramétrica y

tiene una representación del tipo similaridad.

En el Capítulo 3 se considera el problema 3) .
Se considera un problema de cambio de fase (problema de Stefan) para

una ecuación del calor no lineal para una región semi-in�nita x > 0 con
conductividad térmica no lineal k(µ) dada por

k(µ) =
½c

(a+ bµ)2
(22)

y temperatura de cambio de fase µf . Este tipo de conductividad térmica o
coe�ciente de difusión fue considerado en numerosos trabajos cientí�cos.
La formulación matemática de este problema de frontera libre (proceso

de fusión) consiste en determinar la evolución de la frontera libre x = s(t) y
la distribución de la temperatura µ = µ(x; t) satisfaciendo las condiciones

½c
@µ

@t
=
@

@x

µ
k(µ)

@µ

@x

¶
; 0 < x < s(t) ; t > 0 (23)

20



k(µ(0; t))
@µ

@x
(0; t) = ¡ q0p

t
; q0 > 0 ; t > 0 (24)

k (µ (s(t); t))
@µ

@x
(s(t); t) = ¡½l

²
s(t) ; t > 0 (25)

µ (s(t); t) = µf ; t > 0 (26)

s(0) = 0 (27)

donde

µ(x; t) : distribución de temperatura en el material semi-in�nito,
q0 : coe�ciente que caracteriza el �ujo de calor sobre el borde �jo,
x : variable espacial,
t : tiempo,
s(t) : frontera libre (posición de la interfase),
c : calor especí�co por unidad de masa ,
½ : densidad de masa,
k : conductividad térmica,
l : calor latente de fusión por unidad de masa,
µf : temperatura de cambio de fase,
a; b; d : constantes positivas (parámetros) tales que a+ bµf > 0.

Aquí ¡q0=
p
t caracteriza al �ujo de calor sobre el borde x = 0 ; luego

se considerará temperatura constante sobre el borde �jo x = 0 del tipo
µ(0; t) = µ0. En [D. A. Tarzia, �An inequality for the coe¢cient ¾ of the
free boundary s(t) = 2¾

p
t of the Neumann solution for the two-phase Stefan

problem�, Quart. Appl. Math., 39 (1981) 491-497] se probó que la condición
de �ujo de calor (24) sobre el borde �jo x = 0 es equivalente a la condición
de temperatura constante en el borde �jo x = 0 para el problema de Stefan a
dos fases para un material semi-in�nito con coe�cientes térmicos constantes
en ambas fases. Otros problemas de este tipo pueden encontrarse en:
² A. C. Briozzo - M. F. Natale - D. A. Tarzia, �Determination of un-

known thermal coe¢cients for Storm�s-type materials through a phase-change
process�, Int. J. Non-Linear Mech., 34 (1999) 324-340,
² M. F. Natale - D. A. Tarzia, �Explicit solutions to the two-phase Stefan

problem for Storm-type materials�, J. Phys. A: Math. Gen, 33 (2000) 395-
404,
² C. Rogers, �Application of a reciprocal transformation to a two-phase

Stefan problem�, J. Phys. A: Math. Gen, 18 (1985) 105-109,
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² C. Rogers, �On a class of moving boundary problems in non-linear heat
condition: Application of a Bäcklund transformation�, Int. J. Non-Linear
Mech., 21 (1986) 249-256.
El problema de frontera libre (23)¡ (27) con k(µ) de�nido por (22) es un

caso particular del presentado en el capítulo 2 tomando el parámetro d = 0
para la siguiente ecuación

½c
@µ

@t
=
@

@x

µ
k(µ)

@µ

@x

¶
¡ v(µ)@µ

@x
; 0 < x < s(t) ; t > 0 (28)

donde la conductividad térmica k(µ) y el término de velocidad v(µ) está dado
por (22) y

v(µ) = ½c
d

2 (a+ bµ)2
(29)

respectivamente, y c; ½ y l son el calor especí�co, la densidad y el calor latente
de fusión del medio respectivamente, además se supone que todos ellos son
constantes y los parámetros a; b y d positivos y constantes:
En dicho capítulo se encuentran condiciones necesarias y su�cientes para

la existencia de una solución explícita. Aquí se estudia el caso sin término
de velocidad, i.e. d = 0 en la ecuación diferencial (28) ; el cual no puede
obtenerse del caso estudiado previamente en para el caso d 6= 0: En aquel
problema se de�nió la transformación

y =
2

d

h
(1 + dx)

1
2 ¡ 1

i
(30)

la cual es la identidad si se toma d! 0 pues

lim
d!0

2

d

h
(1 + dx)

1
2 ¡ 1

i
= x ; 8 x > 0:

Por lo tanto, el caso d = 0 debe resolverse usando otras técnicas, lo cual
será realizado en este capítulo.
Luego se prueba la existencia y unicidad de una solución explícita del tipo

similaridad para el problema de frontera libre (23) ¡ (27) para t ¸ t0 > 0
con t0 un tiempo arbitrario positivo cuando los datos veri�can la condición
a + bµf > bl=c. También se obtiene una solución explícita para el caso
a + bµf = bl=c. Dichas soluciones se obtienen a través de la única solución
de una ecuación integral en la cual el tiempo es un parámetro.
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Además, para el caso a + bµf < bl=c no existe solución al problema de
frontera libre (23)¡ (27) :
Luego se reemplaza la condición de �ujo (24) por una condición de tem-

peratura constante sobre el borde �jo x = 0. Se prueba la existencia y unici-
dad de una solución explícita del tipo similaridad del problema (23) ; (25)¡
(27) y µ(0; t) = µ0 para t ¸ t0 > 0 con t0 un tiempo arbitrario y positivo
cuando los datos veri�can la condición a + bµf ¸ bl=c. Dichas soluciones se
obtienen a través de la única solución de una ecuación integral en la cual el
tiempo es un parámetro. También se demuestra para el caso a+ bµf < bl=c
la existencia de al menos una solución.

En el Capítulo 4 se considera el siguiente problema de Stefan a dos fases
(proceso de fusión) para un material semi-in�nito

@T2
@t
(x; t) = a22

@2T2
@x2

(x; t) +
1

½c2
g2(x; t); 0 < x < s(t); t > 0; (31)

@T1
@t
(x; t) = a21

@2T1
@x2

(x; t) +
1

½c1
g1(x; t); x > s(t); t > 0; (32)

T1 (s(t); t) = T2 (s(t); t) = 0; t > 0; (33)

k1
@T1
@x

(s(t); t)¡ k2@T2
@x

(s(t); t) = ½l
:
s (t); t > 0; (34)

T1(x; 0) = T1(+1; t) = ¡C < 0; x > 0; t > 0; (35)

T2 (0; t) = B > 0; t > 0; (36)

s(0) = 0: (37)

para dos fuentes internas dadas por las expresiones

gj = gj(x; t) =
½l

t
¯j

µ
x

2aj
p
t

¶
j = 1; 2; (38)

donde se supone que ¯1(´) ¸ 0 y ¯2(´) · 0 y además
¯j = ¯j (´) : funciones integrables en (0; ²) 8² > 0;
¯j (´) exp(´

2) : funciones integrables en (M;+1) 8M > 0;
B > 0 : temperatura en el borde �jo x = 0;
¡C < 0 : temperatura inicial y temperatura para x!1;
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l : calor latente de fusión constante por unidad de masa,
½ : densidad de masa constante,
cj , j = 1; 2 : calor especí�co constante en las dos fases, sólida y líquida
respectivamente,
kj , j = 1; 2 : conductividad térmica constante en las dos fases, sólida y
líquida respectivamente y
a2j = kj=½cj , para j = 1; 2 : cuadrado de la difusividad térmica en ambas
fases.
Se obtienen soluciones explícitas para el problema (31)-(37), con el par-

ticular tipo de fuentes dadas por (38) y con condición de temperatura en
x = 0, y se dan propiedades de monotonicidad de dichas soluciones.
Luego se resuelve el problema de frontera libre con condición de �ujo del

tipo ¡ q0p
t
(q0 > 0) sobre el borde �jo x = 0, y se obtiene soluciones explícitas

a este problema si el coe�ciente q0 satisface una desigualdad particular.
También se dan propiedades de monotonicidad de la solución y se de-

muestra la equivalencia de los dos problemas de frontera libre.
En [E. P. Scott, �An analytical solution and sensitivity study of sublimation-

dehydration within a porous medium with volumetric heating�, Journal of
Heat Transfer, 116 (1994) 686-693] se consideró un medio poroso semi-in�nito
congelado con propiedades térmicas constantes sujeto a un proceso de sublimación-
deshidratación que involucra a una fuente volumétrica de calor del tipo (38)
con

¯(x) = exp
¡¡ (x+ d)2¢ ;

y también se llevó a cabo un estudio de sensibilidad en el cual fueron analiza-
dos los efectos de las propiedades inherentes del material en las soluciones.
En este capítulo se explicitan, para este caso particular, los resultados

fundamentales obtenidos anteriormente para el caso general.
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CAPITULO 1

SOLUCIONES EXPLICITAS A UN PROBLEMA DE
STEFAN A DOS FASES PARA MATERIALES DE TIPO

STORM

RESUMEN
Se utiliza una transformación recíproca para reducir el problema de Stefan

a dos fases con conducción de calor no lineal en otro que admita soluciones
exactas análogas a las clásicas soluciones de tipo Neumann.
El problema se considera para materiales de tipo Storm [C. Rogers, J.

Phys. A: Math. Gen, 18 (1985) 105-109]. Se consideran dos casos relaciona-
dos, uno de ellos con condición de �ujo del tipo ¡q0=

p
t (q0 > 0).

Se prueba existencia y unicidad de solución cuando q0 satisface cierta
desigualdad que generaliza el trabajo de D. A. Tarzia, Quart. Appl. Math.,
39 (1981) 491-497, bajo hipótesis de coe�cientes térmicos constantes.
Al otro caso que aquí se estudia se le impone una condición de tempe-

ratura en el borde �jo y se prueba existencia y unicidad para cualquier valor
de los datos iniciales del problema.

I. INTRODUCCION.
Se considera un problema de Stefan a dos fases para una región semi-

in�nita x > 0 con temperatura de cambio de fase Tf : Se debe determinar la
evolución de la frontera libre x = X(t) y la temperaturas en ambas fases.
La modelización de este tipo de sistemas es un problema de gran impor-
tancia matemática e industrial. Los problemas con cambio de fase apare-
cen frecuentemente en procesos industriales y en otros de interés tecnológico
[1, 4, 7, 8, 9, 11, 14, 25].
Una larga bibliografía sobre el tema está dada en [21].
Aquí, se considera un proceso con cambio de fase (problema de Stefan)

para una ecuación de conducción del calor no lineal que admite una clase de
soluciones exactas análogas a la clásica solución de tipo Neumann [13].
En este trabajo se usa el método de similaridad para encontrar una solu-

ción exacta al problema de frontera libre.
Esta metodología fue utilizada en numerosos trabajos tales como [3, 4,

5, 10, 12, 17, 18, 22, 23, 24]. En todos ellos, esta metodología ha permitido
obtener importantes resultados físicos.
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En [15] se considera el siguiente problema de frontera libre (proceso de
fusión)

½cp1(T1)
@T1
@t

=
@

@x

µ
k1(T1)

@T1
@x

¶
; X(t) < x <1 ; t > 0 (1)

k1(T1)
@T1
@x

¡ k2(T2)@T2
@x

= L½
²
X ; x = X(t) (2)

T1 = T2 = Tf ; x = X(t) (3)

½cp2(T2)
@T2
@t

=
@

@x

µ
k2(T2)

@T2
@x

¶
; 0 < x < X(t) ; t > 0 (4)

T1(x; 0) = T0 < Tf (5)

X(0) = 0 (6)

k2 (T2(0; t))
@T2
@x
(0; t) = ¡ q0p

t
; q0 > 0 ; t > 0 (7)

donde
Ti(x; t); i = 1; 2 : distribución de la temperatura en ambas fases, sólida y
líquida respectivamente en el material
semi-in�nito x > 0 en el tiempo t
x : variable espacial
t : variable temporal
X(t) : frontera libre
½ : densidad constante del medio
Tf : temperatura de cambio de fase
T0 : temperatura inicial constante
cpi(Ti); i = 1; 2 : calor especí�co en las dos fases, sólida y líquida
respectivamente
ki(Ti); i = 1; 2 : conductividad térmica en las dos fases, sólida y líquida
respectivamente
L : al calor latente de fusión del medio
¡ q0p

t
: �ujo de calor sobre el borde �jo x = 0

T0 : temperatura inicial del medio.

El problema de Stefan a dos fases con conducción del calor lineal, coe-
�cientes térmicos constantes y �ujo de calor del tipo (7) fue estudiado en
[20].
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En dicho trabajo se probó que para que ocurra un proceso de cambio de
fase es necesario y su�ciente que se veri�que una cierta desigualdad para el
coe�ciente q0.

En este capítulo se consideran materiales para los cuales existen
constantes positivas Ki; i = 1; 2 tales que

Ki
©0i
©2i
= ki(Ti) ; i = 1; 2 ; Ki > 0 (8)

donde

©i(Ti) =

TiZ
T0i

Si(¾) d¾ ; Si(Ti) = ½cpi(Ti) i = 1; 2 : (9)

El objetivo de este trabajo es complementar [15] y demostrar en la Sección
II la existencia y unicidad de la solución del problema (1) ¡ (7) si y sólo si
la constante positiva q0 es su�cientemente grande, es decir,

q0 >
p
K2G

¡1

0
@rK2

K1

1³
©1(Tf )

©1(T0)
¡ 1
´
1
A (10)

donde G¡1 : (1;+1) 7¡! (0;+1) es la función inversa de G con

G(x) = erf(x) +
1p
¼

exp(¡x2)
x

; x > 0: (11)

La función G fue de�nida en [2] y se probó que

G(0+) = +1 ; G(+1) = 1 y G0(x) < 0 8x > 0: (12)

La desigualdad (10) para el coe�ciente q0 generaliza la correspondiente
desigualdad que fue obtenida para coe�cientes térmicos constantes [20].
En la Sección III se considera el problema (1)¡ (6) y la condición de �ujo

(7) se reemplaza por la siguiente condición de temperatura en el borde �jo
x = 0

T2(0; t) = Tm > Tf : (13)
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Cabe destacar que existe una relación entre las dos condiciones en el borde
�jo x = 0 (7) y (13), la cual se muestra en (61) :
Se prueba la existencia y unicidad de solución del problema (1) ¡ (6) y

(13) para cualquier valor de los datos iniciales del problema:

II. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCION DEL
PROBLEMA DE FRONTERA LIBRE CON CONDICION DE
FLUJO EN EL BORDE FIJO.
Se considera el problema (1)¡ (7) : Si ahora se de�ne

Ti = ©i(Ti) =

TiZ
T0i

½cpi(¾) d¾ ; i = 1; 2 (14)

se tiene
@Ti
@t

= ½cpi(Ti)
@Ti
@t

;
@Ti
@x

= ½cpi(Ti)
@Ti
@x

; i = 1; 2

y reemplazando en (1) y (4) se obtiene

@Ti
@t

=
@

@x

µ
ki(Ti)

Si(Ti)

@Ti
@x

¶
; i = 1; 2 ;

o bien
@Ti
@t

=
@

@x

µ
ki(Ti)

©0i(Ti)
@Ti
@x

¶
; i = 1; 2 : (15)

Lema 1. Si se cumple la condición (8) entonces ki(Ti) y Si(Ti) veri�can
la relación de Storm [16]:

1p
ki(Ti)Si(Ti)

d

dTi

Ã
log

s
Si(Ti)

ki(Ti)

!
=

1p
Ki

; i = 1; 2 : (16)

Demostración:

1p
ki(Ti)Si(Ti)

d

dTi

Ã
log

s
Si(Ti)

ki(Ti)

!
=

1p
ki(Ti)Si(Ti)

1

2

ki(Ti)

Si(Ti)

d

dTi

µ
Si(Ti)

ki(Ti)

¶
=
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1

2
p
ki(Ti)Si(Ti)

ki(Ti)

Si(Ti)

d

dTi

µ
©0i(Ti)
ki(Ti)

¶
=

1

2Si(Ti)

s
ki(Ti)

Si(Ti)

d

dTi

µ
©2i (Ti)

Ki

¶
=

1

2Si(Ti)

s
ki(Ti)

Si(Ti)

1

Ki

2©i(Ti)©
0
i(Ti)

µ
©2i (Ti)

Ki

¶
=

s
ki(Ti)©

0
i(Ti)

©2i (Ti)Si(Ti)

1

Ki

©i(Ti) =

s
ki(Ti)

©2i (Ti)

1

Ki

©i(Ti) =
1p
Ki

; i = 1; 2:¥

Observación 1. Dicha condición fue originalmente obtenida por Storm
[19] en una investigación de conducción del calor en metales monoatómicos
simples. Así, la validez de la aproximación (16) fue examinada para alu-
minio, plata, sodio, zinc, cobre y plomo.¥
Lema 2. Si es válida la condición (8) entonces la ecuación de conducción

del calor en ambas fases se reduce a la forma

@Ti
@t
¡Ki

@

@x

Ã
1

Ti
2

@Ti
@x

!
= 0 ; i = 1; 2 : (17)

Demostración.

@Ti
@t

=
@

@x

µ
ki(Ti)

©0i(Ti)
@Ti
@x

¶
i = 1; 2 ()

@Ti
@t

=
@

@x

µ
Ki

©0i(Ti)
©2i (Ti)©

0
i(Ti)

@Ti
@x

¶
i = 1; 2 ()

@Ti
@t

=
@

@x

µ
Ki

©2i (Ti)

@Ti
@x

¶
i = 1; 2 () (17) :¥

En lo que sigue se propone una solución de semejanza para el problema
(1)¡ (7), obteniéndose el siguiente teorema:
Teorema 1. Si se de�ne

» =
x

X(t)
(18)
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y se buscan soluciones de tipo similaridad, es decir

Ti (x; t) = 'i

µ
x

X(t)

¶
= 'i (») i = 1; 2 ; (19)

8>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>:

» = »1 =

»¤1Z
»¤1j»1=1

'¤1d»
¤
1 + 1 para x > X(t)

» = »2 =

»¤2Z
»¤2j»2=0

'¤2d»
¤
2 para 0 < x < X(t)

'¤i =
1

'i
i = 1; 2 ;

(20)

se tiene que las temperaturas T1 y T2 están dadas por

T1 = ©
¡1
1

(
A1 erf

"µ
°

2K1

¶ 1
2

»¤1

#
+B1

)¡1

(21)

»1 = 1 +

Z »¤1

¸1

(
A1 erf

"µ
°

2K1

¶1
2

¾

#
+B1

)
d¾ (22)

T2 = ©
¡1
2

(
A2 erf

"µ
°

2K2

¶ 1
2

»¤2

#
+B2

)¡1

(23)

»2 =

Z »¤2

¡
p
2=°q0

(
A2 erf

"µ
°

2K2

¶ 1
2

¾

#
+B2

)
d¾ ; (24)

donde ©i está dada por (14) y las incógnitas °, Ai; Bi; ¸i (i = 1; 2) deben
veri�car el siguiente sistema de ecuaciones (c.f. [15])

A1 erf

µr
°

2K1

¸1

¶
+B1 =

1

©1(Tf )
(25)

A1 +B1 =
1

©1(T0)
(26)
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A2 erf

µr
°

2K2

¸2

¶
+B2 =

1

©2(Tf )
(27)

r
K2

¼
A2 exp

µ¡q20
K2

¶
= q0

µ
A2 erf

µ ¡q0p
K2

¶
+B2

¶
(28)

¸1 = L½+©1(Tf )¡ ©2(Tf ) + ¸2 (29)

1 =

¸2Z
¡
p
2=°q0

A2 erf

µr
°

2K2

¾

¶
d¾ +B2

µ
¸2 +

r
2

°
q0

¶
(30)

¡A1©1(Tf )
r
2K1

¼
exp

µ
¡ °

2K1
¸21

¶
+A2©2(Tf )

r
2K2

¼
exp

µ
¡ °

2K2
¸22

¶
= L½

p
°

(31)

donde
¸1 = »

¤
1 j»=1 ; ¸2 = »

¤
2 j»=1 ; (32)

erf (x) =
2p
¼

Z x

0

exp
¡¡u2¢ du ; (33)

y la frontera libre está dada por

X(t) =
p
2°t (34)

con ° > 0 parámetro adimensional desconocido.

Demostración. De (14) y (20) se tiene que

@Ti
@x

=
1

©0i(Ti)
'02 (»)

1

X(t)
: (35)

Utilizando (8) y (35) en (2) se tiene

k1(T1)
1

©01(Tf )
'01 (1)

1

X(t)
¡ k2(T2) 1

©02(Tf )
'02 (1)

1

X(t)
= L½

²
X (t),

K1
'01 (1)
©21(Tf)

¡K2
'02 (1)
©22(Tf)

= L½X(t)
²
X (t)
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entonces X(t)
²
X (t) debe ser constante, luego

X(t) =
p
2°t ; ° > 0 : (36)

De (19) y (36) se tiene

@Ti
@x

= '
0
i (»)

1p
2°t

y
@Ti
@t

= '
0
i (»)

xp
2°

µ
¡1
2

¶
1

t3=2
;

y reemplazando en (17) se tiene

'i (») »

µ
¡1
2

¶
1

t
¡Ki

1p
2°t

@

@»

µ
1

'
2

i (»)
'
0
i (»)

1p
2°t

¶
= 0,

'0i (»)
»

2
+
Ki

2°

@

@»

µ
'
0
i (»)

'
2

i (»)

¶
= 0,

°»'0i (») +Ki
@

@»

µ
'
0
i (»)

'
2

i (»)

¶
= 0 ; i = 1; 2 : (37)

Teniendo en cuenta (20) se tiene

d'¤i
d»¤i

= ¡d'i
d»i

1

'2i
'¤i =

1

'¤i

d

d»i

µ
1

'¤i

¶
=)

d'¤i
d»¤i
'¤i

=
¡d'i
d»i

'2i
=) d'i

d»i
=
¡d'¤i
d»¤i
'¤i

1

'¤2i
=) d'i

d»i
=

d

d»¤i

µ
1

'¤i

¶
1

'¤i

y entonces si se reemplaza en (37) se obtiene

°»
1

'¤i

d

d»¤i

µ
1

'¤i

¶
+Ki

@

@»

µ
1

'¤i

d

d»¤i

µ
1

'¤i

¶
1

'
2

i (»)

¶
= 0()

°»
1

'¤i

d

d»¤i

µ
1

'¤i

¶
+Ki

@

@»

0
@¡d'¤i

d»¤i
'¤i

1
A = 0()
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°»
1

'¤i

d

d»¤i

µ
1

'¤i

¶
+Ki

d

d»¤i

µ
¡ 1

'¤i

d'¤i
d»¤i

¶
d»¤i
d»i

= 0()

Ki
d

d»¤i

µ
1

'¤i

d'¤i
d»¤i

¶
= °»

1

'¤i

d

d»¤i

µ
1

'¤i

¶
()

Ki
1

'¤i

d'¤i
d»¤i

= °»
1

'¤i
¡

»¤iZ
0

1

'¤i
°
d»

d»¤i
d»¤i ()

Ki
1

'¤i

d'¤i
d»¤i

= °

µ
»

'¤i
¡ »¤i

¶
()

Ki
d'¤i
d»¤i

= ° (» ¡ »¤i'¤i ) ; i = 1; 2: (38)

Derivando esta última expresión con respecto a »¤i se tiene

Ki
d2'¤i
d»¤2i

¡ ° d»i
d»¤i

+ °

µ
'¤i + »

¤
i

d'¤i
d»¤i

¶
= 0 ; i = 1; 2()

Ki
d2'¤i
d»¤2i

+ °»¤i
d'¤i
d»¤i

= 0 ; i = 1; 2 (39)

La solución de (39) es

'¤i = Ai erf
µr

°

2Ki

»¤i

¶
+Bi ; i = 1; 2 (40)

y teniendo en cuenta (14) y (19) se tiene (21) y (23) :
Teniendo en cuenta (20) y (32) ; las ecuaciones (25) y (27) se obtienen de

(3) inmediatamente.
Veamos ahora como se transforma (7) : Por (14) y (20) se tiene que

@T2
@x

= ©02(T2)
@T2
@x

=) @T2
@x

=
1

©02(T2)
@T2
@x

=)

@T2
@x

=
1

©02(T2)
'02 (»)

1p
2°t

(41)

Además, si se reemplaza este último resultado y la condición (8) en (7)
se obtiene

K2
©02(T2)
©22(T2)

1

©02(T2)
'02 (»)

1p
2°t

= ¡ q0p
t
; » = 0
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K2'
¤2
2 (»

¤
2)'

0
2 (»)

1p
2°
= ¡q0 ; » = 0

K2'
¤2
2 (»

¤
2)
d'¤2
d»¤2

(»¤2)
(¡1)
'¤32 (»

¤
2)
= ¡q0

p
2° ; » = 0

K2
d'¤2
d»¤2

(»¤2) = q0
p
2°'¤2 (»

¤
2) ; »

¤
2 j»=0 (42)

Es de interés calcular »¤2 j»=0 ; para ello se considera (38) y (42) :
Igualando ambas ecuaciones se tiene

° (» ¡ »¤2'¤2) = q0
p
2°'¤2 (»

¤
2) ; »

¤
2 j»=0

entonces
¡°»¤2 = q0

p
2° ; »¤2 j»=0

y luego

»¤2 j»=0 = ¡
r
2

°
q0 (43)

Reemplazando este valor de »¤2 en (42) se tiene

K2
2p
¼
A2 exp

µ
¡ °

2K2

2

°
q20

¶r
°

2K2
=
p
2°q0

µ
A2 erf

µ
¡ q0p

K2

¶
+B2

¶
;

la cual es equivalente a (28) :
Se sabe que

Ti = ©i(Ti) = 'i(») =
1

'¤i (»
¤
i )

entonces (5) se puede reescribir del siguiente modo

1

©1(T0)
= A1 erf

µr
°

2K1
»¤1 j»!+1

¶
+B1 : (44)

Además,

d»1
d»¤1

= '¤1 (»
¤
1) =

1

'1 (»1)
=) '1 (»1) d»1 = d»

¤
1 =)
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»1Z
»1=1

'1 (»1) d»1 = »
¤
1 ¡ »¤1

¯̄
»1=1 ;

entonces para »1 ! +1; como '1 > 0; se tiene que »¤1 ! +1 entonces

erf
³q

°
2K1
»¤1 j»!+1

´
= 1 y teniendo en cuenta (44) se tiene (26) :

Si se utiliza (8) y (41) en la condición de interfase (2) se deduce que

k1(T1)
'01 (»)
©01 (T1)

1p
2°t

¡ k2(T2) '
0
2 (»)

©02 (T2)
1p
2°t

= L½

p
2°

2
p
t
; x = X(t)

K1
'01 (»)
©21 (T1)

¡K2
'02 (»)
©22 (T2)

= L½° ; » = 1 : (45)

Como

'0i (») = ¡
d'¤i
d»¤i

1

'¤3i
y ©i(Ti) =

1

'¤i (»
¤
i )
;

(45) puede reescribirse:

¡K1
d'¤1
d»¤1

1

'¤31 ©
2
1

+K2
d'¤2
d»¤2

1

'¤32 ©
2
2

= L½° ; » = 1 ;

o bien,

K2
d'¤2
d»¤2

1

'¤2
¡K1

d'¤1
d»¤1

1

'¤1
= L½° ; » = 1 ; (46)

y utilizando (38)

° (»2 ¡ »¤2'¤2)
1

'¤2
¡ ° (»1 ¡ »¤1'¤1)

1

'¤1
= L½° ; »i = 1 ; i = 1; 2()

»2
'¤2
¡ »¤2 ¡

»1
'¤1
+ »¤1 = L½ ; »i = 1 ; i = 1; 2 : (47)

Además,

©i(Tf) =

TfZ
T0i

Si(¾) d¾ = Ti(Tf ) = 'i

µ
X(t)p
2°t

¶
= 'i(1) =

1

'¤i (»
¤
i )
con »¤i

¯̄
»i=1 ;
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entonces por (47) se tiene

©2(Tf )¡ »¤2
¯̄
»2=1 ¡ ©1(Tf) + »¤1

¯̄
»1=1 = L½

o bien
©2(Tf )¡©1(Tf ) + ¸1 ¡ ¸2 = L½ ;

que es equivalente a (29) de�niendo ¸1 y ¸2 como en (32) :
La ecuación (30) se obtiene tomando »2 = 1 en (20) y teniendo en cuenta

(32) ; (40) y (43) :
Resta ahora encontrar la ecuación (31) que permitirá determinar °:
Se tiene

©i(Tf ) = 'i(1) =
1

'¤i (»
¤
i

¯̄
»i=1 )

y
d'¤i
d»¤i

= Ai

r
2°

¼Ki

exp

µ
¡ °

2Ki

»¤2i

¶
;

entonces sustituyendo en (46) que es equivalente a (2) se tiene

K2
1

'¤2
A2

r
2°

¼K2

exp

µ
¡ °

2K2

¸22

¶
¡K1

1

'¤1
A1

r
2°

¼K1

exp

µ
¡ °

2K1

¸21

¶
= L½° ; » = 1 ;

y como ©i(Tf ) =
1

'¤1
para » = 1; se obtiene (31) :¥

Lema 3. La solución del sistema (25)¡ (28) está dada por:

A1 =
1

erf c
³q

°
2K1
¸1

´ µ 1

©1 (T0)
¡ 1

©1 (Tf)

¶

B1 =
1

erf c
³q

°
2K1
¸1

´
0
B@ 1

©1 (Tf )
¡
erf
³q

°
2K1
¸1
´

©1 (T0)

1
CA

A2 =
1

©2 (Tf )
³
G
³

q0p
K2

´
+ erf

³q
°
2K2
¸2

´´

B2 =
G
³

q0p
K2

´
©2 (Tf )

³
G
³

q0p
K2

´
+ erf

³q
°
2K2
¸2

´´
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donde
erf c(x) = 1¡ erf(x) y

G(x) =
1p
¼

exp(¡x2)
x

+ erf(x) ; x > 0: (48)

Lema 4. La ecuación (30) puede reescribirse como

F (°; ¸2) = 0 (49)

donde

F (°; ¸2) = ¡1 + ¸2
©2 (Tf )

G (u (°; ¸2)) +m

m+ erf (u (°; ¸2))
; ° > 0 ; ¸2 > 0 (50)

con

m = G

µ
q0p
K2

¶
> 1 ([2]) y u (°; ¸2) =

r
°

2K2

¸2 (51)

y G de�nida en (48) :
Demostración. Sustituyendo los valores obtenidos para A2 y B2 en

(30) ; se obtiene

0 = ¡1 +
¸2Z

¡
p
2=°q0

A2 (°; ¸2) erf

µr
°

2K2

¾

¶
d¾ +B2 (°; ¸2)

µ
¸2 +

r
2

°
q0

¶

0 = ¡1 +

Z ¸2

¡
p
2=°q0

erf
³q

°
2K2
¾
´
d¾ +G

³
q0p
K2

´³
¸2 +

q
2
°
q0
´

©2 (Tf )
³
G
³

q0p
K2

´
+ erf

³q
°
2K2
¾
´´ :

Integrando, se tiene

0 = ¡1 +
¸2G

³q
°
2K2
¸2

´
¡G

³
q0p
K2

´q
2
°
q0 +G

³
q0p
K2

´³
¸2 +

q
2
°
q0

´
©2 (Tf )

³
G
³

q0p
K2

´
+ erf

³q
°
2K2
¾
´´
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0 = ¡1 +
¸2

³
G
³q

°
2K2
¸2

´
+G

³
q0p
K2

´´
©2 (Tf )

³
G
³

q0p
K2

´
+ erf

³q
°
2K2
¾
´´ :

Si se de�ne m y u como en (51) se tiene la tesis. ¥
Ahora, sólo resta resolver el sistema (31) y (49) para encontrar la solución,

donde ¸1 está dado por (29). Primero se estudia la ecuación (49) :

Lema 5. La ecuación (49) de�ne implícitamente una función creciente
¸2 = ¸2(°) tal que F (°; ¸2(°)) = 0: Más aún, tenemos que ¸2(0+) = 0 y
¸2(+1) = ©2(Tf ):
Demostración. Para obtener la tesis del teorema basta aplicar el teroema

de Dini. Entonces, basta ver que
@F

@¸2
(°; ¸2) 6= 0 para todo ° y ¸2: Se tiene

que
@F

@¸2
(°; ¸2) =

1

©2 (Tf )
W (u (°; ¸2) ; m) (52)

donde

W (u;m) = 1¡ 2u exp (¡u2)p
¼ (m+ erf(u))

¡ 2 exp (¡2u2)
¼ (m+ erf(u))2

: (53)

Como

@W

@m
(u;m) =

2u exp (¡u2)p
¼ (m+ erf(u))

+ 4
exp (¡2u2)

¼ (m+ erf(u))3
> 0 : (54)

entonces W (u;m) > W (u; 1) para todo u ¸ 0:
Por lo tanto, es su�ciente demostrar que W (u; 1) > 0:

Puede verse fácilmente que W (0+; 1) = 1¡ 2
¼
;W (+1; 1) = 1; y luego de

tediosos cálculos se obtiene que
@W

@u
(u; 1) 6= 0; 8u ¸ 0 :

Entonces 0 < 1 ¡ 2

¼
< W (u; 1) < 1; 8u ¸ 0 y por lo tanto W (u;m) >

W (u; 1) > 0 para todo u ¸ 0 con lo cual se demuestra que
@F

@¸2
> 0 para

todo ° y ¸2.
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Además, teniendo en cuenta (50) y (51) se tiene que

@F

@°
(°; ¸2) =

¡u2
©2(Tf)° (m+ erf(u))

s
2K2

°¼

µ
1

2u2
+ 1 +

exp (¡u2)p
¼u (m+ erf(u))

¶
< 0 :

(55)

Debido a que
@F

@¸2
> 0 y

@F

@°
< 0 por el teorema de Dini resulta que

existe una función ¸2 = ¸2(°) de�nida implícitamente por F (°; ¸2(°)) = 0
para todo ° y su derivada está dada por

¸02(°) = ¡@F
@°
= @F
@¸2

> 0; para todo °:¥

Ahora reemplazando ¸2 = ¸2(°) en (29) ; tenemos el siguiente teorema

Teorema 2. El problema de frontera libre (25)¡(31) tiene única solución
si y sólo si q0 veri�ca la desigualdad (10) :

Demostración. En el Lema 5 se vió que ¸2 = ¸2 (°) es una función
creciente, entonces por (29) ¸1 = ¸1 (°) es creciente también. Además
¸1(0

+) = L½ + ©1(Tf) ¡ ©2(Tf ) y ¸1(+1) = L½ + ©1(Tf ): Finalmente,
tenemos que estudiar la existencia y unicidad de solución de la ecuación
(31) : Teniendo en cuenta el Lema 3 la ecuación (31) puede escribirse de la
siguiente manera

ª(°) = L½
p
° ; ° > 0 (56)

donde

ª(°) = ¡
r
2K1

¼
©1(Tf )¡©1(T0)

©1(T0)

exp(¡ °
2K1
¸21(°))

1¡ erf
³q

°
2K1
¸1(°)

´+
r
2K2

¼

exp(¡ °
2K2
¸22(°))

m+ erf
³q

°
2K2
¸2(°)

´ :
(57)

Es fácil ver que ª es una función decreciente tal que ª(+1) = ¡1.
Ahora, es necesario conocer el signo de ª(0+) donde

ª
¡
0+
¢
=

r
2K1

¼

µ
1¡ ©1(Tf )

©1(T0)

¶
+

r
2K2

¼

1

m
: (58)
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De (12) [2] tenemos que

ª
¡
0+
¢
> 0()

r
K2

K1

1³
©1(Tf )

©1(T0)
¡ 1
´ > m = G

µ
q0p
K2

¶

() G¡1

0
@rK2

K1

1³
©1(Tf )

©1(T0)
¡ 1
´
1
A < G¡1 (m) =

q0p
K2

()

() q0 >
p
K2G

¡1

0
@rK2

K1

1³
©1(Tf )

©1(T0)
¡ 1
´
1
A ; (59)

que es la desigualdad (10) : Resumiendo, si la condición (10) vale, entonces
ª es una función decreciente tal que ª(0+) > 0 y ª(+1) = ¡1; entonces
existe un único valor ° el cual satisface la ecuación trascendental (56) :¥
Luego, se tiene el siguiente teorema:

Teorema 3. El problema (1) ¡ (7) tiene una única solución del tipo
Neumann si y solo si el coe�ciente q0 veri�ca la desigualdad (10) : En este
caso la solución está dada por (18) ; (19) ; (21) ¡ (24) ; donde Ai y Bi para
i = 1; 2 están dados por el Lema 3 ; ¸2 = ¸2(°) dada por el Lema 5, ¸1 =
¸1(°) dada por (29) y ° es la única solución de la ecuación (56) :

El Teorema 2 nos muestra que cuando el coe�ciente del �ujo de calor
entrante q0 tiene una cota inferior del tipo (10) obtenemos un proceso de
cambio de fase instantáneo.
Por el contrario, si q0 no veri�ca (10) entonces tenemos solamente un

problema de conducción del calor para la fase sólida inicial.
En el caso que q0 veri�que la desigualdad (10) ; podemos calcular la tem-

peratura sobre el borde �jo x = 0: Esta temperatura está dada por

T2(0; t) = ©
¡1
2

0
B@q0p¼©2(Tf )p

K2

erf
³q

°
2K2
¸2(°)

´
+G

³
q0p
K2

´
exp

³
¡ q20
K2

´
1
CA ; (60)
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y satisface la condición T2(0; t) > Tf ; 8t > 0:
Por lo tanto, podemos considerar el problema (1) ¡ (6) y (13) : En la

próxima sección se probará que este nuevo problema matemático tiene una
solución del tipo similaridad para todos los datos, con T2(0; t) = Tm > Tf :

Observación 2. Imponiendo un �ujo de calor proporcional a t¡1=2 (7) ;
obtenemos la condición (13) ; condición de temperatura constante en el borde
�jo a través de la siguiente expresión

Tm = ©
¡1
2

0
B@q0p¼©2(Tf )p

K2

erf
³q

°
2K2
¸2(°)

´
+G

³
q0p
K2

´
exp

³
¡ q20
K2

´
1
CA (61)

donde ° es la única solución de la ecuación (56) :¥
Este resultado fue obtenido en [20] para coe�cientes térmicos constantes

en ambas fases.

Observación 3. Para un proceso de solidi�cación con �ujo de calor en
el borde �jo proporcional a t¡1=2 , se puede obtener un resultado similar al
del Teorema 2 (proceso de fusión).¥

III. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCION PARA EL
PROBLEMA DE FRONTERA LIBRE CON CONDICION DE
TEMPERATURA EN EL BORDE FIJO.
Ahora, se considera el problema (1) ¡ (6) y la condición de temperatura

(13) sobre el borde �jo x = 0: Usando (8) ; (14) ; (18) y
de�endo

»1 = 1 +

Z »¤1

»¤1j»1=1
'¤1 d»

¤
1 con '¤1 =

1

'1
(62)

y

»2 =

Z »¤2

0

'¤2 d»
¤
2 con '¤2 =

1

'2
; (63)

se tiene el siguiente teorema
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Teorema 4. Las distribuciones de temperaturas T1 y T2 del problema
(1)¡ (6) ; (13) están dadas paramétricamente por

T1 = ©
¡1
1

(
C1 erf

"µ
°

2K1

¶ 1
2

»¤1

#
+D1

)¡1

; (64)

»1 =

Z »¤1

¸1

(
C1 erf

"µ
°

2K1

¶ 1
2

¾

#
+D1

)
d¾ + 1 ; (65)

y

T2 = ©
¡1
2

(
C2 erf

"µ
°

2K2

¶ 1
2

»¤2

#
+D2

)¡1

; (66)

»2 =

Z »¤2

0

(
C2 erf

"µ
°

2K2

¶ 1
2

¾

#
+D2

)
d¾ (67)

donde las incógnitas °; Ci; Di; ¸i (i = 1; 2) deben satisfacer el siguiente sis-
tema de ecuaciones

1

©1(Tf )
= C1 erf

µr
°

2K1

¸1

¶
+D1 (68)

1

©2(Tf )
= C2 erf

µr
°

2K2
¸2

¶
+D2 (69)

1

©1(T0)
= C1 +D1 (70)

1

©2(Tm)
= D2 (71)

¸1 = ¸2 + L½+©1(Tf )¡ ©2(Tf) (72)

1 =

¸2Z
0

C2 erf

µr
°

2K2
¾

¶
d¾ +D2¸2 (73)

¡C1©1(Tf)
r
2K1

¼
exp

µ
¡ °

2K1
¸21

¶
+C2©2(Tf)

r
2K2

¼
exp

µ
¡ °

2K2
¸22

¶
= L½

p
°

(74)
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donde ¸1 y ¸2 están dadas por (32) :

Demostración. Análogamente al teorema 1 se obtiene (64)¡ (70) ; (72)
y (74), con constantes Ci y Di en lugar de Ai y Bi respectivamente para
i = 1; 2: También se tiene que

'¤i = Ci erf
µr

°

2Ki

»¤i

¶
+Di ; i = 1; 2 :

Resta entonces ver como se obtienen (71) y (73) :
Para x = 0 se tiene » = 0 entonces

'¤2 (0) =
1

'2(0)
=

1

T2 (0; t)
=

1

©2 (T2 (0; t))
=

1

©2 (Tm)
:

Luego

1

©2 (Tm)
= '¤2 (0) = C2 erf

µr
°

2K2

»¤2j»2=0
¶
+D2 ;

como »¤2j»2=0 = 0; se tiene (71) :
Por último, si se toma »2 = 1 en (67) se obtiene (73) :¥
Lema 6. La solución del sistema (68)¡ (71) está dada por

C1 =
1

1¡ erf
µr

°

2K1

¸1

¶ µ 1

©1 (T0)
¡ 1

©1 (Tf )

¶
; (75)

C2 =
1µ

1

©2 (Tf )
¡ 1

©2 (Tm)

¶
erf

µr
°

2K2
¸2

¶ ; (76)

D1 =
1

1¡ erf
µr

°

2K1

¸1

¶
0
BBB@ 1

©1 (Tf )
¡
erf

µr
°

2K1

¸1

¶
©1 (T0)

1
CCCA ; (77)

D2 =
1

©2 (Tm)
: (78)
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Lema 7. La ecuación (73) puede reescribirse como

H (°; ¸2) = 0 (79)

donde

H (°; ¸2) = ¡1 + C2 (°; ¸2)
¸2Z
0

erf

µr
°

2K2
¾

¶
d¾ +D2¸2 :

Ahora, solo resta resolver el sistema (74) y (79) con incógnitas ° y ¸2 para
encontar la solución. Primero, en forma análoga a lo hecho en la Sección II,
se estudia la ecuación (79) :

Lema 8. Existe una función creciente ¸2 = ¸2(°) tal que H(°; ¸2(°)) =
0 para todo °:

Demostración. Basta con aplicar el teorema de Dini probando que
@H

@¸2
(°; ¸2) 6= 0 para todo ° y ¸2: Se tiene

@H

@¸2
(°; ¸2) = C2 (°; ¸2) erf

µr
°

2K2

¸2

¶
+

@C2
@¸2

(°; ¸2)

¸2Z
0

erf

µr
°

2K2

¾

¶
d¾ +D2 =

=
1

©2 (Tf )

µ
1¡ ¯ exp(¡u

2)

erf(u)

µ
u+

exp(¡u2)¡ 1p
¼ erf(u)

¶¶

donde u = u (°; ¸2) está dada por (51) y

¯ =
2p
¼

µ
1¡ ©2 (Tf )

©2 (Tm)

¶
> 0 : (80)

Entonces se obtiene

@H

@¸2
(°; ¸2) > 0()

p
¼

¯
> M(u) ; (81)
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donde la función M está de�nida por

M(x) =
exp(¡x2)
erf(x)

µ
x
p
¼ +

exp(¡x2)¡ 1
erf(x)

¶
; 8x > 0 : (82)

Debido a que ¯ < 2p
¼
entonces

p
¼

¯
>
¼

2
y como M(0) = ¼

4
;M(+1) = 0

y M 0(x) < 0;8x > 0 ; se obtiene que (81) vale para todo °; ¸2:
Además

@H

@°
(°; ¸2) = ¡ ¯1¸2p

¼° erf(u)

µ¡
1¡ exp(¡u2)¢µ 1

2u
¡ exp(¡u2)p

¼ erf(u)

¶
+ u exp

¡¡u2¢¶
(83)

donde

¯1 =
1p
¼

µ
1

©2(Tf)
¡ 1

©2(Tm)

¶
:

Es fácil ver que

1

2u
¡ exp(¡u2)p

¼ erf(u)
> 0 entonces

@H

@°
(°; ¸2) < 0 : (84)

Entonces por (81) y (84) ; se obtiene que

¸02 (°) = ¡
@H

@°
(°; ¸2)

@H

@¸2
(°; ¸2)

> 0: ¥

Ahora, reemplazando ¸2 = ¸2(°) en (72) se tiene el siguiente teorema

Teorema 5. El problema de frontera libre (68)¡(74) tiene única solución
cualquiera sean los datos iniciales del problema.

Demostración. Los coe�cientes Ci; Di (i = 1; 2) están dados por (75)¡
(78). En el Lema 8 se obtuvo que ¸2 = ¸2 (°) es una función creciente,
entonces por (72) se obtiene que ¸1 = ¸1 (°) es creciente también.
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Finalmente , se debe estudiar la existencia y unicidad de la ecuación (74) :
Teniendo en cuenta (75) y (76) ; la ecuación (74) se convierte en

¤(°) = L½
p
° ; ° > 0 (85)

donde la función ¤ está de�nida por

¤(°) = ¡
r
2K1

¼

µ
©1(Tf )¡ ©1(T0)

©1(T0)

¶ exp

µ
¡ °

2K1

¸21(°)

¶
µ
1¡ erf

µr
°

2K1
¸1(°)

¶¶+

+

r
2K2

¼

µ
©2(Tm)¡ ©2(Tf)

©2(Tm)

¶ expµ¡ °

2K2
¸22(°)

¶

erf

µr
°

2K2

¸2(°)

¶ ; ° > 0 :

Para demostrar que ¤ es una función decreciente se de�ne

I1 (°) = ¡
r
2K1

¼

µ
©1(Tf )¡ ©1(T0)

©1(T0)

¶
F1

µr
°

2K1

¸1(°)

¶

y

I2(°) =

r
2K2

¼

µ
©2(Tm)¡ ©2(Tf )

©2(Tm)

¶
F2

µr
°

2K2
¸2(°)

¶

donde

F1(x) =
exp(¡x2)
1¡ erf(x) y F2(x) =

exp(¡x2)
erf(x)

; x > 0 :

I1 es una función decreciente pues F1 y ¸1 son crecientes y además
©1(Tf ) > ©1(T0):
I2 también resulta una función decreciente pues ¸2 es una función cre-

ciente, F2 decrece y además ©2(Tm) > ©2(Tf ): Por lo tanto ¤ es decreciente.
Además, es fácil ver que F1(0+) = 1; F1(+1) = +1; F2(0+) = +1 y

F2(+1) = 0 entonces ¤ (0+) = +1 y ¤ (+1) = ¡1. Luego existe una
única solución ° de la ecuación trascendental (85) cualesquiera sean los datos
iniciales del problema.¥
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CONCLUSION. Se obtuvo una solución del tipo similaridad, análoga
a la solución clásica de tipo Neumann, correspondiente al proceso de fusión
con coe�cientes térmicos no lineales para materiales de tipo Storm y una
condición inicial de temperatura constante T0 menor que la temperatura de
fusión Tf :
Se probó que existe una solución explícita cualesquiera sean los datos

iniciales del problema cuando se impone una condición de temperatura (13)
en el borde �jo x = 0 : Si se considera la condición (7) ; �ujo de calor
proporcional a t¡1=2; entonces se obtiene la solución explícita si y sólo si
el coe�ciente del �ujo de calor entrante q0 tiene una cota inferior dada por
(10) :
Las dos condiciones de borde sobre x = 0 (7) ; con dato q0; y (13) ; con

dato Tm; están relacionadas a través de (61).
Más aún, todos los resultados obtenidos para el proceso de fusión con

materiales de tipo pueden ser también obtenidos para un proceso de solidi�-
cación con los correspondientes datos iniciales y de borde análogos.
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CAPITULO 2

SOLUCIONES EXPLÍCITAS PARA UN PROBLEMA DE
STEFAN A UNA FASE CON CONDUCTIVIDAD TERMICA

DEPENDIENTE DE LA TEMPERATURA Y CON
TERMINO CONVECTIVO.

RESUMEN

Se estudia un problema de Stefan a una fase para un material semi-in�nito
con conductividad térmica dependiente de la temperatura y un término con-
vectivo. En el borde �jo x = 0 se impone una condición de temperatura
constante o una condición de �ujo de calor del tipo q0=

p
t (q0 > 0) . En am-

bos casos se obtiene una representación paramétrica de la solución del tipo
similaridad.

I. INTRODUCCION

Se considera un problema de Stefan para una región semi-in�nita x > 0
[18]. Se debe determinar la evolución de la frontera libre x = s(t) y la
distribución de la temperatura µ(x; t). En [29] puede encontrarse una gran
cantidad de bibliografía sobre este tipo de problemas.
Aquí se considera un proceso a una fase para una ecuación de conducción

de calor no lineal con término convectivo. Continuando con el trabajo [26] se
considera el siguiente problema de frontera libre (proceso de solidi�cación)

½c
@µ

@t
=
@

@x

µ
k(µ; x)

@µ

@x

¶
¡ v(µ)@µ

@x
; 0 < x < s(t) ; t > 0 (1)

k(µ(0; t); 0)
@µ

@x
(0; t) =

q0p
t
; q0 > 0 ; t > 0 (2)

k (µ (s(t); t) ; s(t))
@µ

@x
(s(t); t) = ½l

²
s(t) ; t > 0 (3)

µ (s(t); t) = 0 ; t > 0 (4)

s(0) = 0 (5)

donde la conductividad térmica k(µ; x) y la velocidad v(µ) están dadas por

v(µ) = ½c
d

2 (a+ bµ)2
(6)
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k(µ; x) = ½c
1 + dx

(a+ bµ)2
(7)

donde

µ(x; t) : distribución de temperatura en el material semi-in�nito,
q0 : coe�ciente que caracteriza el �ujo de calor sobre el borde �jo,
x : variable espacial,
t : tiempo,
s(t) : frontera libre (posición de la interfase),
c : calor especí�co por unidad de masa ,
½ : densidad de masa,
k : conductividad térmica,
l : calor latente de fusión por unidad de masa,
v : velocidad,
a; b; d : constantes positivas (parámetros).

Estos tipos de conductividad térmica no lineal y de coe�cientes de difusión
fueron considerados en numerosos trabajos, por ejemplo [4, 7, 8, 17, 21, 23,
27]. La ecuación de transporte no lineal (1) surge relacionada con el �ujo no
saturado en medios porosos heterogéneos. Si se toma d = 0 y b = 0 en el
problema de frontera libre (1) ¡ (7) entonces se obtiene el clásico problema
de Lamé-Clapeyron-Stefan a una fase. La primera solución explícita para el
problema de Stefan a una fase fue dada en [18]. Aquí con q0=

p
t notamos al

�ujo de calor en el borde x = 0 que es del tipo impuesto en [28]. Este tipo
de �ujo de calor sobre el borde �jo x = 0 fue también considerado en muchos
problemas aplicados, por ejemplo [3, 12, 22].
El objetivo de este trabajo es determinar que condiciones deben cumplir

los parámetros del problema (en particular q0) para obtener un proceso de
cambio de fase instantáneo. En la Sección II se continúa y complementa [26],
probando la existencia de una solución explícita al problema (1) ¡ (5) con
coe�cientes no lineales (6) y (7) calesquiera sean los datos q0; ½; c; l; µf ; a; b; d.
Más aún, esta solución está dada como una función que depende de un
parámetro °¤, el cual es la única solución de la ecuación trascendental (52) :
Además, si se reemplaza la condición de �ujo (2) por una nueva condición de
temperatura (55) sobre el borde �jo x = 0 también se obtiene en la Sección
III la existencia de solución cualesquiera sean los datos. En esta sección se
obtienen resultados novedosos respecto a [26].
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En ambos casos, la solución explícita está dada en forma paramétrica y
tiene una representación del tipo similaridad. Otros problemas con coe�-
cientes térmicos no lineales en este área pueden encontrarse en [5, 6, 20, 24,
25].

II. SOLUCION DEL PROBLEMA DE FRONTERA LIBRE
CON CONDICION DE FLUJO EN EL BORDE FIJO.
Consideremos el problema (1)¡(5) :Teniendo en cuenta (6) y (7) podemos

escribir el problema de la siguiente forma

@µ

@t
=
@

@x

µ
1 + dx

(a+ bµ)2
@µ

@x
+

d

2b (a+ bµ)

¶
; 0 < x < s(t) ; t > 0 (8)

1

a2
@µ

@x
(0; t) =

q¤0p
t
; t > 0 (9)

1 + ds(t)

a2
@µ

@x
(s(t); t) = ®

²
s(t) ; t > 0 (10)

µ (s(t); t) = 0 ; t > 0 (11)

s(0) = 0 (12)

donde ® =
l

c
y q¤0 =

q0
½c
:

Lema 1. Si se de�nen las siguientes transformaciones, de la misma
forma en que se hizo en [26]8>>><

>>>:
y =

2

d

h
(1 + dx)

1
2 ¡ 1

i
S(t) =

2

d

h
(1 + ds(t))

1
2 ¡ 1

i
µ(y; t) = µ(x; t)

(13)

y 8>>>>>><
>>>>>>:

y¤ = y¤(y; t) =
yR
S(t)

¡
a+ bµ (¾; t)

¢
d¾ + (®b+ a)S(t)

t¤ = t

µ¤ =
1

a+ bµ
S¤ = y¤ jy=S = (®b+ a)S(t):

(14)
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se tiene el siguiente problema de frontera libre para la ecuación del calor:

@µ¤

@t¤
=
@2µ¤

@y¤2
; 2bq¤0

p
t¤ < y¤ < S¤(t¤) ; t¤ > 0 (15)

@µ¤

@y¤

³
2bq¤0

p
t¤; t¤

´
= ¡ q

¤
0bp
t¤
µ¤
³
2bq¤0

p
t¤; t¤

´
; t¤ > 0 (16)

@µ¤

@y¤
(S¤(t¤); t¤) = ®¤

²
S¤ (t¤) ; t¤ > 0 (17)

µ¤ (S¤(t¤); t¤) = µ¤f ; t
¤ > 0 (18)

S¤(0) = 0 (19)

donde

®¤ =
¡®b

(®b+ a) a
; µ¤f =

1

a
: (20)

Demostración. En primer lugar, se demuestra que el problema (8)¡(12)
es equivalente al siguiente:

@µ

@t
=
@

@y

µ
1

(a+ b µ)2
@µ

@y

¶
; 0 < y < S(t) ; t > 0; (21)

1¡
a+ b µ(0; t)

¢2 @µ@y (0; t) = q¤0p
t
; t > 0;

µ
q¤0 =

q0
½c

¶
; t > 0; (22)

1

a2
@µ

@y
(S(t); t) = ®

²
S (t) ; t > 0

µ
® =

l

c
> 0

¶
; t > 0; (23)

µ(S(t); t) = 0 ; t > 0; (24)

S(0) = 0 (25)

Si se considera la transformación (13) se tiene que

@µ

@x
=
@µ

@y

@y

@x
=
@µ

@y

1p
1 + dx
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y reemplazada en (8) da

@µ

@t
=

@µ

@t
=
@

@y

µ
1 + dx

(a+ b µ)2
@µ

@y

1p
1 + dx

+
d

2b(a+ b µ)

¶
1p
1 + dx

=

=
@

@y

Ã
d
2
y + 1

(a+ b µ)2
@µ

@y
+

d

2b(a+ b µ)

!
1

d
2
y + 1

=

=
d
2¡

d
2
y + 1

¢ ¡
a+ b µ

¢2 @µ@y ¡ 2b¡
a+ b µ

¢3
µ
@µ

@y

¶2
+

1

(a+ b µ)2
@2µ

@y2

¡ 1¡
d
2
y + 1

¢ d
2¡

a+ b µ
¢2 @µ@y

luego,

@µ

@t
= ¡ 2b¡

a+ b µ
¢3
µ
@µ

@y

¶2
+

1

(a+ b µ)2
@2µ

@y2
=
@

@y

µ
1

(a+ b µ)2
@µ

@y

¶
(26)

y se ha obtenido la ecuación (21).

Las condiciones (24) y (25) salen en forma inmediata de (4) y (5) :

La condición (9) es equivalente a la dada por

1¡
a+ b µ(0; t)

¢2 @µ@y @y@x(0; t) = q¤0p
t
; t > 0;

y teniendo en cuenta que

@y

@x
=

1p
1 + dx

=

µ
d

2
y + 1

¶¡1
se obtiene (22) :
La condición (10) es equivalente a

1 + d s(t)

a2
@µ

@y
(S(t); t)

@y

@x
(s(t); t) = ®

²
s (t) ; t > 0 ()

() 1 + d s(t)

a2
@µ

@y
(S(t); t)

1p
1 + ds(t)

= ®
p
1 + ds(t)

²
S (t) ; t > 0
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luego, se tiene (23) :

Antes de pasar al problema (15) ¡ (19), de la transformación (14) y del
problema (21)¡ (25) se obtiene una expresión alternativa para y¤

@y¤

@t
= ¡ ¡a+ bµ (S(t); t)¢ ²

S (t)+

yZ
S(t)

b
@µ

@t
(¾; t) d¾ + (®b+ a)

²
S (t) =

= ®b
²
S (t)+

yZ
S(t)

b
@

@y

Ã
1¡

a+ bµ (¾; t)
¢2 @µ@y

!
d¾ =

= ®b
²
S (t) + b

Ã
1¡

a+ bµ (y; t)
¢2 @µ@y (y; t)¡ 1¡

a+ bµ (S(t); t)
¢2 @µ@y (S(t); t)

!
=

=
b¡

a+ bµ (y; t)
¢2 @µ@y (y; t) =

=

yZ
0

@

@y

Ã
b¡

a+ bµ (¾; t)
¢2 @µ@y (¾; t)

!
d¾ +

b¡
a+ bµ (0; t)

¢2 @µ@y (0; t) (27)

=
(21)¡(22)

b

yZ
0

@µ

@t
(¾; t) d¾ +

bq¤0p
t

(28)

entonces

y¤(y; t) =

tZ
0

0
@ yZ

0

@

@y

¡
a+ bµ (¾; t)

¢
d¾ +

bq¤0p
¿

1
A d¿ +

yZ
0

¡
a+ bµ (¾; 0)

¢
d¾ =

=

yZ
0

¡
a+ bµ (¾; t)

¢
d¾ + 2bq¤0

p
t : (29)

Ahora, se considera la transformación (14) y se obtiene:

@µ¤

@y¤
@y¤

@y
=

¡b@µ
@y¡

a+ b µ
¢2 () @µ¤

@y¤
¡
a+ bµ

¢
=

¡b@µ
@y¡

a+ b µ
¢2 ()
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() @µ

@y
=

¡
a+ b µ

¢3
¡b

@µ¤

@y¤
= ¡ 1

bµ¤3
@µ¤

@y¤
(30)

Si se deriva nuevamente respecto de y resulta:

@2µ¤

@y¤2
¡
a+ bµ

¢2
+
@µ¤

@y¤
b
@µ

@y
=

2b2¡
a+ b µ

¢3
µ
@µ

@y

¶2
¡ b¡

a+ b µ
¢2 @2µ@y2

y, si se reemplaza
@µ

@y
; se tiene:

@2µ

@y2
=
¡ ¡a+ b µ¢4

b

@2µ¤

@y¤2
+
3
¡
a+ b µ

¢5
b

µ
@µ¤

@y¤

¶2
(31)

Por otra parte,

@µ¤

@y¤
@y¤

@t¤
+
@µ¤

@t¤
=

¡b@µ
@t¡

a+ b µ
¢2 () @µ¤

@y¤
b¡

a+ b µ
¢2 @µ@y + @µ

¤

@t¤
=

¡b¡
a+ b µ

¢2 @µ@t :
Por lo tanto

@µ

@t
=

¡
a+ b µ

¢3
b

µ
@µ¤

@y¤

¶2
¡
¡
a+ b µ

¢2
b

@µ¤

@t¤
(32)

Si se reemplaza (30), (31) y (32) en (26) se obtiene (15).

Para obtener (16) se debe considerar la transformación (14) y se debe
recordar que

@µ

@y
=

¡
a+ b µ

¢3
¡b

@µ¤

@y¤
= ¡ 1

bµ¤3
@µ¤

@y¤
:

Se demostró que (10) es equivalente a (23), luego para probar (17) se
deriva

S¤ = y¤ jy=S = (®b+ a)S(t)
respecto de t¤ y se obtiene

@µ¤

@y¤
(S¤(t¤); t¤) =

¡®b
a (®b+ a)

dS¤

dt¤
= ®¤

dS¤

dt¤
:
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Finalmente se debe de�nir ®¤ como en (20) y utilizar (30) :
Las condiciones (18) y (19) se deducen de (24) y de (25) en forma inmedi-

ata usando la transformación (14) y de�niendo µ¤f como en (20) :
De esta manera se ha demostrado que el problema (8)¡(12) es equivalente

al problema dado por (15)¡ (19) :¥

Observación 1. Teniendo en cuenta que el problema (15)¡ (19) es un
clásico problema de tipo Stefan, las dos condiciones sobre la frontera libre
implican que necesariamente la frontera libre S¤(t¤) (S(t)) está dada por

S¤(t¤) =
p
2°¤t¤;

³
S(t) =

p
2°t
´

(33)

donde ° > 0 es un parámetro desconocido a ser determinado y está rela-
cionado con °¤ de la siguiente manera

°¤ = °(®b+ a)2:¥ (34)

En lo que sigue se propone una solución de semejanza para el problema
(15)¡ (19) y se tiene el siguiente teorema:

Teorema 1. Sea

µ¤(y¤; t¤) = £¤(»¤) ; »¤ =
y¤p
2°¤t¤

: (35)

Así, el problema (15)¡ (19) se reduce a:

d2£¤

d»¤2
+ °¤»¤

d£¤

d»¤
= 0 ; bq¤0

r
2

°¤
< »¤ < 1 (36)

d£¤

d»¤

µ
bq¤0

r
2

°¤

¶
= ¡

p
2°¤q¤0b £

¤
µ
bq¤0

r
2

°¤

¶
(37)

d£¤

d»¤
(1) = ®¤ °¤ (38)
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£¤ (1) = µ¤f : (39)

Más aún, la solución de (36) está dada por

£¤ (»¤) = A erf

"r
°¤

2
»¤
#
+B; (40)

donde A , B y °¤ deben ser determinados por las condiciones (37)¡ (39) las
cuales son equivalentes a

A exp
¡¡ (bq¤0)2¢ = ¡q¤0bp¼ [A erf (bq¤0) +B] (41)

A erf

"r
°¤

2

#
+B = µ¤f (42)

A exp

·
¡°

¤

2

¸
= ®¤

r
°¤¼
2

(43)

Demostración. De (35) se tiene

µ¤(y¤; t¤) = £¤(»¤) ; »¤ =
y¤p
2°¤t¤

luego,

@µ¤

@y¤
=
d£¤

d»¤
@»¤

@y¤
=
d£¤

d»¤
1p
2°¤t¤

;
@µ¤

@t¤
=
d£¤

d»¤
@»¤

@t¤
=
d£¤

d»¤
(¡y¤) °¤
(2°¤t¤)

3
2

y
@2µ¤

@y¤2
=
d2£¤

d»¤2
1

2°¤t¤

que reemplazadas en (15) implica que

d£¤

d»¤
(¡y¤) °¤
(2°¤t¤)

3
2

=
d2£¤

d»¤2
1

2°¤t¤

o equivalentemente
d£¤

d»¤
°¤»¤ +

d2£¤

d»¤2
= 0 : (44)
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Si la ecuación (15) es válida para

2bq¤0
p
t¤ < y¤ < S¤(t¤) ; t¤ > 0 ;

entonces
2bq¤0

p
t¤ < y¤ <

p
2°¤t¤ ; t¤ > 0 ;

luego la ecuación (36) tiene validez en el siguiente dominio

bq¤0

r
2

°¤
< »¤ < 1 :

La condición (39) se deduce por simples reemplazos.
Para obtener la condición (38) se considera

d£¤

d»¤
=
@µ¤

@y¤
@y¤

@»¤
=
p
2°¤t¤

@µ¤

@y¤

luego

d£¤

d»¤
(1) =

p
2°¤t¤

@µ¤

@y¤
(S¤(t¤); t¤) =

(17)

=
p
2°¤t¤®¤

@S¤

@t¤
=
p
2°¤t¤®¤

p
2°¤

2
p
t¤
= ®¤°¤ :

Análogamente para obtener (37) se tiene

d£¤

d»¤
=
@µ¤

@y¤
@y¤

@»¤
=
p
2°¤t¤

@µ¤

@y¤

entonces

d£¤

d»¤

µ
bq¤0

r
2

°¤

¶
=

p
2°¤t¤

@µ¤

@y¤

³
2bq¤0

p
t¤; t¤

´
=
(16)

= ¡
p
2°¤t¤

bq¤0p
t¤
µ¤
³
2bq¤0

p
t¤; t¤

´
= ¡

p
2°¤bq¤0£

¤
µ
2bq¤0

p
t¤p

2°¤t¤

¶
=

= ¡
p
2°¤bq¤0£

¤
µ
bq¤0

r
2

°¤

¶
:

con lo cual se deduce (37) :
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La solución (40) se obtiene integrando la ecuación diferencial ordinaria
(36) :
Además, teniendo en cuenta (40)se tiene que

d£¤

d»¤
(»¤) = A

2p
¼
exp

µ
¡°

¤

2
»¤

2

¶r
°¤

2

y entonces por (37) se deduce que

d£¤

d»¤

µ
bq¤0

r
2

°¤

¶
= A

2p
¼
exp

¡¡ (bq¤0)2¢
r
°¤

2
=
p
2°¤bq¤0£

¤
µ
bq¤0

r
2

°¤

¶

entonces

A exp
¡¡ (bq¤0)2¢ = q¤0b

p
¼£¤

µ
bq¤0

r
2

°¤

¶
=

q¤0b
p
¼ [A erf (bq¤0) +B] :

Como £¤ (1) = µ¤f y vale (40) entonces

A erf

"r
°¤

2

#
+B = µ¤f :

Finalmente, como

d£¤

d»¤
(1) = A

2p
¼
exp

µ
¡°

¤

2

¶r
°¤

2

y vale (38) se tiene que

®¤°¤ = A

r
2°¤

¼
exp

µ
¡°

¤

2

¶

o equivalentemente

A exp

µ
¡°

¤

2

¶
= ®¤

r
¼°¤

2
;

es decir, (43) :¥
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En lo que sigue, se trata de reencontrar la solución µ del problema original
invirtiendo las transformaciones realizadas.
Finalmente, se obtendrá la solución en forma paramétrica.

Teorema 2. El problema de frontera libre (1) ¡ (5) tiene una única
solución de tipo similaridad cualesquiera sean los datos q0; ½; c; l; µf ; a; b; d.
Más aún, la solución está dada por

µ(x; t) = µ (») =
1

b

2
64 1

A erf
³q

°¤
2
»¤
´
+B

¡ a

3
75

» =
yp
2°t

=

2

d

h
(1 + dx)

1
2 ¡ 1

i
p
2°t

s(t) =
1

d

"µ
1 +

d

2

p
2°t

¶2
¡ 1
#

(45)

donde

» = (®b+ a)

µ
»¤
µ
Ag

µq
°¤
2
»¤;

1p
¼

¶
+B

¶
¡
r
2

°¤
bq¤0

µ
Ag

µ
bq¤0 ;

1p
¼

¶
+B

¶¶
;

(46)

A =
¡µ¤f

g
³
bq¤0;

1p
¼

´
¡ erf

³q
°¤
2

´ ; (47)

B =
µ¤f g

³
bq¤0 ;

1p
¼

´
g
³
bq¤0 ;

1p
¼

´
¡ erf

³q
°¤
2

´ ; (48)

g(x; p) = erf(x) + pR(x) ; x > 0 ; p 2 R;

R(x) =
exp(¡x2)

x
; x > 0

(49)
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y

erf (x) =
2p
¼

Z x

0

exp
¡¡u2¢ du : (50)

La constante desconocida °¤ es la única solución de la siguiente ecuación:

®¤
p
x = ¡

r
2

¼

µ¤f

g
³
bq¤0;¡ 1p

¼

´
¡ erf ¡px

2

¢ exp³¡x2
´
; x > 0:

Demostración. Para obtener (45) se deben invertir las relaciones (13) ; (14)
y (35) :
Si se de�ne » = y=

p
2°t se tiene

d»¤

d»
=
d»¤

dy¤
dy¤

dy

dy

d»
=

1p
2°¤t¤

¡
a+ bµ

¢p
2°t =

r
°

°¤
¡
a+ bµ

¢
=
(34)

1

®b+ a

¡
a+ bµ

¢
entonces

d»

d»¤
= (®b+ a)

1

a+ bµ
= (®b+ a) µ¤ (y¤; t¤) =

(®b+ a)£¤ (»¤) = (®b+ a)

"
A erf

Ãr
°¤

2
»¤
!
+B

#
;

luego como

»¤ j»=0= y¤p
2°¤t¤

¯̄̄
¯
y=0

=
2bq¤0

p
t¤p

2°¤t¤
=

r
2

°¤
bq¤0

se tiene

» = (®b+ a)

»¤Z
q

2
°¤ bq

¤
0

·
A erf

µq
°¤
2
¾

¶
+B

¸
d¾ : (51)

Como Z
erf(x)dx = x erf(x) +

1p
¼
exp(¡x2) =

x

µ
erf(x) +

1p
¼

exp(¡x2)
x

¶
= xg

µ
x;

1p
¼

¶
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entonces

» = (®b+ a)

µ
A¾g

µq
°¤
2
¾; 1p

¼

¶
+B¾

¶¯̄̄
¯¾=»

¤

¾=

r
2
°¤ bq

¤
0

=

(®b+ a)

µ
A»¤g

µq
°¤
2
»¤; 1p

¼

¶
+B»¤ ¡ A

r
2

°¤
bq¤0g

³
bq¤0;

1p
¼

´
¡B

q
2
°¤ bq

¤
0

¶
= (51)

Las constantes A y B se deducen de forma inmediata de (41) y (42) :
Por otra parte, la constante desconocida °¤ se determinará a través de la
condición de borde (38) o bien la condición equivalente (43), la cual lleva a
la siguiente ecuación

®¤
p
°¤ = ¡

r
2

¼

µ¤f

g
³
bq¤0;

1p
¼

´
¡ erf

³q
°¤
2

´ expµ¡°¤
2

¶
; °¤ > 0; (52)

o bienr
°¤

2
exp

µ
°¤

2

¶
=

µ¤f

(¡®¤)p¼
³
g
³
bq¤0;

1p
¼

´
¡ erf

³q
°¤
2

´´ ; °¤ > 0: (53)

Si se de�ne ¹ =
q

°¤
2
y se observa que

µ¤f
(¡®¤)p¼ =

1

a
®b

a (®b+ a)

p
¼
=

1p
¼

³
1 +

a

®b

´

entonces ¹ debe ser la solución de la siguiente ecuación

W1(x) = W2(x) ; x > 0 ;

donde
W1(x) = x exp(x

2) ; x > 0 y

W2(x) =
1p
¼

³
1 +

a

®b

´ 1

g
³
bq¤0 ;

1p
¼

´
¡ erf (x)

; x > 0:
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Es fácil ver que W1(0+) = 0; W1(+1) = +1 y W 0
1(x) > 0; 8x > 0:

La función g de�nida por (49) es decreciente,

g

µ
0+;

1p
¼

¶
= +1 y g

µ
+1; 1p

¼

¶
= 1 ;

entonces W2 está bien de�nida y además W2(x) > 0 8x > 0:
Además

W2(0
+) = 1p

¼

¡
1 + a

®b

¢
1

g
³
bq¤0 ;

1p
¼

´ ; W2(+1) = 1p
¼

¡
1 + a

®b

¢
1

g
³
bq¤0 ;

1p
¼

´
¡1
y

W 0
2(x) =

2

¼

³
1 +

a

®b

´ exp(¡x2)³
g
³
bq¤0;

1p
¼

´
¡ erf (x)

´2 > 0 8x > 0 ;
por lo tanto existe una única solución °¤ de (53) cualesquiera sean los datos.¥
Observación 2.
Como se vió previamente

»¤ j»=0= 2bq¤0
p
t¤p

2°¤t¤
=

r
2

°¤
bq¤0

entonces

µ (0; t) = µ (0; t) =
1

b

0
@ 1

µ¤
³
y¤jy=0 ; t

´ ¡ a
1
A =

1

b

0
BB@ 1

£¤
µr

2

°¤
bq¤0

¶ ¡ a
1
CCA =

1

b

µ
1

A erf (bq¤0) +B
¡ a
¶
;

es decir, la temperatura es constante en el borde �jo x = 0: Esto origina la
siguiente Sección III.¥
Observación 3. Es importante destacar que

µ (0; t) < 0 :
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Reemplazando los valores de las constantes A y B se tiene que

µ (0; t) =
1

b

0
B@g

³
bq¤0 ;

1p
¼

´
¡ erf

³q
°¤
2

´
µ¤fp
¼
R (bq¤0)

¡ a

1
CA =

a
p
¼

b

1

R (bq¤0)

µ
erf (bq¤0) +

1p
¼
R (bq¤0)¡ erf

µq
°¤
2

¶
¡ R (bq

¤
0)p
¼

¶
=

a
p
¼

b

1

R (bq¤0)

µ
erf (bq¤0)¡ erf

µq
°¤
2

¶¶
: (54)

Como °¤ es la única solución de la ecuación (53) se tiene que

g

µ
bq¤0 ;

1p
¼

¶
¡ erf

Ãr
°¤

2

!
=

1p
¼

³
1 +

a

®b

´
R

Ãr
°¤

2

!
,

g

µ
bq¤0 ;

1p
¼

¶
= erf

Ãr
°¤

2

!
+

1p
¼
R

Ãr
°¤

2

!
+

1p
¼

a

®b
R

Ãr
°¤

2

!
,

g

µ
bq¤0;

1p
¼

¶
= g

Ãr
°¤

2
;
1p
¼

!
+

1p
¼

a

®b
R

Ãr
°¤

2

!
;

entonces

g

µ
bq¤0 ;

1p
¼

¶
> g

Ãr
°¤

2
;
1p
¼

!

y como g es decreciente resulta bq¤0 <
q

°¤
2
, con lo cual , teniendo en cuenta

la expresión (54) ; resulta µ (0; t) < 0:¥
Observación 4.
Como a+ bµ (s(t); t) = a > 0; si se prueba que a+ bµ (0; t) > 0 entonces

por el Principio del máximo resultaría v y k bien de�nidos. Se tiene

a+ bµ (0; t) =
(54)

a+ b
a
p
¼

b

1

R (bq¤0)

Ã
erf (bq¤0)¡ erf

Ãr
°¤

2

!!
=

a

Ã
1 +

p
¼

R (bq¤0)

Ã
erf (bq¤0)¡ erf

Ãr
°¤

2

!!!
=
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a

R (bq¤0)

Ã
R (bq¤0) +

p
¼ erf (bq¤0)¡

p
¼ erf

Ãr
°¤

2

!!
=

a
p
¼

R (bq¤0)

Ã
1p
¼
R (bq¤0) + erf (bq

¤
0)¡ erf

Ãr
°¤

2

!!
=

a
p
¼

R (bq¤0)

Ã
g

µ
bq¤0;

1p
¼

¶
¡ erf

Ãr
°¤

2

!!
:

De forma análoga a lo hecho en la observación 3 puede demostrarse que
esta última expresión es positiva debido a que °¤ es la única solución de la
ecuación (53) :¥

III. SOLUCION DEL PROBLEMA DE FRONTERA LIBRE
CON CONDICION DE TEMPERATURA EN EL BORDE FIJO.
Ahora, se considera el problema (1)¡ (5) pero la condición (2) se reem-

plazará por la siguiente condición de temperatura en el borde �jo.

µ (0; t) = ¡µ0 ; t > 0 ; (µ0 > 0) (55)

con a¡ bµ0 > 0 para que k y v estén bien de�nidos. Se considera el siguiente
problema:

@µ

@t
=
@

@x

µ
1 + dx

(a+ bµ)2
@µ

@x
+

d

2b (a+ bµ)

¶
; 0 < x < s(t) ; t > 0 (56)

µ (0; t) = ¡µ0 ; t > 0 ; (57)

1 + ds(t)

a2
@µ

@x
(s(t); t) = ®

²
s(t) ; t > 0 (58)

µ (s(t); t) = 0 ; t > 0 (59)

s(0) = 0 (60)

donde ® =
l

c
:

Lema 2. Si se de�nen nuevamente las transformaciones (13) y (14)
como en la sección II, se tiene el siguiente problema de frontera libre para la
ecuación del calor:
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@µ¤

@t
=
@2µ¤

@y¤
;

b

(a¡ bµ0)2
t¤Z
0

@µ

@y
(0; ¿ )d¿ < y¤ < S¤(t¤) ; t¤ > 0 (61)

µ¤

0
@ b

(a¡ bµ0)2
t¤Z
0

@µ

@y
(0; ¿ )d¿ ; t¤

1
A = µ¤0 (62)

@µ¤

@y¤
(S¤(t¤); t¤) = ®¤

²
S¤ (t¤) ; t¤ > 0 (63)

µ¤ (S¤(t¤); t¤) = µ¤f ; t
¤ > 0 (64)

S¤(0) = 0 (65)

donde µ¤f y ®
¤ están dadas por (20) y

µ¤0 =
1

a+ bµ(0; t)
=

1

a+ bµ(0; t)
=

1

a¡ bµ0 : (66)

Demostración. Si se de�nen las mismas transformaciones como se ha
hecho en el caso anterior, ahora se tiene que

@y¤

@t
=
(27)

b

yZ
0

@µ

@t
(¾; t)d¾ +

b¡
a+ bµ (0; t)

¢2 @µ@y (0; t) =

= b

yZ
0

@µ

@t
(¾; t)d¾ +

b

(a¡ bµ0)2
@µ

@y
(0; t) :

Entonces

y¤(y; t) =

tZ
0

0
@ yZ

0

@

@¿

¡
a+ bµ (¾; ¿ )

¢
d¾ +

b

(a¡ bµ0)2
@µ

@y
(0; ¿)

1
A d¿+

yZ
0

¡
a+ bµ (¾; 0)

¢
d¾ =

=

yZ
0

¡
a+ bµ (¾; t)

¢
d¾ +

b

(a¡ bµ0)2
tZ
0

@µ

@y
(0; ¿ )d¿ : (67)
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Luego

y¤(0; t) =
b

(a¡ bµ0)2
tZ
0

@µ

@y
(0; ¿ )d¿ :

De igual modo que en el Lema 1 se obtiene (61) ; (63)¡ (65) : Además

µ (0; t) = ¡µ0 , µ¤

0
@ b

(a¡ bµ0)2
t¤Z
0

@µ

@y
(0; ¿)d¿; t

1
A =

1

a+ bµ (0; t)
, (68)

µ¤

0
@bµ¤0

t¤Z
0

@µ

@y
(0; ¿ )d¿ ; t

1
A =

1

a¡ bµ0 = µ
¤
0 (69)

donde µ¤f ; ®
¤ y µ¤0 están dadas por (20) y (66) respectivamente:¥

Observación 5. Teniendo en cuenta que el problema (61)¡ (65) es un
clásico problema de tipo Stefan, las dos condiciones sobre la frontera libre
implican que necesariamente la frontera libre S¤(t¤) (S(t)) está dada por

S¤(t¤) =
p
2°¤t¤;

³
S(t) =

p
2°t
´

(70)

donde °¤ (i.e. °) es una constante adimensional que debe ser determinada.¥
Si se introduce una variable de similaridad y se propone una solución del

tipo similaridad entonces se tiene el siguiente teorema:

Teorema 3. Sea

µ¤(y¤; t¤) = £¤(»¤) ; »¤ =
y¤p
2°¤t¤

(71)

El problema (61)¡ (65) se transforma en (38) ; (39) y
d2£¤

d»¤2
+ °¤»¤

d£¤

d»¤
= 0 ; »¤0 < »

¤ < 1

£¤ (»¤0) = µ
¤
0 ; t

¤ > 0
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donde »¤0 es una constante tal que

t¤Z
0

@µ

@y
(0; ¿ )d¿ = »¤0

(a¡ bµ0)2
b

p
2°¤t¤ :

Además

£¤ (»¤) = A0 erf

Ãr
°¤

2
»¤
!
+B0 ; »¤0 < »

¤ < 1 (72)

donde los coe�cientes desconocidos »¤0; A
0; B0 y °¤ deben satisfacer

las siguientes ecuaciones

A0 erf

Ã
»¤0

r
°¤

2

!
+B0 = µ¤0 ; t > 0 (73)

r
2

°¤
exp

µ
¡°

¤

2

¶
=
®¤

A0
p
¼ (74)

A0 erf

Ãr
°¤

2

!
+B0 = µ¤f : (75)

Demostración. Teniendo en cuenta (71), el problema (61) ¡ (65) se
transforma en (38) ; (39) y

d2£¤

d»¤2
+ °¤»¤

d£¤

d»¤
= 0 ;

bµ¤20p
2°¤t¤

t¤Z
0

@µ

@y
(0; ¿)d¿ < »¤ < 1 ; t¤ > 0 (76)

£¤

0
@ bµ¤20p

2°¤t¤

t¤Z
0

@µ

@y
(0; ¿)d¿

1
A = µ¤0 ; t

¤ > 0 (77)

De (77) se tiene necesariamente la existencia de una constante »¤0 such
that

t¤Z
0

@µ

@y
(0; ¿ )d¿ = »¤0

1

bµ¤20

p
2°¤t¤ : (78)
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Por lo tanto (76) y (77) se pueden reescribir como

d2£¤

d»¤2
+ °¤»¤

d£¤

d»¤
= 0 ; »¤0 < »

¤ < 1 (79)

£¤ (»¤0) = µ
¤
0 ; t

¤ > 0 (80)

Análogamente a lo hecho previamente, la solución del problema (38) ; (39) ; (79) ; (80)
está dada por

£¤ (»¤) = A0 erf

Ãr
°¤

2
»¤
!
+B0 ; »¤0 < »

¤ < 1 (81)

donde los coe�cientes desconocidos »¤0; A
0; B0 y °¤ deben satisfacer las ecua-

ciones (73) ¡ (75) y (78) :¥
Observación 6: De (78) se tiene que

bµ¤20
@µ

@y
(0; t) =

»¤0°
¤

p
2°¤t

, @µ

@y
(0; t) =

q¤0p
t

con

q¤0 =
»¤0
bµ¤20

r
°¤

2
:¥ (82)

Observación 7:

@µ

@y
(y; t) =

@µ

@µ¤
@µ¤

@y¤
@y¤

@y
=

¡1
bµ¤

2
(y¤; t)

ª0 (»¤)
S¤ (t)

1

µ¤ (y¤; t)

entonces

@µ

@y
(0; t) =

¡1
bS¤ (t)

1

µ¤
3

0

ª0 (»¤0)

pues

y¤ (0; t) =
b

(a¡ bµ0)2
Z t

0

@µ

@y
(0; ¿ ) d¿ = bµ¤

2

0

Z t

0

µy (0; ¿ ) d¿ =
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= »¤0
p
2°¤t = »¤0S

¤ (t)
µ
»¤ =

y¤

S¤ (t)

¶
,

Por lo tanto

»¤0 =
bµ¤

2

0p
2°¤t

Z t

0

µy (0; ¿ ) d¿ =
bµ¤

2

0p
2°¤
p
t

Z t

0

¡1
b
p
2°¤¿

ª0 (»¤0)

µ¤
3

0

d¿

) ¡ª0 (»¤0)
µ¤0°¤

= »¤0 :¥ (83)

Ahora se debe resolver el sistema (73)¡ (75) y (83) donde A0; B0; °¤ y »¤0
son las incógnitas.
De (73) y (75) se tiene

A0 =
µ¤0 ¡ µ¤f

erf
³
»¤0
q

°¤
2

´
¡ erf

³q
°¤
2

´ (84)

B0 =
µ¤f erf

³
»¤0
q

°¤
2

´
¡ µ¤0 erf

³q
°¤
2

´
erf
³
»¤0
q

°¤
2

´
¡ erf

³q
°¤
2

´ : (85)

Entonces, ahora se debe resolver el sistema (74) y (83) con incógnitas »¤0
y °¤:
Teniendo en cuenta (84) dicho sistema de ecuaciones es equivalente a

erf (¹)¡ erf (º) = µ0 (a+ b®)

® (a¡ bµ0)
p
¼

exp (¡¹2)
¹

(86)

erf (¹)¡ erf (º) = bµ0
a
p
¼

exp (¡º2)
º

(87)

donde

¹ =

r
°¤

2
y º =

r
°¤

2
»¤0 :
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De (86) se tiene que erf (º) = g (¹; p1) con g de�nida en (49) y

p1 = ¡ µ0 (a+ b®)

® (a¡ bµ0)p¼ < 0 :

Como g(x; p1) es una función creciente en la variable x (p1 < 0) con
g(0+; p1) = ¡1 y g(+1; p1) = 1 entonces existe x0 > 0 tal que g(x0; p1) = 0:
Si ¹ > x0 entonces

º = erf ¡1 (g (¹; p1)) . (88)

Sustituyendo (88) en (87) se tiene que

erf (¹)¡ g (¹; p1) = p2
exp

³
¡ ¡erf¡1 (g (¹; p1))¢2´
erf¡1 (g (¹; p1))

, ¡p1 exp (¡¹
2)

¹
= p2

exp
³
¡ ¡erf¡1 (g (¹; p1))¢2´
erf¡1 (g (¹; p1))

, ¡p1
p2
erf ¡1 (g (¹; p1)) exp

¡
erf ¡1 (g (¹; p1))

¢2
= ¹ exp

¡
¹2
¢

donde

p2 =
bµ0
a
p
¼
> 0 :

Si se de�ne P (x) = x exp (x2), ¹ debe ser solución de

P (x) = ´P
¡
erf ¡1 (g (x; p1))

¢
; x > x0. (89)

o bien ¹ debe ser solución de

W (x) ´ ´P (erf
¡1 (g (x; p1)))
P (x)

= 1 ; x > x0 (90)

donde

´ = ¡p1
p2
=

µ0(a+b®)
®(a¡bµ0)

p
¼

bµ0
a
p
¼

=
(a+ b®)

(a¡ bµ0)
a

b®
=

ab®+ a2

ab® ¡ b2®µ0 (91)
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Primero es útil probar que

L ´ lim
x!+1

erf¡1 (g (x; p1))
x

= 1 : (92)

¯̄
erf ¡1 (g (x; p1))¡ erf ¡1 (erf(x))

¯̄
=
d

dx

¡
erf ¡1(c)

¢ jg(x; p1)¡ erf(x)j (93)
con c 2 (g(x; p1); erf(x)) ; entonces como erf¡1(c) < erf¡1(erf(x)) = x

(93) =

p
¼

2
exp

"µ¡1
erf(c)

¶2#
jp1j exp(¡x

2)

x
·
p
¼

2
jp1j 1

x
;

luego ¯̄̄
¯erf¡1 (g (x; p1))x

¡ 1
¯̄̄
¯ ·

p
¼

2
jp1j 1

x2
·
p
¼

2
jp1j 1

K2
; 8x ¸ K :

Por otro lado

L1 ´ lim
x!+1

exp
³¡
erf¡1 (g (x; p1))

¢2´
exp (x2)

=

= lim
x!+1

erf¡1 (g (x; p1))
h
exp

³¡
erf¡1 (g (x; p1))

¢2´i2p
¼

2x [exp (x2)]2

µ
2p
¼
¡ p1

µ
2 +

1

x2

¶¶
=

lim
x!+1

p
¼

2

erf¡1 (g (x; p1))
x

2
4exp

³¡
erf¡1 (g (x; p1))

¢2´
exp (x2)

3
5
2µ

2p
¼
¡ p1

µ
2 +

1

x2

¶¶
=

=

p
¼

2
L21

µ
2p
¼
¡ 2p1

¶
= L21

¡
1¡ p1

p
¼
¢
.

Por lo tanto

L1 = L
2
1

¡
1¡ p1

p
¼
¢
: (94)
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Además

1 = L ´ lim
x!+1

erf¡1 (g (x; p1))
x

=

= lim
x!+1

p
¼

2

exp
³¡
erf¡1 (g (x; p1))

¢2´
exp (x2)

µ
2p
¼
¡ p1

µ
2 +

1

x2

¶¶
=

= L1

p
¼

2

µ
2p
¼
¡ 2p1

¶
= L1

¡
1¡ p1

p
¼
¢

(95)

entonces L1 6= 0; luego de (94) se deduce que

L1 =
1

1¡ p1
p
¼
:

Por último

lim
x!+1

W (x) = lim
x!+1

´
P
¡
erf¡1 (g (x; p1))

¢
P (x)

=

= ´ lim
x!+1

erf¡1 (g (x; p1)) exp
³¡
erf¡1 (g (x; p1))

¢2´
x exp (x2)

= ´
1

1¡ p1
p
¼
=

=
(91)

ab®+ a2

(ab®¡ b2®µ0)
1³

1 + µ0(a+b®)
®(a¡bµ0)

´ =

=
ab®+ a2

b® (a¡ bµ0)
® (a¡ bµ0)

(® (a¡ bµ0) + µ0 (a+ b®)) =

=
ab® + a2

ab (® + µ0)
=
a (b®+ a)

ab (®+ µ0)
=

b® + a

b (® + µ0)
=

b® + a

b®+ bµ0
> 1

pues a¡ bµ0 > 0. Resumiendo, se tiene

W (x0) = 0 y lim
x!+1

W (x) =
b®+ a

b® + bµ0
> 1 ;
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por lo tanto existe al menos una solución ¹ de (90) :

Se pueden resumir los resultados previos en el siguiente teorema:
Teorema 4. Si a ¡ bµ0 > 0 entonces el problema de frontera libre

(1) ; (3)¡(5) ; (55) tiene al menos una solución del tipo similaridad cualquiera
sean los datos q0; ½; c; l; µf ; a; b; d. Además, la solución está dada por

µ (x; t) = µ (y; t) =
1

b

·
1

µ¤(y¤; t)
¡ a

¸
=
1

b

·
1

£¤ (»¤)
¡ a
¸

con
£¤ (»¤) = A0 erf (¹»¤) +B0 , »¤ =

y¤

S¤ (t)
;

A0 = ¡
bµ0

a (a¡ bµ0)
erf (¹)¡ erf (º) ; (96)

B0 =
µ¤0 erf (¹)¡ µ¤f erf (º)
erf (¹)¡ erf (º) ; (97)

¹ solución de (90) y º = erf¡1 (g (¹; p1)) , ¹ > x0;

s (t) =

"µ
d

2
S (t) + 1

¶2
¡ 1
#
1

d
=
1

d

"µ
1 +

d

2

S¤ (t)
b®+ a

¶2
¡ 1
#
=

=
1

d

"µ
1 +

d

2

p
t2¹

b®+ a

¶2
¡ 1
#
=
1

d

"µ
1 +

d¹

b®+ a

p
t

¶2
¡ 1
#
=

=
1

d

·
1 +

2d¹

b®+ a

p
t+

d2¹2

(b®+ a)2
t¡ 1

¸
=

¹

b®+ a

·
2
p
t+

d¹

b®+ a
t

¸
:

Además

°¤ = 2¹2 y »¤0 =
º

¹
=
erf¡1 (g (¹; p1))

¹
< 1 :
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Observación 8. El caso sin término convectivo en (1), es decir con
d = 0; no puede obtenerse de lo hecho previamente para el caso d 6= 0 y
tomando d ! 0; pues la transformación x ! y por medio de (13) es la
identidad pues

lim
d!0

2

d

h
(1 + dx)

1
2 ¡ 1

i
= x ; 8 x > 0:

Entonces, el caso d = 0 debe ser resuelto usando otra técnica que será
desarrollada en el próximo capítulo. ¥

CONCLUSION. Se obtiene una solución explícita en forma paramétrica
del tipo similaridad para un problema de Stefan a una fase para un material
semi-in�nito con conductividad térmica dependiente de la temperatura (7)
y un término convectivo (6) con �ujo de calor (2) o con una condición de
temperatura constante en el borde �jo (55).
Para el caso con condición de �ujo se siguió y se mejoró [26], obteniendo

el teorema de existencia en la Sección II.
Además, también se estudió el problema para la nueva condición de tem-

peratura en el borde �jo y se obtuvo el correspondiente teorema de existencia
en la Sección III.
Para ambos casos sus respectivas soluciones explícitas están dadas como

funciones de un parámetro el cual está de�nido como la única solución de
una ecuación trascendental.
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CAPITULO 3

SOLUCION EXPLICITA PARA UN PROBLEMA DE
STEFAN A UNA FASE CON CONDUCTIVIDAD TERMICA

DEPENDIENTE DE LA TEMPERATURA.

RESUMEN.
Se estudia un problema de Stefan a una fase para un material semi-in�nito

con conductividad térmica dependiente de la temperatura y con temperatura
constante o condición de �ujo de la forma ¡q0=

p
t (q0 > 0) en el borde �jo

x = 0. En ambos casos se obtienen condiciones su�cientes sobre los datos
iniciales del problema para obtener una representación paramétrica de la
solución de tipo similaridad para t ¸ t0 > 0 con t0 un tiempo arbitrario
positivo. Estas soluciones explícitas se obtienen a través de la única solución
de una ecuación integral con el tiempo como parámetro.

I. INTRODUCCION.
Se considera un problema de cambio de fase (problema de Stefan) para

una ecuación del calor no lineal para una región semi-in�nita x > 0 con
conductividad térmica no lineal k(µ) dada por

k(µ) =
½c

(a+ bµ)2
(1)

y temperatura de cambio de fase µf . Este tipo de conductividad térmica o
coe�ciente de difusión fue considerado en [4, 5, 7, 8, 16, 18, 21, 24, 26, 29,
32]. Los problemas de cambio de fase aparecen frecuentemente en procesos
industriales y otros problemas de interés tecnológicos [1, 2, 9, 10, 11, 13, 14,
15, 17, 19, 20]. Puede encontrarse una extensa bibliografía sobre estos temas
en [31].
La formulación matemática de este problema de frontera libre (proceso

de fusión) consiste en determinar la evolución de la frontera libre x = s(t) y
la distribución de la temperatura µ = µ(x; t) satisfaciendo las condiciones

½c
@µ

@t
=
@

@x

µ
k(µ)

@µ

@x

¶
; 0 < x < s(t) ; t > 0 (2)

k(µ(0; t))
@µ

@x
(0; t) = ¡ q0p

t
; q0 > 0 ; t > 0 (3)
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k (µ (s(t); t))
@µ

@x
(s(t); t) = ¡½l

²
s(t) ; t > 0 (4)

µ (s(t); t) = µf ; t > 0 (5)

s(0) = 0 (6)

donde

µ(x; t) : distribución de temperatura en el material semi-in�nito,
q0 : coe�ciente que caracteriza el �ujo de calor sobre el borde �jo,
x : variable espacial,
t : tiempo,
s(t) : frontera libre (posición de la interfase),
c : calor especí�co por unidad de masa ,
½ : densidad de masa,
k : conductividad térmica,
l : calor latente de fusión por unidad de masa,
µf : temperatura de cambio de fase,
a; b; d : constantes positivas (parámetros) tales que a+ bµf > 0.

Aquí ¡q0=
p
t caracteriza al �ujo de calor sobre el borde x = 0 , el cual es

del tipo impuesto en [30]; luego se considerará temperatura constante sobre
el borde �jo x = 0 del tipo (55). Este tipo de condición de �ujo (3) fue
considerada en numerosos trabajos, e.g. [3, 12, 25]. Otros problemas de este
tipo son [6, 22, 26, 27].
El problema de frontera libre (2) ¡ (6) con k(µ) de�nido por (1) es un

caso particular del presentado en el capítulo 2 [23, 28] tomando el parámetro
d = 0 para la siguiente ecuación

½c
@µ

@t
=
@

@x

µ
k(µ)

@µ

@x

¶
¡ v(µ)@µ

@x
; 0 < x < s(t) ; t > 0 (7)

donde la conductividad térmica k(µ) y el término de velocidad v(µ) está dado
por (1) y

v(µ) = ½c
d

2 (a+ bµ)2
(8)

respectivamente, y c; ½ y l son el calor especí�co, la densidad y el calor latente
de fusión del medio respectivamente, además se supone que todos ellos son
constantes y los parámetros a; b y d positivos y constantes:
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En dicho capítulo se encuentran condiciones necesarias y su�cientes para
la existencia de una solución explícita. Aquí se estudia el caso sin término
de velocidad, i.e. d = 0 en la ecuación diferencial (7) ; el cual no puede
obtenerse del caso estudiado previamente en [23, 28] para el caso d 6= 0: En
aquel trabajo se de�nió la transformación

y =
2

d

h
(1 + dx)

1
2 ¡ 1

i
(9)

la cual es la identidad si se toma d! 0 pues

lim
d!0

2

d

h
(1 + dx)

1
2 ¡ 1

i
= x ; 8 x > 0:

Por lo tanto, el caso d = 0 debe resolverse usando otras técnicas, lo cual
será realizado en este capítulo.
En la Sección II se prueba la existencia y unicidad de una solución ex-

plícita del tipo similaridad para el problema de frontera libre (2)¡ (6) para
t ¸ t0 > 0 con t0 un tiempo arbitrario positivo cuando los datos veri�can
la condición a+ bµf ¸ bl=c. Se obtienen soluciones explícitas para los casos
a+bµf < bl=c y a+bµf = bl=c a través de la solución de una ecuación integral
en la cual el tiempo es un parámetro.
Además, para el caso a + bµf < bl=c no existe solución al problema de

frontera libre (2)¡ (6) :
En la Sección III se reemplaza la condición de �ujo (3) por una condición

de temperatura constante sobre el borde �jo x = 0, dada por (55). Se
prueba la existencia y unicidad de una solución explícita del tipo similaridad
del problema (2) ; (4)¡ (6) y (55) para t ¸ t0 > 0 con t0 un tiempo arbitrario
y positivo cuando los datos veri�can la condición a+ bµf ¸ bl=c. La solución
explícita para los dos casos se obtiene también a través de única solución de
una ecuación integral en la cual el tiempo es un parámetro. Además, para
el caso a + bµf < bl=c se prueba que existe al menos una solución del tipo
similaridad para t ¸ t0 > 0 con t0 un tiempo arbitrario y positivo.
II. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCION DEL

PROBLEMA DE FRONTERA LIBRE CON CONDICION DE
FLUJO EN EL BORDE FIJO.
Se considera el problema de frontera libre (2)¡ (6) donde los parámetros

a; b y los coe�cientes l; c satisfacen la siguiente condición

a+ bµf >
bl

c
: (10)
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Lema 1. Si se de�ne

£ =
1

a+ bµ
; (11)

entonces el problema (2)¡ (6) se transforma en
@£

@t
= £2

@2£

@x2
; 0 < x < s(t) ; t > 0 (12)

@£

@x
(0; t) =

wp
t
; t > 0 (13)

@£

@x
(s(t); t) =

bl

c

²
s (t) ; t > 0 (14)

£(s(t); t) =
1

a+ bµf
; t > 0 (15)

s(0) = 0 (16)

donde w es una constante de�nida por

w =
bq0
½c
: (17)

Demostración. De (11) se tiene que

@µ

@t
=
(¡1)
b

@£

@t

1

£2
y
@µ

@x
=
(¡1)
b

@£

@x

1

£2

luego

(2)() ½c
(¡1)
b

@£

@t

1

£2
=
@

@x

µ
½c£2

(¡1)
b

@£

@x

1

£2

¶

() ¡½c
b

@£

@t

1

£2
=
¡½c
b

@

@x

µ
@£

@x

¶
() (12) :

Además

(3)() ½c£2 (0; t)
(¡1)
b

@£

@x
(0; t)

1

£2 (0; t)
= ¡ q0p

t
()

¡½c
b

@£

@x
(0; t) = ¡ q0p

t
() @£

@x
(0; t) = ¡ q0b

½c
p
t
() (13) :

84



Las expresiones (14) y (15) se deducen inmediatamente de (4) ; (5) y
(11) :¥
Lema 2. Si se de�ne la siguiente transformación

Â(x; t) =
R x
0

d´

£(´; t)

ª (Â; t) = £(x; t)

(18)

y
S(t) = Â(s(t); t) : (19)

entonces el problema (12)¡ (16) se lleva a
@ª

@t
=
@2ª

@Â2
¡ wp

t

@ª

@Â
; 0 < Â < S(t) ; t > 0 (20)

@ª

@Â
(0; t) =

wp
t
ª(0; t) ; t > 0 (21)

@ª

@Â
(S(t); t) =

1

(a+ bµf)
³ c
bl
(a+ bµf)¡ 1

´ µ ²
S (t) ¡ wp

t

¶
; t > 0 (22)

ª(S(t); t) =
1

a+ bµf
; t > 0 (23)

S(0) = 0 (24)

donde
²
S (t) =

µ
a+ bµf ¡ bl

c

¶
²
s (t) +

wp
t
: (25)

Demostración. De (18) se tiene que

@Â

@x
(x; t) =

1

£ (x; t)

y
@Â

@t
(x; t) =

Z x

0

¡@£
@t
(´; t)

£2(´; t)
d´ = ¡

Z x

0

@2£

@´2
(´; t) d´ =
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¡@£
@x
(x; t) +

@£

@x
(0; t) =

q0b

½c
p
t
¡ @£
@x
(x; t) :

Además

@£

@x
(x; t) =

@ª

@Â
(Â; t)

@Â

@x
(x; t) =

1

£(x; t)

@ª

@Â
(Â; t) =

@ª

@Â
(Â; t)

ª (Â; t)
;

@2£

@x2
(x; t) = ¡

@£

@x
(x; t)

£2(x; t)

@ª

@Â
(Â; t) +

1

£(x; t)

@2ª

@Â2
(Â; t)

@Â

@x
(x; t)

=
1

£2(x; t)

µ
@2ª

@Â2
(Â; t)¡ @£

@x
(x; t)

@ª

@Â
(Â; t)

¶
;

@£

@t
(x; t) =

@ª

@t
(Â; t) +

@ª

@Â
(Â; t)

@Â

@t
(x; t) =

=
@ª

@t
(Â; t) +

µ
bq0

½c
p
t
¡ @£
@x
(x; t)

¶
@ª

@Â
(Â; t) :

Ahora, reemplazando las expresiones anteriores en (12) se tiene

@2ª

@Â2
¡ @£
@x

@ª

@Â
=
@ª

@t
+

µ
bq0

½c
p
t
¡ @£
@x

¶
@ª

@Â
() (20) :

Como Â (0; t) = 0 entonces

(13)()
@ª

@Â
(Â (0; t) ; t)

ª (Â (0; t) ; t)
=

bq0

½c
p
t
() (21) :

Además

ª(S(t); t) = ª (Â (s(t); t) ; t) = £ (s(t); t) =
1

a+ bµf
;

y
S(0) = Â (s(0); 0) = 0 :

De (19) se tiene

²
S (t) =

d

dt
(Â (s(t); t)) =

@Â

@x
(s(t); t)

²
s (t) +

@Â

@t
(s(t); t)
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=
1

£(s(t); t)

²
s (t) +

bq0

½c
p
t
¡ @£
@x
(s(t); t)

= (a+ bµf )
²
s (t) +

bq0

½c
p
t
¡ lb
c

²
s (t); esto es (25) :

Por último, utilizando (25), (14) puede reescribirse como

@ª

@Â
(S(t); t) = ª (S(t); t)

bl

c

²
s (t) =

1

a+ bµf

bl

c

²
s (t) =

1

(a+ bµf )

bl

c

1µ
a+ bµf ¡ bl

c

¶ µ ²
S (t)¡ bq0

½c
p
t

¶
=

=
1

(a+ bµf)

1³ c
bl
(a+ bµf )¡ 1

´ µ ²
S (t)¡ bq0

½c
p
t

¶
:¥

Teorema 1. Si se asume una solución de tipo similaridad, es decir, si
se de�ne

» =
Â

2
p
t

; (26)

y se busca una solución del tipo

ª(Â; t) = ' (») = '

µ
Â

2
p
t

¶
(27)

entonces la frontera libre S(t) del problema (20)¡(24) debe ser de la siguiente
forma

S(t) = 2¤1
p
t ; t > 0 (28)

con ¤1 > 0 un coe�ciente desconocido a ser determinado y el problema (20)¡
(24) se lleva a

'00 (») + 2'0 (») (» ¡ w) = 0 ; 0 < » < ¤1 (29)

'0 (0) = 2w' (0) (30)

' (¤1) =
1

a+ bµf
(31)
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'0 (¤1) =
2

(a+ bµf )
³ c
bl
(a+ bµf) ¡ 1

´ (¤1 ¡ w) : (32)

Además se tiene
s(t) = 2¸1

p
t (33)

con

¸1 =
¤1 ¡w

a+ bµf ¡ bl
c

(34)

y
' (») = D1 erf (» ¡ w) + C1 (35)

donde D1 y C1 están dadas por

D1 =

p
¼w exp(w2)

(a+ bµf ) (1 +
p
¼w exp (w2) (erf (¤1 ¡w) + erf (w))) ; (36)

C1 =
1 +

p
¼w exp (w2) erf (w)

(a+ bµf ) (1 +
p
¼w exp (w2) (erf (¤1 ¡ w) + erf (w))) : (37)

Demostración. De (27) se tiene que

@ª

@Â
(Â; t) = '0 (»)

1

2
p
t
;

@2ª

@Â2
(Â; t) = '00 (»)

1

4t
;

@ª

@t
(Â; t) = '0 (»)

Â

2

(¡1)
2t
p
t
= ¡ 1

2t
»'0 (») ;

entonces

(20)() ¡ 1
2t
»'0 (») = '00 (»)

1

4t
¡ w 1

2
p
t
'0 (»)()

¡»'0 (») = 1

2
'00 (»)¡ w'0 (»)() ¡2»'0 (») = '00 (»)¡ 2w'0 (»)() (29) :
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Además, se tiene

(23)() '

µ
S(t)

2
p
t

¶
=

1

a+ bµf
; 8t > 0()

S(t)

2
p
t
= ¤1 ; 8t > 0() S(t) = 2¤1

p
t ; (38)

donde ¤1 > 0 es una constante a determinar.
La ecuación (20) tiene validez para 0 < Â < S(t) entonces la ecuación

(29) vale para 0 < Â

2
p
t
= » < S(t)

2
p
t
= ¤1:

Si Â = 0 entonces » = 0, luego

(21)() '0(0)
1

2
p
t
=
wp
t
'(0)() (30) :

De (23) y (18) se deduce inmediatamente (31) :
Por último,

(22)() '0 (¤1)

2
p
t
=

1

(a+ bµf)
³ c
bl
(a+ bµf )¡ 1

´ µ ²
S (t)¡ wp

t

¶
()

'0 (¤1) =
2
p
t

(a+ bµf )
³ c
bl
(a+ bµf )¡ 1

´ µ¤1p
t
¡ wp

t

¶
() (32) :

De (25) y (38) se tiene que

²
s (t) =

1

a+ bµf ¡ bl
c

µ
¤1p
t
¡ wp

t

¶

entonces
s(t) = 2¸1

p
t con ¸1 dada por (34) :

Integrando (29) se obtiene que ' está dada por (35) y teniendo en cuenta
(30) y (31) se deducen los valores de las constantes D1 y C1 dados por (36)
y (37) :¥
Por último, se considera la ecuación (32) y se tiene el siguiente lema:
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Lema 3. Existe una única solución ¤1 de la siguiente ecuación

W1(x) = W2(x) ; x > w (39)

donde

W1(x) =
w exp (w2) exp

£¡ (x¡ w)2¤
1 + w exp (w2)

p
¼ (erf (x¡ w) + erf (w)) (40)

y

W2(x) =
bl

c (a+ bµf)¡ bl (x¡ w) : (41)

Demostración. De (32), y teniendo en cuenta (35) ; se tiene

D1
2p
¼
exp

¡¡ (¤1 ¡w)2¢ = 2

(a+ bµf )
³ c
bl
(a+ bµf )¡ 1

´ (¤1 ¡w)()
p
¼w exp(w2) 2p

¼
exp[¡(¤1¡w)2]

(a+bµf)(1+
p
¼w exp(w2)(erf(¤1¡w)+erf(w))) =

2

(a+bµf)( cbl(a+bµf)¡1)
(¤1 ¡ w)

es decir, ¤1 debe ser solución de (39) con W1 y W2 dadas por (40) y (41) :
W2 es una función creciente por la condición (10), además W2(w) = 0 y

W2(+1) = +1:
Es fácil probar que W1 es una función decreciente con W1(0) = w > 0 y

W1(+1) = 0. Entonces, existe una única solución ¤1 > w de la ecuación
(39) :¥

Teorema 2. Se considera la hipótesis (10) :
(i) Si (£; s) es una solución del problema de frontera libre (12)¡ (16) en-

tonces £ = £(x; t) es una solución, en la variable x, de la ecuación integral:

£(x; t) = C1 +D1 erf

ÃR x
0

d´
£(´;t)

2
p
t

¡ w
!
; 0 · x · s(t) ; (42)

donde t > 0 es un parámetro y w;D1 y C1 son de�nidas por (17) ; (36) y
(37) respectivamente, y s(t) está dada por (33) y ¤1 es la única solución de
la ecuación (39) : Más aún, la función Y (x; t) de�nida por
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Y (x; t) =
1

2
p
t

Z x

0

d´
£(´;t)

¡ w ; 0 · x · s(t) ; t > 0 (43)

satisface las condiciones

@Y

@x
(x; t) =

1

2
p
t

1

£(x; t)
; 0 < x < s(t) ; t > 0 (44)

Y (0; t) = ¡w ; t > 0 (45)

@Y

@t
(x; t) = ¡ 1

2t

µ
Y (x; t) +

D1p
¼

exp (¡Y 2(x; t))
£(x; t)

¶
; 0 < x < s(t) ; t > 0

(46)
Y (s(t); t) = ¤1 ¡w ; t > 0 (47)

(ii) Recíprocamente, si £ es una solución de la ecuación integral (42) con
s dada por (33) y la función Y , de�nida por (43) satisface las condiciones
(44) ¡ (47), y w;D1 y C1 están de�nidas por (17) ; (36) y (37) respectiva-
mente, y ¤1 es la única solución de la ecuación (39) entonces (£; s) es una
solución del problema de frontera libre (12)¡ (16) :
(iii) La ecuación integral (42) tiene una única solución para t ¸ t0 > 0

con t0 un tiempo arbitrario positivo.
(iv) El problema de frontera libre (2)¡ (6) junto a la hipóteisis (10) tiene

una única solución del tipo similaridad generalizada (µ; s) para t ¸ t0 > 0
(con t0 un tiempo arbitrario positivo) la cual está dada por

µ(x; t) =
1

b

·
1

£(x; t)
¡ a
¸
; 0 < x < s(t); t ¸ t0 > 0 (48)

s(t) =
2 (¤1 ¡w)
a+ bµf ¡ bl

c

p
t ; t ¸ t0 > 0 (49)

donde £ es la única solución de la ecuación integral (42) donde ¤1 es la única
solución de la ecuación (39), y w;D1 y C1 están de�nidos por (17) ; (36) y
(37) respectivamente.

Demostración.
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(i) De los cálculos previos se tiene que

£(x; t) = '(») = C1 +D1 erf (» ¡ w) = C1 +D1 erf

ÃR x
0

d´
£(´;t)

2
p
t

¡ w
!
;

es decir, £ es una solución de la ecuación integral (42) : Por cálculos ele-
mentales la función Y , de�nida por (43) ; satisface las condiciones (44) ; (45)
y

@Y

@t
(x; t) = ¡ 1

4t
p
t

xZ
0

d´

£(´; t)
¡ 1

2
p
t

xZ
0

£xx(´; t)d´ =

= ¡ 1
2t
(Y (x; t) + w)¡ 1

2
p
t
(£x(x; t)¡£x(0; t)) =

= ¡ 1

2
p
t

µ
Y (x; t)p

t
+£x(x; t)

¶
= ¡ 1

2
p
t

µ
Y (x; t)p

t
+
D1p
¼t

exp (¡Y 2(x; t))
£(x; t)

¶

esto es (46) : Finalmente se tiene

Y (s(t); t) =
1

2
p
t

s(t)Z
0

d´

£(´; t)
¡w = Â (s(t); t)

2
p
t

¡ w = S (t)

2
p
t
¡w = ¤1 ¡ w

esto es (47) :
(ii) Para probar que (£; s) es una solución del problema de frontera libre

(12)¡ (16) se tiene que:
a)

£xx(x; t) =

µ
D1p
¼t

exp (¡Y 2(x; t))
£(x; t)

¶
x

=

= ¡ D1p
¼t

exp (¡Y 2(x; t))
£2(x; t)

µ
Y (x; t) +

D1p
¼

exp (¡Y 2(x; t))
£(x; t)

¶
;

b)

£t(x; t) =
2D1p
¼
exp

¡¡Y 2(x; t)¢Yt(x; t) =
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= ¡ D1p
¼t
exp

¡¡Y 2(x; t)¢µY (x; t) + D1p
¼

exp (¡Y 2(x; t))
£(x; t)

¶

esto es la ecuación (12) ;
c)

£(0; t) = C1 ¡D1 erf(w) = D1p
¼w exp(w2)

;

d)

£x(0; t) =
D1p
¼t

exp (¡Y 2(0; t))
£(0; t)

=
wp
t
; esto es (13) ;

e)

£(s(t); t) = C1 +D1 erf(¤1 ¡ w) = 1

a+ bµf
; esto es (15) ;

f)

£x(s(t); t) =
D1p
¼t

exp (¡Y 2(s(t); t))
£(s(t); t)

=
(a+ bµf )D1p

¼t
exp

¡¡(¤1 ¡w)2¢ =

=
1p
t
W1 (¤1) =

1p
t
W2 (¤1) =

=
1p
t

bl

c(a+ bµf )¡ bl (¤1 ¡ w) =
bl¸1

c
p
t
=
bl

c

²
s (t) ; esto es (14)

(iii) Ahora para completar la prueba, sólo se debe demostrar la existencia
de una solución de la ecuación integral (42) : Si se de�ne Y (x; t) por (43)
entonces, la ecuación (42) es equivalente al siguiente problema diferencial de
Cauchy

@Y

@x
(x; t) =

1

2
p
t

1

(C1 +D1 erf (Y (x; t)))
´ G1 (x; t; Y (x; t)) ; 0 < x < s(t) ; t > 0

Y (0; t) = ¡w ;
(50)
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con t > 0 un parámetro positivo. Se tiene
¯̄
@G1
@Y

¯̄ · D1
C21
p
¼t
, acotada para todo

t > t0 > 0; 0 · x · s(t), para un tiempo arbitrario y positivo t0: Entonces,
el problema (50) (i.e. la ecuación integral (42)) tiene una única solución para
t ¸ t0 > 0; para un tiempo positivo arbitrario t0.
(iv) Se tiene que

@µ

@x
=
1

b

¡@£
@x
£2

=) @£

@x
= ¡b£2 @µ

@x

y

@µ

@t
=
1

b

¡@£
@t
£2

=) @£

@t
= ¡b£2@µ

@t
:

Se debe veri�car (2) entonces

½c
1

b

µ
¡@£
@t

¶
1

£2
=
@

@x

µ
½c

(a+ bµ)2
1

b

µ
¡@£
@x

¶
1

£2

¶
()

½c

b

@£

@t

1

£2
=
½c

b

@2£

@x2
() (12) :

Además
@£

@x
(0; t) =

wp
t
=) ¡b£2 (0; t) @µ

@x
(0; t) =

wp
t
=)

¡b
(a+ bµ (0; t))2

@µ

@x
(0; t) =

wp
t
=) ¡b

½c

½c

(a+ bµ (0; t))2
@µ

@x
(0; t) =

bq0

½c
p
t

=) k (µ (0; t))
@µ

@x
(0; t) = ¡ q0p

t
:

Como £ veri�ca la ecuación (14) se tiene que

¡b£2 (s(t); t) @µ
@x
(s(t); t) =

bl

c

²
s (t)() ¡b

½c

½c

(a+ bµ (s(t); t))2
@µ

@x
(s(t); t) =

bl

c

²
s (t)

() ¡ b
½c
k (µ (s(t); t))

@µ

@x
(s(t); t) =

bl

c

²
s (t)() k (µ (s(t); t))

@µ

@x
(s(t); t) = ¡½l ²s (t) :
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Finalmente

£(s(t); t) =
1

a+ bµf
=) 1

a+ bµ (s(t); t)
=

1

a+ bµf
=) (5) :¥

Observación 1. Y (x; t) no tiene límite en (0; 0) porque Y (0; t) = ¡w =
¡ bq0

½c
< 0 para t > 0 y lim

t 7!0
Y (s(t); t) = ¤1 ¡ w > 0 para todo t > 0:

Si £ es la solución de la ecuación integral (42) entonces £ es estricta-
mente monótona en la variable x. Se obtiene que µ(x; t) = (1=£(x; t)¡ a) =b
no tiene límite cuando (x; t)! (0; 0) pero µ(x; t) está acotada en un entorno
de (0; 0) veri�cando que

µf = lim
(´;¿) 7!(0;0)

inf µ(´; ¿ ) · µ(x; t) · lim
(´;¿) 7!(0;0)

sup µ(´; ¿ ) =

= µf +
a+ bµf
b

p
¼w exp(w2) (erf (w) + erf (¤1 ¡ w)) :¥

Cuando la hipótesis (10) no se satisface se puede seguir un método análogo
al descripto anteriormente para obtener el siguiente resultado:

Teorema 3.
(i) El resultado del Teorema 2 vale si se reemplaza la condición (10) por

a+bµf =
bl

c
: Además, en este caso, la solución del problema de frontera libre

(2)¡ (6) está dada por

µ(x; t) =
1

b

·
1

£(x; t)
¡ a

¸
(51)

s(t) = 2D0

r
t

¼
(52)

donde £ es la única solución de la siguiente ecuación integral

£(x; t) = D0 erf

ÃR x
0

d´
£(´;t)

2
p
t

¡w
!
+
c

bl
; 0 · x · s(t) ; (53)

con

D0 =
q0
p
¼ exp(w2)

½l (1 +
p
¼w exp(w2) erf(w))

(54)
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para t ¸ t0 > 0; 0 · x · s(t) para cualquier tiempo arbitrario positivo t0 y
w de�nida por (17) :
(ii) No existe solución al problema de frontera libre (2)¡ (6) para el caso

a+ bµf <
bl

c
:

Demostración. (i) Análogamente al caso anterior, se de�ne (11) ; (18)
y (19) y se obtienen (20)¡ (21) ; (23)¡ (24) :
Además, en este caso se tiene

²
S (t) =

@Â

@x
(s(t); t)

²
s (t) +

@Â

@t
(s(t); t) =

1

£ (s(t); t)

²
s (t) +

bq0
½c

1p
t
¡ @£
@x
(s(t); t) =

(a+ bµf)
²
s (t) +

bq0
½c

1p
t
¡ lb
c

²
s (t) =

bq0
½c

1p
t
;

entonces

S(t) = 2
bq0
½c

p
t = 2w

p
t :

En lugar de la ecuación (22) se obtiene

@ª

@Â
(S(t); t) =

²
s (t) :

Se de�ne ahora (26) y se buscan soluciones del tipo (27) : Se tiene, como
en el teorema 1, (29) y (30) y ' es de la forma

' (») = K exp(w2)

p
¼

2
erf (» ¡ w) + c

bl
:

Además
@ª

@Â
(S(t); t) = '0

µ
bq0
½c

¶
= '0 (w) =

²
s (t)

y

'

µ
bq0
½c

¶
= ' (w) =

c

bl
:
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La constante K está dada por

K =
2q0
½l

1

(1 +
p
¼w exp(w2) erf(w))

:

Por (18) se obtiene (51) y como

£(x; t) = ª(Â; t) = '

µ
Â

2
p
t

¶

se obtiene (53) :
La demostración de la existencia de solución de la ecuación integral para

este caso es análoga a la del teorema 1.
Por último falta obtener la expresión de la frontera libre.
Por (53) se tiene que

@£

@x
(x; t) = D0

2p
¼
exp

Ã
¡
µ
1

2
p
t

Z x

0

d´
£(´;t)

¡ w
¶2! 1

2
p
t

1

£(x; t)

entonces
@£

@x
(s(t); t) = D0

2p
¼

1

2
p
t

1

£(s(t); t)
;

pues

Y (s(t); t) =
1

2
p
t

Z s(t)

0

d´
£(´;t)

¡ w = 1

2
p
t
S(t)¡ w = 1

2
p
t
2w
p
t¡ w = 0:

Luego, como £(s(t); t) = c
bl
y @£

@x
(s(t); t) = bl

c

²
s (t), se tiene que

bl

c

²
s (t) =

D0p
¼t
;

entonces como s(0) = 0 se obtiene (52) con D0 de�nido en (54) :

(ii) Si a+ bµf < bl
c
entonces para x > w; la función W2 de�nida en (41)

es negativa, por lo tanto no existe solución a la ecuación (39) :¥

Observación 2. µ (0; t) es constante.

97



Como

µ (x; t) =
1

b

·
1

£(x; t)
¡ a
¸

entonces

µ (0; t) =
1

b

·
1

£(0; t)
¡ a
¸
=
1

b

·
1

C1 +D1 erf (¡!) ¡ a
¸
=

1

b

h
(a+ bµf)

h
1 +

p
¼!e!

2

(erf (¤1 ¡ !) + erf (!))
i
¡ a
i
=

1

b

h
a+ bµf + (a+ bµf )

hp
¼!e!

2

(erf (¤1 ¡ !) + erf (!))
i
¡ a

i
=

1

b

h
bµf + (a+ bµf )

hp
¼!e!

2

(erf (¤1 ¡ !) + erf (!))
ii
:

Como la temperatura es constante en el borde �jo x = 0 tiene sentido
plantear en la siguiente sección el problema cambiando la condición de �ujo
por una condición de temperatura.¥
Observación 3.

a+ bµ (0; t) = a+ bµf + (a+ bµf )
hp
¼!e!

2

(erf (¤1 ¡ !) + erf (!))
i

(a+ bµf)
h
1 +

p
¼!e!

2

(erf (¤1 ¡ !) + erf (!))
i
> 0,

entonces, como también a+bµf > 0; resulta por el Principio del Máximo que
la conductividad térmica está bien de�nida.¥
III. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCION DEL

PROBLEMA DE FRONTERA LIBRE CON CONDICION DE
TEMPERATURA EN EL BORDE FIJO.
En esta sección se considera el problema de frontera libre dado por (2) ; (4)¡

(6) y la condición de temperatura
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µ(0; t) = µ0 ; t > 0 (µ0 > µf ) (55)

en lugar de la condición de �ujo (3) en el borde �jo x = 0: La conductividad
térmica no lineal está dada por (1) : Se supone también que se cumple la
condición (10).

Lema 4. Si se de�ne £ como en (11) ; el problema de frontera libre
(2) ; (4)¡ (6) y (55) se transforma en (12), (14) ¡ (16) y

£(0; t) =
1

a+ bµ0
: (56)

Demostración. De igual modo que en el caso �ujo se obtienen las
ecuaciones (12) ; (14)¡ (16) :
Además

£(0; t) =
1

a+ bµ (0; t)
=

1

a+ bµ0
:¥

Lema 5. Si se de�ne (18) y (19) ; se obtiene (23) ; (24) y

@ª

@t
(Â; t) =

@2ª

@Â2
(Â; t)¡ (a+ bµ0)@ª

@Â
(Â; t)

@ª

@Â
(0; t) ; 0 < Â < S(t) ; t > 0

(57)

ª(0; t) =
1

a+ bµ0
(58)

@ª

@Â
(S(t); t) =

1

(a+ bµf )
h c
bl
(a+ bµf )¡ 1

i µ ²
S (t)¡ (a+ bµ0)@ª

@Â
(0; t)

¶

(59)

y
²
S (t) =

²
s (t)

µ
a+ bµf ¡ bl

c

¶
+ (a+ bµ0)

@ª

@Â
(0; t): (60)

Demostración. Las ecuaciones (23) y (24) se obtienen como en el caso
�ujo.
Además

@Â

@t
(Â; t) = ¡@£

@x
(x; t) +

@£

@x
(0; t)
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@£

@t
(x; t) =

@ª

@Â
(Â; t)

µ
¡@£
@x
(x; t) +

@£

@x
(0; t)

¶
+
@ª

@t
(Â; t)

@£

@x
(x; t) =

@ª

@Â
(Â; t)

1

£(x; t)
) @£

@x
(0; t) =

@ª

@Â
(0; t) (a+ bµ0) :

Por lo tanto

@£

@t
(x; t) = ¡@ª

@Â
(Â; t)

@£

@x
(x; t) +

@ª

@Â
(Â; t)

@ª

@Â
(0; t) (a+ bµ0) +

@ª

@t
(Â; t);

@2£

@x2
(x; t) =

@2ª

@Â2
(Â; t)

1

£2(x; t)
+
@ª

@Â
(Â; t)

(¡1)
£2(x; t)

@£

@x
(x; t) :

Reemplazando estos cálculos en (12) se obtiene (57) :
Si x = 0 entonces Â (0; t) = 0, luego

ª(0; t) = µ (0; t) =
1

a+ bµ0
:

Como
@£

@x
(x; t) =

@ª

@Â
(Â; t)

1

£(x; t)

y además vale (14) se tiene

@ª

@Â
(S(t); t)

1

£(s(t); t)
=
lb

c

²
s (t): (61)

Además
²
S (t) =

@Â

@x
(s(t); t)

²
s (t) +

@Â

@t
(s(t); t) =

1

£(s(t); t)

²
s (t) +

@£

@x
(0; t)¡ @£

@x
(s(t); t) =

(a+ bµf )
²
s (t) +

@£

@x
(0; t)¡ bl

c

²
s (t) = (60) :

De (61) y de (60) se obtiene (59) :¥
Teorema 4. Si se asume una solución de tipo similaridad, es decir, si

se de�ne (26) y se buscan soluciones del tipo (27) entonces la frontera libre
del problema (23) ; (24) ; (57)¡ (59) debe ser de la forma

S(t) = 2¤2
p
t
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con ¤2 un coe�ciente desconocido a ser determinado. Además, el problema
se transforma en

'00 (») + 2'0 (»)
µ
» ¡ '

0 (0)
2

(a+ bµ0)

¶
= 0 ; 0 < » < ¤2 (62)

' (0) =
1

a+ bµ0
(63)

' (¤2) =
1

a+ bµf
(64)

'0 (¤2) =
2

(a+ bµf )
h c
bl
(a+ bµf)¡ 1

i µ¤2 ¡ '0 (0)
2

(a+ bµ0)

¶
: (65)

Además se tiene

s(t) = 2¸2
p
t (66)

con

¸2 =
¤2 ¡ r

a+ bµf ¡ bl
c

(67)

donde

r =
'0(0)(a+ bµ0)

2
(68)

y
' (») = D2 erf (» ¡ r) + C2 ; (69)

con

D2 =
b (µ0 ¡ µf )

(a+ bµf) (a+ bµ0) (erf(r) + erf(¤2 ¡ r)) ; (70)

C2 =
1

a+ bµf

µ
1¡ b (µ0 ¡ µf ) erf (¤2 ¡ r)

(a+ bµ0) (erf (r) + erf (¤2 ¡ r))
¶
: (71)

101



Más aún, la función ' está dada por la siguiente expresión

'(») =
1

a+ bµf

·
1 +

b (µ0 ¡ µf) (erf (» ¡ r)¡ erf (¤2 ¡ r))
(a+ bµ0) (erf (r) + erf (¤2 ¡ r))

¸
: (72)

Demostración. Las expresiones de las derivadas deª ya fueron obtenidas
en el caso �ujo entonces se sustituyen en (57) y se obtiene

¡ 1
2t
»'0 (») =

1

4t
»'00 (»)¡ (a+ bµ0) 1

2
p
t
'0 (0)

1

2
p
t
'0 (»)

() ¡»'0 (») = 1

2
'00 (»)¡ (a+ bµ0) 1

2
'0 (0)'0 (»)

() 1

2
'00 (») + »'0 (»)¡ a+ bµ0

2
'0 (0)'0 (») = 0() (62) :

La expresión (63) se deduce inmediatamente de (26) ; (27) y de (58) :
Además, como

ª(S(t); t) =
1

a+ bµf
() '

µ
S(t)

2
p
t

¶
=

1

a+ bµf
; 8t > 0 =)

S(t)

2
p
t
= ¤2 ; 8t > 0 =) S(t) = 2¤2

p
t ;

y también se tiene (64) :
Como

²
S (t) =

¤2p
t
;
@ª

@Â
(S(t); t) =

'0 (¤2)

2
p
t
y
@ª

@Â
(0; t) =

'0 (0)

2
p
t

se tiene

(59)() 1

2
p
t
'0 (¤2) =

¤2p
t
¡ (a+ bµ0) '

0 (0)

2
p
t

(a+ bµf )
³ c
bl
(a+ bµf )¡ 1

´ () (65) :

Por otro lado

(60)()
µ
a+ bµf ¡ bl

c

¶
²
s (t) =

²
S (t) ¡ (a+ bµ0) @ª

@Â
(0; t)
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()
µ
a+ bµf ¡ bl

c

¶
²
s (t) =

¤2p
t
¡ (a+ bµ0) '

0 (0)

2
p
t

=)²
s (t) =

1

a+ bµf ¡ bl
c

µ
2¤2 ¡ (a+ bµ0)'0 (0)

2
p
t

¶

=) s(t) =
1

a+ bµf ¡ bl
c

(2¤2 ¡ (a+ bµ0)'0 (0))
p
t

=) s(t) = 2¸2
p
t ;

con ¸2 de�nida por (67) :
Análogamente a lo realizado en el caso �ujo, integrando (62) se tiene que

' (») = D2 erf (» ¡ r) + C2

con D2 y C2 constantes a determinar de las condiciones (63) y (64) :

' (0) = D2 erf (¡r) + C2 (73)

' (¤2) = D2 erf (¤2 ¡ r) + C2 : (74)

Restando (73) con (74) se tiene

1

a+ bµ0
¡ 1

a+ bµf
= D2 (erf (¡r)¡ erf (¤2 ¡ r))

b (µf ¡ µ0)
(a+ bµ0) (a+ bµf )

= D2(¡1) (erf (¤2 ¡ r) + erf (r)) ;

entonces se tiene (70) :
Reemplazando el valor obtenido para D2 en (70) se tiene (71) :
Falta obtener (72) : Para ello basta sustituir los valores de C2 y D2 en

(69) :¥

Ahora si se consideran las ecuaciones (65) y (68) para determinar las
incógnitas ¤2 y r se tiene el siguiente Lema.
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Lema 6. Existe una única solución r de la siguiente ecuación

W3(x) =W4(x) ; x > r1 = F
¡1(1) (75)

donde
W3(x) = erf

¡1 (F (x)) exp
³¡
erf ¡1 (F (x))

¢2´
; (76)

W4(x) =
³ c
bl
(a+ bµf )¡ 1

´ (a+ bµf )x exp(x2)
(a+ bµ0)

; (77)

y

F (x) = ¡ erf(x) + 1p
¼

b (µ0 ¡ µf )
(a+ bµf )

exp(¡x2)
x

; x > 0 : (78)

Además resulta

¤2 = r + erf
¡1 [F (r)] ; con r > r1 = F¡1(1) :

Demostración. Se tiene que

r =
'0(0)(a+ bµ0)

2
=
(a+ bµ0)

2
D2

2p
¼
exp

¡¡r2¢ =
a+ bµ0p

¼

exp (¡r2) b (µ0 ¡ µf )
(a+ bµf ) (a+ bµ0) (erf(r) + erf(¤2 ¡ r))

entonces

erf(r) + erf(¤2 ¡ r) = b (µ0 ¡ µf)p
¼r (a+ bµf ) exp (r2)

; (79)

luego

erf(¤2 ¡ r) = ¡ erf(r) + b (µ0 ¡ µf)p
¼r (a+ bµf ) exp (r2)

() erf(¤2 ¡ r) = F (r) ;

con F de�nida en (78) :
De [6] se sabe que F (0+) = +1; F (+1) = ¡1 y que F es una función

decreciente, entonces existe r1 = F¡1(1) > 0 tal que
F (r) 2 (¡1; 1) para todo r > r1, es decir

¤2 ¡ r = erf ¡1 [F (r)] ; con r > r1 = F
¡1(1) : (80)
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Se debe demostrar ahora la existencia y unicidad de r:
Teniendo en cuenta (65) se tiene que

2p
¼
D2 exp

¡¡ (¤2 ¡ r)2¢ = 2 (¤2 ¡ r)
(a+ bµf )

³ c
bl
(a+ bµf )¡ 1

´ ()
b (µ0 ¡ µf ) exp

¡¡ (¤2 ¡ r)2¢p
¼ (a+ bµf) (a+ bµ0) (erf(r) + erf(¤2 ¡ r)) =

(¤2 ¡ r)
(a+ bµf )

³ c
bl
(a+ bµf )¡ 1

´ ()
b (µ0 ¡ µf )

³ c
bl
(a+ bµf)¡ 1

´
p
¼ (a+ bµ0) (erf(r) + erf(¤2 ¡ r)) = (¤2 ¡ r) exp

¡
(¤2 ¡ r)2

¢
:

Ahora, teniendo en cuenta (79) se tiene

b (µ0 ¡ µf )
³ c
bl
(a+ bµf )¡ 1

´
p
¼ (a+ bµ0)

b (µ0 ¡ µf )p
¼r (a+ bµf ) exp(r2)

= (¤2 ¡ r) exp
¡
(¤2 ¡ r)2

¢()
³ c
bl
(a+ bµf )¡ 1

´
(a+ bµf)

(a+ bµ0)
r exp(r2) = (¤2 ¡ r) exp

¡
(¤2 ¡ r)2

¢()
³ c
bl
(a+ bµf)¡ 1

´
(a+ bµf )

(a+ bµ0)
r exp(r2) =

(80)
erf ¡1(F (r)) exp

³¡
erf ¡1(F (r))

¢2´
:

Entonces r debe ser solución de (75) :
Es fácil ver que W3(r1) = +1;W3(r0) = 0;W3(+1) = ¡1 y que W3 es

una función decreciente para todo x > r1: Además, de (10) se tiene que
W4(0

+) = 0;W4(+1) = +1 y que W4 es una función creciente. Por lo
tanto, existe una única solución r 2 (r1; r0) (F (r) 2 (0; 1)) de la ecuación
(75) donde r0 = F¡1(0) y entonces

¤2 = r + erf
¡1
·
¡ erf(r) + 1p

¼

b (µ0 ¡ µf )
(a+ bµf)

exp(¡r2)
r

¸
> r ; (81)

con lo cual se obtiene el siguiente teorema.

105



Teorema 5. Se supone válida la hipótesis (10).
(i) Si (£; s) es una solución del problema de frontera libre (12) ; (14)¡(16)

y (56) entonces £ = £(x; t) es una solución, en la variable x; de la ecuación
integral:

£(x; t) =
1

a+ bµf

2
666641¡

b (µ0 ¡ µf )
(a+ bµ0)

Ã
erf (¤2 ¡ r)¡ erf

ÃR x
0

d´
£(´;t)

2
p
t

¡ r
!!

erf(r) + erf(¤2 ¡ r)

3
77775 ; 0 · x · s(t);
(82)

donde t > 0 es un parámetro y s(t) está dada por (66) , ¤2 está dada por
(81) y r 2 (F¡1(1); F¡1(0)) es la única solución de la ecuación (75) donde
la función F está de�nida por (78) :
Además la función Y (x; t) de�nida por

Y (x; t) =
1

2
p
t

Z x

0

d´

£(´; t)
¡ r ; 0 · x · s(t) ; t > 0 (83)

satisface las siguientes condiciones

@Y

@x
(x; t) = ¡ 1

2
p
t

1

£(x; t)
; ; 0 < x < s(t) ; t > 0 (84)

Y (0; t) = ¡r ; t > 0 (85)

@Y

@t
(x; t) = ¡ 1

2t

µ
Y (x; t) +

D2p
¼

exp (¡Y 2(x; t))
£(x; t)

¶
; ; 0 · x · s(t) ; t > 0

(86)
Y (s(t); t) = ¤2 ¡ r ; t > 0 (87)

donde D2 está de�nida por (70) :

(ii) Recíprocamente, si £ es una solución de la ecuación integral (82) con
s dada por (66) y la función Y , de�nida por (83) satisface las condiciones
(84)¡ (87) ; r es la única solución de la ecuación (75), D2 está de�nida por
(70), y ¤2 dada por (81) entonces (£; s) es una solución del problema de
frontera libre (12) ; (14)¡ (16) y (56) :

106



(iii) La ecuación integral (82) tiene una única solución para t ¸ t0 > 0
con t0 un tiempo positivo y arbitrario.
(iv) El problema de de frontera libre (2) ; (4) ¡ (6) y (55) satisfaciendo

la hipótesis (10) tiene una única solución del tipo similaridad generalizada
(µ; s) para t ¸ t0 > 0 (con t0 un tiempo positivo arbitrario), la cual está dada
por

µ(x; t) =
1

b

·
1

£(x; t)
¡ a

¸

s(t) =
2 (¤2 ¡ r)
a+ bµf ¡ bl

c

p
t

(88)

donde £ es la única solución de la ecuación integral (82), ¤2 dada por (81)
y r es la única solución de la ecuación (75) :
Demostración. (i) De los cálculos previos se tiene que

£(x; t) = '(») = C2 +D2 erf (» ¡ r) = C2 +D2 erf
ÃR x

0
d´

£(´;t)

2
p
t

¡ r
!
;

es decir, £ es solución de la ecuación integral (82) : La función Y , de�nida
por (83) ; satisface las condiciones (84) ; (85), y

@Y

@t
(x; t) = ¡ 1

4t
p
t

xZ
0

d´

£(´; t)
¡ 1

2
p
t

xZ
0

£xx(´; t)d´ =

= ¡ 1
2t
(Y (x; t) + r)¡ 1

2
p
t
(£x(x; t)¡£x(0; t)) =

= ¡ 1

2
p
t

µ
Y (x; t)p

t
+£x(x; t)

¶
= ¡ 1

2
p
t

µ
Y (x; t)p

t
+
D2p
¼t

exp (¡Y 2(x; t))
£(x; t)

¶

esto es (86) : Finalmente se tiene

Y (s(t); t) =
1

2
p
t

s(t)Z
0

d´

£(´; t)
¡ r = Â (s(t); t)

2
p
t

¡ r = S (t)

2
p
t
¡ r = ¤2 ¡ r
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que es (87) :

(ii) Para probar que (£; s) es una solución del problema de frontera libre
(12) ; (14) ¡ (16) y (56) ; bajo la hipótesis (10) ; se tiene que:
a)

£xx(x; t) =

µ
D2p
¼t

exp (¡Y 2(x; t))
£(x; t)

¶
x

=

= ¡ D2p
¼t

exp (¡Y 2(x; t))
£2(x; t)

µ
Y (x; t) +

D2p
¼

exp (¡Y 2(x; t))
£(x; t)

¶
;

b)

£t(x; t) =
2D2p
¼
exp

¡¡Y 2(x; t)¢Yt(x; t) =
= ¡ D2p

¼t
exp

¡¡Y 2(x; t)¢µY (x; t) + D2p
¼

exp (¡Y 2(x; t))
£(x; t)

¶

esto es (12) ;
c)

£(0; t) = C2 ¡D2 erf(r) =
1

a+ bµf
¡ b (µ0 ¡ µf)
(a+ bµf )(a+ bµ0)

=
1

a+ bµ0

esto es (56) ;
e)

£(s(t); t) = C2 +D2 erf(¤2 ¡ r) = 1

a+ bµf
; esto es (15) ;

f)

£x(s(t); t) =
D2p
¼t

exp (¡Y 2(s(t); t))
£(s(t); t)

=
(a+ bµf)D2p

¼t
exp

¡¡(¤2 ¡ r)2¢ =
=
a+ bµf
a+ bµ0

1p
t
r exp(r2) exp

¡¡ (¤2 ¡ r)2¢ = a+ bµf
a+ bµ0

1p
t
r exp(r2)

erf¡1 (F (r))
W3(r)

=

=
a+ bµf
a+ bµ0

1p
t
r exp(r2)

erf¡1 (F (r))
W4(r)

=
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=
1p
t

bl

c(a+ bµf )¡ bl (¤2 ¡ r) =
bl¸2

c
p
t
=
bl

c

²
s (t) ; esto es (14) :

(iii) Ahora para completar la demostración, se debe probar la existencia
de solución de la ecuación integral (82) : Si se de�ne Y (x; t) por (83) entonces,
la ecuación (82) es equivalente al siguiente problema diferencial de Cauchy

@Y

@x
(x; t) =

1

2
p
t

1

(C2 +D2 erf (Y (x; t)))
´ G2 (x; t; Y (x; t)) ; 0 < x < s(t) ; t > 0

Y (0; t) = ¡r ;
(89)

con t > 0 parámetro. Se tiene que
¯̄
@G2
@Y

¯̄ · D2
C22
p
¼t
la cual es acotada para todo

t > t0 > 0; 0 · x · s(t), para un tiempo arbitrario positivo t0: Entonces, el
problema (89) (i.e. la ecuación integral (82)) tiene una única solución para
t ¸ t0 > 0; para un tiempo arbitrario positivo t0.
(iv) Se demuestra a través de cálculos elementales, tediosos y análogos al

caso �ujo.¥

Observación 2. Si £ es solución de la ecuación integral (82) entonces
£ es estrictamente monótona en la variable x:
Se obtiene que µ(x; t) = (1=£(x; t)¡ a) =b no tiene límite cuando

(x; t)! (0; 0) pero µ (x; t) es acotada en un entorno de (0; 0) y veri�ca que

µf = lim
(´;¿ ) 7!(0;0)

inf µ(´; ¿ ) · µ(x; t) · µ0 = lim
(´;¿) 7!(0;0)

sup µ(´; ¿ ) ;

para 0 · x · s(t); t > 0:¥
El resultado del Teorema 5 también es válido si se reemplaza la condición

(10) por a+ bµf = bl=c:

Teorema 6. Si se satisface la condición a + bµf = bl=c entonces la
solución del problema (2), (4)¡ (6) y (55) está dada por

µ(x; t) =
1

b

·
1

£(x; t)
¡ a

¸

s(t) =
2¤3 exp(¤23)

a+ bµ0

p
t

(90)
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donde £ es la única solución en la variable x de la siguiente ecuación integral

£(x; t) =
1

a+ bµf

0
BBBB@1 +

b (µ0 ¡ µf )
(a+ bµ0)

erf

ÃR x
0

d´
£(´;t)

2
p
t

¡¤3
!

erf(¤3)

1
CCCCA ; 0 · x · s(t)

(91)

para t ¸ t0 > 0 con t0 un tiempo arbitrario positivo y ¤3 es la única solución
de la ecuación

x exp(x2) erf(x) =
b (µ0 ¡ µf )p
¼ (a+ bµf )

; x > 0 : (92)

Demostración. Si se de�ne (11) entonces, el problema (2), (4)¡ (6) y
(55) se transforma en (12) ; (14)¡ (16) y (56) : También se de�ne (18) y (19)
y se obtiene (23) ; (24) ; (57) ; (58) y

@ª

@Â
(S(t); t) =

²
s (t): (93)

Ahora, introduciendo (26) y (27) se obtiene (28) ; (31) ; (62) y (63) : De
(19) se tiene

²
S (t) =

@Â

@x
(s(t); t)

²
s (t) +

@Â

@t
(s(t); t) = (94)

=
1

£ (s(t); t)

²
s (t) +

@£

@x
(0; t)¡ @£

@x
(s(t); t) =

= (a+ bµf)
²
s (t) +

@£

@x
(0; t)¡ lb

c

²
s (t) =

@£

@x
(0; t)

por lo tanto

²
S (t) = '0(0)

1

2
p
t

1

£ (0; t)
= '0(0)

1

2
p
t
(a+ bµ0) ; (95)

luego
S(t) = 2¤3

p
t
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con

¤3 =
'0(0) (a+ bµ0)

2
: (96)

Teniendo en cuenta (14) ; (15) y (19) se tiene

@£

@x
(s(t); t) =

lb

c

²
s (t), '0

³
'0(0)(a+bµ0)

2

´ 1

2
p
t
(a+ bµf ) =

lb

c

²
s (t),

²
s (t) = '0

³
'0(0)(a+bµ0)

2

´ 1

2
p
t
; 8t > 0 :

entonces s(t) = ¸3
p
t donde

¸3 = '
0
³
'0(0)(a+bµ0)

2

´
: (97)

Como ' (0) = 1
a+bµ0

y ' (¤3) = 1
a+bµf

, si se integra (62) se obtiene

' (») = K3 exp
¡
¤23
¢ p¼
2
erf (» ¡¤3) + C3 (98)

donde

K3 =
2b (µ0 ¡ µf ) exp(¡¤23)p

¼ (a+ bµ0) (a+ bµf ) erf(¤3)
; C3 =

1

a+ bµf
: (99)

Se tiene que '0(0) = K3 y teniendo en cuenta (96) resulta

¤3 =
'0(0) (a+ bµ0)

2
=
(a+ bµ0)

2
K3 =

(a+ bµ0)

2

2b (µ0 ¡ µf ) exp (¡¤23)p
¼ (a+ bµ0) (a+ bµf ) erf (¤3)

=
b (µ0 ¡ µf ) exp (¡¤23)p
¼ (a+ bµf ) erf (¤3)

;

luego ¤3 debe satisfacer la ecuación (92) ; o bien

erf(x) =
b (µ0 ¡ µf)p
¼ (a+ bµf)

exp (¡x2)
x

la cual tiene una única solución ¤3 > 0 cualesquiera sean los datos.
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Además, teniendo en cuenta (96)¡ (98) se tiene

¸3 = '
0 (¤3) = K3 exp(¤

2
3) =

2b (µ0 ¡ µf ) exp (¡¤23) exp (¤23)p
¼ (a+ bµ0) (a+ bµf ) erf (¤3)

=
(92)

2¤3 exp(¤23)

(a+ bµ0)

y entonces la frontera libre s(t) está dada por (90) :
Además µ y s son la solución del problema (2) ; (4) ¡ (6) y (55) con la

condición a+ bµf =
bl

c
si y sólo si £ (de�nida por (11)) y s son la solución

de (12) ; (14)¡ (16) y (56). Entonces, £ debe satisfacer la ecuación integral
(91) : Esta ecuación integral es del mismo tipo que (82), entonces tiene una
única solución para todo t ¸ t0 > 0 con t0 un tiempo positivo arbitrario.
Se concluye la tesis siguiendo un argumento similar al desarrollado en el
Teorema 5.¥

Por último se estudia el caso

a+ bµf <
bl

c
: (100)

Haciendo las mismas transformaciones que en el caso a + bµf > bl
c
se

obtiene (60) ; (62) ¡ (69) con coe�cientes ¸4;¤4 y er en lugar de ¸2;¤2 y r
siendo

¤4 = er + erf ¡1 [F (er)] ; con er > r1 = F¡1(1) (101)

y F de�nida por (78). Además como ahora se tiene la hipótesis (100) debe
ser ¤4 ¡ er < 0 :

¤4 < er, erf ¡1 (F (er)) < 0, F (er) < 0, er > F¡1 (0) = r0 (> r1)
donde r1 = F¡1(1):
También se obtiene

' (») = K4 erf (» ¡ er) + C4 :
Como

'(0) =
1

a+ bµ0
=) 1

a+ bµ0
= K4 erf (¡er) + C4 ;

'(¤4) =
1

a+ bµf
=) 1

a+ bµf
= K4 erf (¤4 ¡ er) + C4
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entonces

K4 =
b (µ0 ¡ µf)

(a+ bµf) (a+ bµ0) (erf(er)¡ erf(er ¡¤4)) > 0 ; (102)

C4 =
1

a+ bµf

µ
1 +

b (µ0 ¡ µf ) erf (er ¡ ¤4)
(a+ bµ0) (erf (er)¡ erf (er ¡ ¤4))

¶
> 0 ; (103)

y análogamente al Lema 6 se puede demostrar que er debe veri�car la siguiente
ecuación

W3(x) = W4(x); x > r0 (104)

con W3 y W4 de�nidas por (76) y (77) :

Sea ´¤ =
³ c
bl
(a+ bµf)¡ 1

´ (a+ bµf )
(a+ bµ0)

y P (x) = x exp(x2); x > 0 en-

tonces

(104)() erf ¡1 (F (x)) exp
³¡
erf ¡1 (F (x))

¢2´
= ´¤x exp(x2)

() P
¡
erf ¡1 (F (x))

¢
= ´¤P (x) () P (erf ¡1 (F (x)))

´¤P (x)
= 1: (105)

Como

F (x) = ¡
µ
erf(x)¡ 1p

¼

b (µ0 ¡ µf)
a+ bµf

exp(¡x2)
x

¶
= ¡g (x; p) (106)

con p = ¡ 1p
¼

b(µ0¡µf)
a+bµf

< 0 y g de�nida en el Capítulo 2.

Además como las funciones P y erf ¡1 son funciones impares resulta

(105), P (erf ¡1 (g(x; p)))
¡´¤P (x) = 1 ; (107)

con g de�nida por (106) :
Además ¡´¤ 2 (0; 1) pues

¡´¤ ¡ 1 =
³
1¡ c

bl
(a+ bµf)

´ (a+ bµf)
(a+ bµ0)

¡ 1 =
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(bl ¡ c (a+ bµf )) (a+ bµf )¡ bl (a+ bµ0)
bl (a+ bµ0)

=

¡c (a+ bµf )2 + bl (a+ bµf )¡ bl (a+ bµ0)
bl (a+ bµ0)

=
¡c (a+ bµf )2 + b2l (µf ¡ µ0)

bl (a+ bµ0)
< 0 ;

y ¡´¤ > 0 pues a+ bµf < bl

c
:

Por lo tanto (107) puede reescribirse como

fW (x) ´»´ P (erf ¡1 (g(x; p)))
P (x)

= 1 ; x > r0 y
»
´> 1 : (108)

Se tiene que fW (r0) = 0 y
lim

x!+1
fW (x) =»´ 1

1¡ pp¼ =
»
´
a+ bµf
a+ bµ0

= ¡ 1
´¤
a+ bµf
a+ bµ0

=
1

1¡ c
bl
(a+ bµf)

> 1 :

Por lo tanto, la ecuación (108) tiene al menos una solución er > r0 (la
función fW es del mismo tipo que la función W estudiada en el capítulo 2).
Luego, se tiene el siguiente teorema

Teorema 7. Si a + bµf <
bl

c
entonces el problema de frontera libre

(2) ; (4)¡ (6) y (55) tiene al menos una solución (µ; s) para t ¸ t0 > 0 (con
t0 un tiempo arbitrario positivo) dadas por

µ(x; t) =
1

b

·
1

£(x; t)
¡ a

¸

s(t) =
2 (er ¡ ¤4)pt
bl

c
¡ (a+ bµf )

(109)

con ¤4 dada por (101) ; er solución de la ecuación (104), y £(x; t) es la
correspondiente solución de la siguiente ecuación integral

£(x; t) =
1

a+ bµf

2
666641 +

b (µ0 ¡ µf )
(a+ bµ0)

Ã
erf (er ¡ ¤4) + erf

ÃR x
0

d´
£(´;t)

2
p
t

¡ er
!!

erf(er) ¡ erf(er ¡ ¤4)
3
77775 ; 0 · x · s(t) ;
(110)
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con t ¸ t0 > 0 parámetro.

CONCLUSION.
Se obtuvo una solución explícita de un problema de Stefan a una fase

para un material semi-in�nito con conductividad térmica dependiente de la
temperatura (1) con �ujo de calor (3) o con una condición de temperatura
constante (55) :
Se probó la existencia y unicidad de solución del tipo similaridad para

el problema de frontera libre (2) ¡ (6) para t ¸ t0 > 0 con t0 un tiempo
arbitrario positivo cuando los datos veri�can la condición a+ bµf ¸ bl=c. La
solución explícita para los dos casos se obtiene a través de la única solución
de una ecuación integral en la cual el tiempo es un parámetro.
Además, para el caso a + bµf < bl=c se demostró que no existe solución

al problema de frontera libre (2)¡ (6) :
Luego se reemplazó la condición de �ujo (3) por una condición de tem-

peratura constante sobre el borde �jo x = 0, dada por (55). Se probó la
existencia y unicidad de una solución explícita del tipo similaridad del pro-
blema (2) ; (4) ¡ (6) y (55) para t ¸ t0 > 0 con t0 un tiempo arbitrario y
positivo cuando los datos veri�can la condición a + bµf ¸ bl=c. La solución
explícita para los dos casos se obtuvo también a través de única solución de
una ecuación integral en la cual el tiempo es un parámetro. Finalmente se
demostró que si los datos veri�can la condición a+bµf < bl=c existe al menos
una solución al problema.
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CAPITULO 4

SOLUCIONES EXPLÍCITAS PARA UN PROBLEMA
UNIDIMENSIONAL DE LAMÉ-CLAPEYRON-STEFAN A
DOS FASES CON TÉRMINOS FUENTES EN AMBAS

FASES

RESUMEN. Se estudia un problema de Stefan a dos fases con fuente de
calor en el interior en las fases sólida y líquida para un material semi-in�nito.
Se considera una temperatura inicial negativa y en el borde �jo x = 0 se
impone una condición de temperatura constante positiva o una condición
de �ujo del tipo ¡q0=

p
t (q0 > 0) . Las funciones que describen las fuentes

de calor interno están dadas por gj(x; t) =
½l

t
¯j

³
x

2aj
p
t

´
(j = 1 fase sólida;

j = 2 fase líquida) donde ¯j = ¯j (´) son funciones con ciertas propiedades
de regularidad. Se obtienen soluciones explícitas para ambos problemas. En
el caso con condición de �ujo se debe imponer una restricción al coe�ciente
q0 para que exista solución mientras que en el primer caso existe solución
cualesquiera sean los datos iniciales del problema. Además se obtiene la
equivalencia de los dos problemas de frontera libre. Finalmente, se estudia
un caso particular donde ¯j (j = 1; 2) es del tipo exponencial dada por
¯j (´) = exp

¡¡ (´ + dj)2¢ con dj 2 R; lo cual es interesante en procesos de
sublimación-deshidratación [6, 7, 8].

I. INTRODUCCION.
En [11] se estudió un problema de Stefan con un tipo particular de fuente

y se obtuvo solución explícita de Lamé Clapeyron generalizada [10]. Además
fueron dadas condiciones necesarias y su�cientes que caracterizan a la fuente
para garantizar la unicidad de la solución.
En [14] se consideró unmedio poroso semi-in�nito congelado con propiedades

térmicas constantes sujeto a un proceso de sublimación-deshidratación que
involucra a una fuente volumétrica de calor del tipo

g(x; t) =
const:

t
exp

µ
¡
³
x=
p
t+ d

´2¶
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y también se llevó a cabo un estudio de sensibilidad en el cual fueron analiza-
dos los efectos de las propiedades inherentes del material en las soluciones.
Varios trabajos muestran la importancia de considerar fuentes internas

en el material que llevan a un proceso de cambio de fase, por ejemplo [1, 4,
9, 12, 13, 14, 16].
En [3], fueron estudiadas soluciones de tipo similaridad

µ(x; t) = µ(´) = µ
³
x=
p
t
´

del problema

E(µ)t ¡ A (µ)xx =
1

t
B(´); ´ > 0

µ(x; t) = C > 0; t > 0;
E(µ(x; 0)) = 0; x > 0:

donde E y A son funciones monótonas crecientes, siendo A continua, con
E(0) = A (0) = 0 y ¸ = E(0+) > 0: Esta ecuación puede describir la con-
servación de energía térmica en un proceso de conducción del calor para
un material semi-in�nito con una fuente o sumidero �auto-similar� del tipo
B
¡
x=
p
t
¢
=t: Además, E(µ) representa la energía por unidad de volumen a

una temperatura dada µ, A0(µ) ¸ 0 es la conductividad térmica y B (´) =t
representa una fuente o sumidero singular dependiendo del signo de la función
B. Se obtuvo una ecuación integral para la función inversa ´ = ´ (µ) equiva-
lente al problema anterior y se probó, siguiendo [2], que bajo ciertas hipótesis
sobre los datos iniciales existe al menos una solución de la correspondiente
ecuación integral.
En este trabajo se considerará el siguiente problema de fusión para un

material semi-in�nito

@T2
@t
(x; t) = a22

@2T2
@x2

(x; t) +
1

½c2
g2(x; t); 0 < x < s(t); t > 0 (1)

@T1
@t
(x; t) = a21

@2T1
@x2

(x; t) +
1

½c1
g1(x; t); x > s(t); t > 0 (2)

T1 (s(t); t) = T2 (s(t); t) = 0; t > 0 (3)

k1
@T1
@x

(s(t); t)¡ k2@T2
@x

(s(t); t) = ½l
:
s (t); t > 0 (4)

T1(x; 0) = T1(+1; t) = ¡C < 0; x > 0; t > 0 (5)
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T2 (0; t) = B > 0; t > 0 (6)

s(0) = 0: (7)

para dos fuentes internas dadas por [3, 11, 14]

gj = gj(x; t) =
½l

t
¯j

µ
x

2aj
p
t

¶
j = 1; 2; (8)

donde se supone que ¯1(´) ¸ 0 y ¯2(´) · 0 y además
¯j = ¯j (´) : funciones integrables en (0; ²) ; 8² > 0;
¯j (´) exp(´

2) : funciones integrables en (M;+1) ; 8M > 0;
B > 0 : temperatura en el borde �jo x = 0;
¡C < 0 : temperatura inicial y temperatura para x!1;
l : calor latente de fusión constante por unidad de masa,
½ : densidad de masa constante,
cj , j = 1; 2 : calor especí�co constante en las dos fases, sólida y líquida
respectivamente,
kj , j = 1; 2 : conductividad térmica constante en las dos fases, sólida y
líquida respectivamente
a2j = kj=½cj , para j = 1; 2 : cuadrado de la difusividad térmica en ambas
fases.
En la sección II.1 se obtienen soluciones explícitas para el problema (1)-

(7), cuando se consideran fuentes del tipo (8) y con condición de temperatura
en x = 0, y en II.2 se dan propiedades de monotonicidad de dichas soluciones.
En III.1 se resuelve el mismo problema de frontera libre pero con condición

de �ujo del tipo ¡ q0p
t
(q0 > 0) sobre el borde �jo x = 0, y se obtienen

soluciones explícitas a este problema si el coe�ciente q0 satisface una apro-
piada desigualdad.
En III.2, en forma análoga a la dada en II.2, se dan propiedades de

monotonicidad de la solución.
En IV se prueba la equivalencia de los dos problemas de frontera libre: el

primero con condición de Dirichlet constante (6) considerado en la Sección
II y el segundo con condición de Neumann (58) estudiado en la Sección III.

II.1. SOLUCION DEL PROBLEMA DE FRONTERA LIBRE
CON CONDICION DE TEMPERATURA EN x = 0.
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A continuación se considera el problema (1)-(7) suponiendo que las fuentes
están dadas por (8).

Lema 1. Si se aplica el método de inmovilización del dominio [5], es
decir, si se de�ne la nueva variable espacial independiente y dada por

y =
x

s(t)
(9)

y se buscan soluciones del tipo

Tj(x; t) = µj(y) j = 1; 2; (10)

entonces el problema (1)-(8) se lleva a

µ002(y) + 2¸
2yµ02(y) = ¡

4¸2l

c2
¯2(¸y); 0 < y < 1 (11)

µ2 (0) = B (12)

µ1 (1) = µ2 (1) = 0 (13)

µ1 (+1) = ¡C (14)

µ001(y) + 2
µ
a2
a1
¸

¶2
yµ01(y) = ¡

4l

c1

µ
a2
a1
¸

¶2
¯1

µ
a2
a1
¸y

¶
; 1 < y (15)

k1µ
0
1(1)¡ k2µ02(1) = 2 (¸a2)2 ½l (16)

Demostración. De (10) se tiene que

@Tj
@x

= µ0j(y)
@y

@x
= µ0j(y)

1

s(t)
;

entonces la condición (4) se transforma en

k1µ
0
1(1)

1

s(t)
¡ k2µ02(1)

1

s(t)
= ½l

:
s (t);

luego
k1µ

0
1(1)¡ k2µ02(1) = 2½ls(t)

:
s (t); (17)
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y necesariamente debe ser s(t)
:
s (t) =const. i.e.,

s(t) = 2a2¸
p
t; (18)

donde ¸ > 0 es un parámetro adimensional desconocido.
Además

@Tj
@t

= µ0j(y)
@y

@t
= ¡ x

4t¸a2
p
t
µ0j(y) = ¡

y

2t
µ0j(y) ;

@2Tj
@x2

=
1

4¸2a22t
µ00j (y) ;

g1(x; t) =
½l

t
¯1

µ
a2
a1
¸y

¶
; y > 1 ;

g2(x; t) =
½l

t
¯2 (¸y) ; 0 < y < 1 ;

entonces para 0 < y < 1 se tiene

(1), ¡ y
2t
µ02(y) =

a22
4¸2a22t

µ002(y) +
1

½c2

½l

t
¯2 (¸y),

¡ l
c2
¯2 (¸y) =

1

4¸2
µ002(y) +

y

2
µ02(y), ¡4¸

2l

c2
¯2 (¸y) = µ

00
2(y) + 2¸

2yµ02(y) :

Las condiciones (12) ; (13) y (14) se deducen en forma inmediata de (6) ; (3)
y (5) respectivamente.
Además, sustituyendo (18) en (17) se obtiene (16). Por último:

(2), ¡ y
2t
µ01(y) =

a21
4¸2a22t

µ001(y) +
1

½c1

½l

t
¯1

µ
a2
a1
¸y

¶
,

¡4¸
2l

c1
¯1

µ
a2
a1
¸y

¶
=

µ
a1
a2

¶
µ001(y) + 2¸

2yµ01(y) ; y > 1, (15) :¥

Lema 2. Si se de�ne

Rj(´) = µj

³´
¸

´
; j = 1; 2; ´ = ¸y; (19)
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entonces el problema (11)-(16) es equivalente al que sigue:

R002(´) + 2´R
0
2(´) = ¡

4l

c2
¯2(´); 0 < ´ < ¸ (20)

R001(´) + 2
a22
a21
´R01(´) = ¡

4a22l

a21c2
¯1(
a2
a1
´); ´ > ¸ (21)

R1 (¸) = R2 (¸) = 0 (22)

k1R
0
1 (¸)¡ k2R02 (¸) = 2½l¸a22 (23)

R1(+1) = ¡C (24)

R2 (0) = B: (25)

Lema 3. La solución del problema (20)¡ (25) está dada por

R2(´) = B ¡ (B + '2(¸))
erf(´)

erf(¸)
+ '2(´); 0 < ´ < ¸ ;

'2(´) =
2l
p
¼

c2

Z ´

0

¯2(u) exp(u
2) (erf(u)¡ erf(´)) du

(26)

R1(´) = ¡(C + '1(+1))
erf c

³
a2
a1
¸
´ h

erf
³
a2
a1
´
´
¡ erf

³
a2
a1
¸
´i
+ '1(´); ´ > ¸;

'1(´) =
2l
p
¼

c1

Z a2
a1
´

a2
a1
¸

¯1 (u) exp (u
2)
h
erf (u)¡ erf

³
a2
a1
´
´i
du

(27)

donde ¸ es un coe�ciente incógnita el cual debe veri�car la condición

f1(x; ¯1) = f2(x; ¯2) ; x > 0 (28)

donde
f1(x; ¯1) = F0(x) h1(x; ¯1) (29)
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f2(x; ¯2) = Q

µ
a2
a1
x

¶
h2(x; ¯2) (30)

con
Q(x) =

p
¼x exp(x2)(1¡ erf(x)) ; x > 0 (31)

F0(x) = x erf(x) exp(x
2); x > 0 (32)

h1(x; ¯1) = Ste1 ¡ 2
p
¼

+1Z
a2
a1
x

erf c(u)¯1(u) exp(u
2)du; (33)

erf(x) =
2p
¼

xZ
0

exp(¡u2)du; erf c(x) = 1¡ erf(x) ; x ¸ 0; (34)

h2(x; ¯2) =
Ste2p
¼
¡ F (x; ¯2); x > 0 (35)

y

Ste1 =
Cc1
l

; Ste2 =
Bc2
l

(36)

son los números de Stefan para las fases j = 1 y j = 2 respectivamente, y

F (x; ¯2) = F0(x)¡ 2
Z x

0

erf(u)¯2(u) exp(u
2)du; x > 0 . (37)

Demostración. Luego de hacer cálculos elementales, de (20), (22) y
(25) se obtiene (26) y de (21), (22) y (24) se tiene (27) :
Falta ver que la ecuación (23) es equivalente a (28) :
Teniendo en cuenta (26) y (27) se tiene que

R01(´) = ¡
(C + '1(+1))
a1
a2
erf c

³
a2
a1
¸
´ 2p

¼
exp

Ã
¡
µ
a2
a1
´

¶2!
¡4l
c1
exp(¡´2)

a2
a1
´Z

a2
a1
¸

¯1 (u) exp(u
2)du;

R02(´) = ¡
(B + '2(¸))

erf(¸)

2p
¼
exp(¡´2)¡ 4l

c2
exp(¡´2)

Ź
0

¯2(u) exp(u
2)du
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entonces

R01(¸) = ¡
(C + '1(+1))
a1
a2
erf c

³
a2
a1
¸
´ 2p

¼
exp

Ã
¡
µ
a2
a1
¸

¶2!
; (38)

R02(¸) = ¡
(B + '2(¸))

erf(¸)

2p
¼
exp(¡¸2)¡4l

c2
exp(¡¸2)

Z̧
0

¯2(u) exp(u
2)du (39)

Se sabe que ki = a2i ½ci entonces la ecuación (23) puede escribirse del
siguiente modo:

k1
k2
R01 (¸)¡R02 (¸) =

2l¸

c2
:

Se sustituye ahora en la última ecuación las expresiones obtenidas en (38)
y (39) :

¡
µ
a1
a2

¶2
c1
c2

(C + '1(+1))
a1
a2

p
¼
2
erf c

³
a2
a1
¸
´
exp

µ³
a2
a1
¸
´2¶ + (B + '2(¸))p

¼
2
erf(¸) exp

¡
¸2
¢+

+
4l

c2
exp(¡¸2)

Z̧
0

¯2(u) exp(u
2)du =

2l¸

c2
,

¡2c1
c2

(C + '1(+1))
Q
³
a2
a1
¸
´ +

(B + '2(¸))p
¼
2
F0(¸)

+
4l

c2¸ exp(¸
2)

Z̧
0

¯2(u) exp(u
2)du =

2l

c2
,

¡2c1
c2

Ã
C ¡ 2l

c1

p
¼

Z +1

a2
a1
¸

¯1 (u) exp(u
2) erf c(u)du

!

Q
³
a2
a1
¸
´ +

+

µ
B +

2l
p
¼

c2

Z ¸

0

¯2(u) exp(u
2) (erf(u)¡ erf(¸)) du

¶
p
¼
2
F0(¸)

+
4l erf(¸)

c2F0(¸)

Z̧
0

¯2(u) exp(u
2)du =

2l

c2
,
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¡2c1
c2

Ã
C ¡ 2l

c1

p
¼

Z +1

a2
a1
¸

¯1 (u) exp(u
2) erf c(u)du

!

Q
³
a2
a1
¸
´ +

2B

F0(¸)
p
¼
+

+
4l

c2F0(¸)

Z̧
0

¯2(u) exp(u
2) (erf(u)¡ erf(¸)) du+4l erf(¸)

c2F0(¸)

Z̧
0

¯2(u) exp(u
2)du =

2l

c2
,

¡2c1
c2

0
BB@C ¡ 2lc1

p
¼

+1Z
a2
a1
¸

¯1 (u) exp(u
2) erf c(u)du

1
CCA F0(¸)

Q
³
a2
a1
¸
´ =

=
2l

c2
F0(¸)¡ 2Bp

¼
¡ 4l
c2

Z̧
0

¯2(u) exp(u
2) erf(u)du,

¡2c1
c2

0
BB@C ¡ 2lc1

p
¼

+1Z
a2
a1
¸

¯1 (u) exp(u
2) erf c(u)du

1
CCA F0(¸)

Q
³
a2
a1
¸
´ =

=
2l

c2

0
@F0(¸)¡ Ste2p

¼
¡ 2

Z̧
0

¯2(u) exp(u
2) erf(u)du

1
A,

F0(¸)

0
BB@¡Ste1 + 2p¼

+1Z
a2
a1
¸

¯1 (u) exp(u
2) erf c(u)du

1
CCA =

= Q

µ
a2
a1
¸

¶0@F0(¸)¡ 2 Z̧
0

¯2(u) exp(u
2) erf(u)du¡ Ste2p

¼

1
A,

F0(¸) (¡h1 (x; ¯1)) = Q
µ
a2
a1
¸

¶µ
F (x; ¯2)¡

Ste2p
¼

¶
,

F0(¸)h1 (x; ¯1) = Q

µ
a2
a1
¸

¶
h2 (x; ¯2) ;
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esto es (28) :¥
Lema 4. Las funciones Q (x) ; F0(x) y F (x; ¯2) satisfacen las siguientes

propiedades:

(i) Q(0) = 0; Q(+1) = 1; Q0
(x) > 0; 8x > 0; Q0(0) = p¼:

(ii) F0(0) = 0 ; F0(+1) = +1 ; F 00(x) > 0; 8x > 0 ; F 00(0) = 0

(iii) F (0; ¯2) = 0 ; F (+1; ¯2) = +1 ;
@F

@x
(x; ¯2) > 0; 8x > 0:

(40)
Demostración. Las propiedades de F0 y Q son elementales y la función

F se estudió en [11] donde se consideró el caso unidimensional.¥
Lema 5. Las funciones hj(x; ¯j); (j = 1; 2) satisfacen las siguientes

propiedades:

(i) h1(0
+; ¯1) = Ste1 ¡ 2

p
¼

Z +1

0

erf c(u)¯1(u) exp(u
2)du;

(ii) h1(+1; ¯1) = Ste1;

(iii)
@h1
@x
(x; ¯1) = 2

p
¼
a2
a1
erf c

³
a2
a1
x
´
exp

³
a2
a1
x
´2
¯1

³
a2
a1
x
´
> 0; 8x > 0;

(iv) Si
+1Z
0

erf c(u)¯1(u) exp(u
2) du · Ste1

2
p
¼

(41)

entonces h1(x; ¯1) > 0; 8x > 0;
(v) Si

+1Z
0

erf c(u)¯1(u) exp(u
2) du >

Ste1
2
p
¼

(42)

entonces existe una única constante »1 > 0; tal que h1(»1; ¯1) = 0 y
h1(x; ¯1) es negativa en (0; »1); y es positiva en (»1;+1):
(vi) h2(0+; ¯2) =

Ste2p
¼
;

(vii) h2(+1; ¯2) = ¡1;
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(viii)
@h2
@x
(x; ¯2) = ¡

½
2xp
¼
+ exp(x2) erf(x) [1 + 2x2 ¡ 2¯2(x)]

¾
< 0;

(ix) Existe una única constante »2 > 0 tal que h2(»2; ¯2) = 0:

Demostración. Las propiedades de las funciones hj(x; ¯j) (j = 1; 2) se
obtienen a partir de sus de�niciones (33)-(35), del Lema 4 y también de
[11].¥

Lema 6. (a) La función f1(x; ¯1); satisface las siguientes propiedades:

(i) f1(0+; ¯1) = 0 ; (ii) f1(+1; ¯1) = +1;

(iii) Si la condición (41) se veri�ca entonces f1(x; ¯1) > 0; 8x > 0;

@f1
@x
(x; ¯1) > 0 y

@f1
@x
(0+; ¯1) = 0

+;

(iv) Si la condición (42) se veri�ca entonces f1(»1; ¯1) = 0 ; f1(x; ¯1)

es negativa en (0; »1) y es positiva en (»1;+1); entonces existe x1 2 (0; »1)

tal que
@f1
@x
(x1; ¯1) = 0: Además se tiene

@f1
@x
(x; ¯1) > 0 8 x > »1:

(43)
(b) La función f2(x; ¯2) satisface las siguientes propiedades:

(i) f2(0
+; ¯2) = 0 ; (ii) f2(+1; ¯2) = ¡1 ; (iii) f2(»2; ¯2) = 0;

(iii)
@f2
@x
(x; ¯2) =

a2
a1
Q0
³
a2
a1
x
´
h2(x; ¯2) +Q

³
a2
a1
x
´ @h2
@x
(x; ¯2);

(iv)
@f2
@x
(0+; ¯2) =

a2
a1
Ste2 > 0;

(v) Existe x2 2 (0; »2) tal que
@f2
@x
(x2; ¯2) = 0;

(vi)
@f2
@x
(x; ¯2) < 0 ; 8 x > »2:

(44)
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Demostración. Se usan las de�niciones de las correspondientes fun-
ciones reales y los lemas 4 y 5.
Nótese que en (a)(iv) se tiene f1(x; ¯1) < 0 8x 2 (0; »1) y en (b)(v) se

tiene f2(x; ¯2) > 0 en (0; »2):¥
Teorema 1. La ecuación (28) tiene una única solución ¸ > 0: Más aún

el problema de frontera libre con fuentes internas (1)-(7) tiene una solución
explícita dada por

T1(x; t) =
¡ (C + '1(+1))
erf c

³
a2
a1
¸
´ h

erf
³

x
2a1

p
t

´
¡ erf

³
a2
a1
¸
´i
+ '1(

x

2a2
p
t
),

para x > s(t); t > 0;

T2(x; t) = B ¡ (B + '2(¸))
erf
³

x
2a2

p
t

´
erf(¸)

+

+
2l
p
¼

c2

R x
2a2

p
t

0 ¯2(u) exp(u
2)
³
erf(u)¡ erf( x

2a2
p
t
)
´
du;

para 0 < x < s(t); t > 0;
(45)

donde '1(´) y '2(´) están de�nidas en (27), (26) respectivamente y la fron-
tera libre s(t) está dada por (18) donde el coe�ciente ¸ es la única solución
de la ecuación (28).

Demostración. De (9), (10) y (19) se tiene

Tj (x; t) = µj (y) = Rj (´)

y =
x

s(t)
=

x

2¸a2
p
t
; ´ = ¸y =

x

2a2
p
t
;

además de (27) y (26) resulta que

T1 (x; t) = R1 (¸y) = R1

µ
¸x

s(t)

¶
= R1

µ
x

2a2
p
t

¶
=
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=
¡ (C + '1(+1))
erf c

³
a2
a1
¸
´ 2p

¼

x
2a1

p
tZ

a2
a1
¸

exp(¡u2)du+ '1
µ

x

2a2
p
t

¶
; x > s(t)

lo cual, teniendo en cuenta (34) ; es lo que se quería probar.
De igual manera se tiene

T2 (x; t) = R2 (¸y) = R2

µ
¸x

s(t)

¶
= R2

µ
x

2a2
p
t

¶
=

= B ¡ (B + '2(¸))
erf
³

x
2a2

p
t

´
erf(¸)

+ '2

µ
x

2a2
p
t

¶
; 0 < x < s(t) ;

donde '2,'1; s(t) están de�nidas por (27) ; (26) y (18) respectivamente y ¸
es solución de la ecuación (28) :¥
Observación 1. Si la temperatura inicial es C = 0 y la fuente de la

fase sólida es ¯1 = 0 entonces se tiene el problema de Stefan a una fase
con temperatura constante B en el borde �jo x = 0 el cual es el problema
considerado en [11].
La solución está dada por8>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

T (x; t) = T2(x; t) = B ¡ (B + '2(¸))
erf
³

x
2a2

p
t

´
erf(¸)

+

+
2l
p
¼

c2

R x
2a2

p
t

0 ¯2(u) exp(u
2)
³
erf(u)¡ erf( x

2a2
p
t
)
´
du ; 0 < x < s(t); t > 0;

s(t) = 2¸a2
p
t

(46)

donde ¸ es la única solución de la ecuación F (x; ¯2) =
Ste2p
¼
; x > 0:

Observación 2. En el caso particular ¯1 = ¯2 = 0 se tiene la clásica
solución de Neumann [4].

II.2. PROPIEDADES DE MONOTONIA.
Se denota con T¯1¯2;1(x; t); T¯1¯2;2(x; t) y s¯1;¯2(t) (i.e ¸¯1;¯2) la solución

del problema (1)-(7) para los datos ¯1 y ¯2: Se comparará está solución con
la correspondiente al caso ¯1 = 0 y ¯1 = ¯2 = 0.
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Lema 7. Si ¯1 ¸ 0 y ¯2 · 0 entonces se tienen las siguientes propiedades
de monotonicidad

(i) s0;¯2(t) · s¯1;¯2(t) · s¯1;0(t) ; t > 0 ; (47)

(ii) s0;¯2(t) · s0;0(t) · s¯1;0(t) ; t > 0 :

Demostración. Para probar (47) es su�ciente probar la misma desigual-
dad para el coe�ciente ¸, es decir

(i) ¸0;¯2 · ¸¯1;¯2 · ¸¯1;0 (48)

(ii) ¸0;¯2 · ¸0;0 · ¸¯1;0:

La ecuación (28) puede reescribirse de la siguiente forma

F0(x)

0
BB@Ste1 ¡ 2p¼

+1Z
a2
a1
x

¯1 (u) exp(u
2) erf c(u)du

1
CCA =

= Q

µ
a2
a1
x

¶0@Ste2p
¼
¡ F0(x) + 2

xZ
0

¯2(u) exp(u
2) erf(u)du

1
A,

F0(x)

0
BB@Ste1 +Q

µ
a2
a1
x

¶
¡ 2p¼

+1Z
a2
a1
x

¯1 (u) exp(u
2) erf c(u)du

1
CCA =

= Q

µ
a2
a1
x

¶0@Ste2p
¼
+ 2

xZ
0

¯2(u) exp(u
2) erf(u)du

1
A ;

es decir, la ecuación (28) para ¸ es equivalente a

G1(x; ¯1) = G2(x; ¯2) (49)
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donde las funciones reales G1 y G2 están de�nidas como sigue

G1(x; ¯1) = F0(x)

2
664Ste1 +Q³a2a1x´¡ 2p¼

+1Z
a2
a1
x

erf c(u)¯1(u) exp(u
2)du

3
775
(50)

G2(x; ¯2) = Q

µ
a2
a1
x

¶24Ste2p
¼
+ 2

xZ
0

erf(u)¯2(u) exp(u
2)du

3
5 ; (51)

y satisfacen las siguientes propiedades:

(i) G1(0; ¯1) = 0; (ii) G1(+1; ¯1) = +1; (iii)
@G1
@x

(0; ¯1) = 0

(iv) Si la condición (41) se veri�ca entonces G1(x; ¯1) > 0; 8x > 0;

(v) Si la condición (42) se veri�ca entonces existe un único

» > 0 tal que G1(»; ¯1) = 0 y

G1(x; ¯1) es negativa en (0; ») y G1 es positiva en (»;+1);

(vi) G1(0; 0) = 0; (vii) G1(+1; 0) = +1;

(viii)
@G1
@x

(x; 0) > 0 ; 8x > 0 y @G1
@x

(0; 0) = 0:

La función G2 tiene las siguientes propiedades:

(i) G2(0; ¯2) = 0;

(ii) G2(+1; ¯2) =
Ste2p
¼
+ 2

Z +1

0

erf(u)¯2(u) exp(u
2) du;

El signo de G2(+1; ¯2) depende de la función ¯2, a pesar de ello, se tiene
en cualquier caso que la solución ¸¯1;¯2 , es decir, la solución de
G1(x; ¯1) = G2(x; ¯2); es mayor o igual que ¸0¯2 , solución de G1(x; 0) =
G2(x; ¯2); debido a que G1(x; ¯1) · G1(x; 0) por ser ¯1 ¸ 0: Con lo cual se
tiene la primer desigualdad de (48) (i):
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Para demostrar la segunda desigualdad de (48) (i) se debe comparar la
solución de G1(x; ¯1) = G2(x; ¯2) , es decir ¸¯1;¯2 ; con ¸¯1;0 que es solución
de G1(x; ¯1) = G2(x; 0):
Se tiene que

(i) G2(x; 0) = Q
³
a2
a1
x
´ Ste2p

¼
;

(ii) G2(0; 0) = 0; (iii) G2(+1; 0) = Ste2p
¼
;

(iv)
@G2
@x

(x; 0) > 0 ; 8x > 0:
Como ¯2 · 0 resulta G2(x; ¯2) · G2(x; 0) ; 8x ¸ 0 entonces se tiene que

¸¯1;¯2 · ¸¯1;0:
La demostración de (48) (ii) es análoga a la dada.¥
Teorema 2. Las soluciones al problema (1)-(7) para los datos ¯1 ¸ 0 y

¯2 · 0 satisfacen las siguientes propiedades de monotonicidad
(i) T¯1¯2;2(x; t) · T¯10;2(x; t); 0 · x · s¯1;¯2(t) ; t > 0;

(ii) T00;2(x; t) · T¯10;2(x; t); 0 · x · s0;0(t) ; t > 0;

(iii) T0¯2;2(x; t) · T00;2(x; t); 0 · x · s0;¯2;(t) ; t > 0;

(iv) T0¯2;1(x; t) · T00;1(x; t); x > s0;0(t) ; t > 0;

(v) T0¯2;2(x; t) · T¯1¯2;2(x; t); 0 · x · s0;¯2;(t) ; t > 0;

(vi) T0¯2;1(x; t) · T¯1¯2;1(x; t) x > s¯1;¯2;(t) ; t > 0;

(vii) T00;1(x; t) · T¯10;1(x; t); x > s¯1;0(t) ; t > 0;

(viii) T¯1¯2;1(x; t) · T¯10;1(x; t); x > s¯1;0(t) ; t > 0;

(52)

Demostración. Todas las propiedades (52) surgen por aplicación del
principio del máximo para la ecuación del calor. Se dará a continuación la
demostración de las propiedades (i) ; (v) y (vii) .

134



Para probar 52 i) se de�ne w(x; t) = T¯10;2(x; t)¡ T¯1¯2;2(x; t) .
La función w satisface las siguientes condiciones

ut ¡ a22uxx = ¡
l

tc2
¯2

µ
x

2a2
p
t

¶
¸ 0 ; 0 · x · s¯1¯2(t) ; t > 0

u(s¯1¯2(t); t) = T¯10;2(s¯1¯2(t); t) ¸ 0

u(x; 0) = 0:

Entonces, por principio del máximo se tiene que w(x; t) ¸ 0 para
0 · x · s¯1¯2(t) ; t > 0; es decir (52)(i).
Sea v(x; t) = T¯1¯2;2(x; t)¡ T0¯2;2(x; t) .
La función v satisface las siguientes condiciones

vt ¡ a22vxx = 0 ; 0 · x · s0¯2(t); t > 0

v(s0¯2(t); t) = T¯1¯2;2(s0¯2(t); t) ¸ 0

v(0; t) = 0:

Luego, por el principio del máximo resulta v(x; t) ¸ 0; es decir (52)(v).
Sea u(x; t) = T¯10;1(x; t)¡ T00;1(x; t) .
La función u satisface las siguientes condiciones

ut ¡ a21uxx =
l

c1t
¯1

µ
x

2a1
p
t

¶
¸ 0 ; x > s¯10(t) ; t > 0

u(s¯10(t); t) = ¡T00;1(s¯10(t); t) ¸ 0

u(x; 0) = T¯10;1(x; 0) ¡ T00;1(x; 0) = ¡C ¡ (¡C) = 0:

Entonces, por principio del máximo se tiene que u(x; t) · 0; es decir
(52)(vii).¥
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III. SOLUCION DEL PROBLEMA DE FRONTERA LIBRE
CON UNA CONDICION DE FLUJO SOBRE EL BORDE FIJO
x=0.
En esta sección se considera el siguiente problema de frontera libre:

@T2
@t
(x; t) = a22

@2T2
@x2

(x; t) +
1

½c2
g2(x; t); 0 < x < s(t); t > 0 (53)

@T1
@t
(x; t) = a21

@2T1
@x2

(x; t) +
1

½c1
g1(x; t); x > s(t); t > 0 (54)

T1 (s(t); t) = T2 (s(t); t) = 0; t > 0 (55)

k1
@T1
@x

(s(t); t)¡ k2@T2
@x

(s(t); t) = ½l
:
s (t); t > 0 (56)

T1(x; 0) = T1(+1; t) = ¡C < 0; x > 0; t > 0 (57)

k2
@T2
@x

(0; t) =
¡q0p
t
; t > 0 (58)

s(0) = 0: (59)

el cual es en realidad el problema (1)-(7) pero la condición (6) es reemplazada
por la dada en (58) ; que es una condición de �ujo de calor donde q0 es una
constante positiva.

Lema 8. Si se de�nen las mismas transformaciones (9) y (10) dadas en
la sección II.1., el problema (53)¡ (59) se transforma en

µ002(y) + 2¹
2yµ02(y) = ¡

4¹2l

c2
¯2(¹y); 0 < y < 1 (60)

µ02 (0) = ¡
2¹q0
½c2a2

(61)

µ1 (1) = µ2 (1) = 0 (62)

µ1 (+1) = ¡C (63)

µ001(y) + 2
µ
a2
a1
¹

¶2
yµ01(y) = ¡

4l

c1

µ
a2
a1
¹

¶2
¯1

µ
a2
a1
¹y

¶
; 1 < y (64)

k1µ
0
1(1)¡ k2µ02(1) = 2 (¹a2)2 ½l : (65)

Además
s(t) = 2a2¹

p
t (66)
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donde ¹ es una constante adimensional a ser determinada.

Demostración. Las ecuaciones (60) ; (62)¡ (65) se obtienen a partir de
(53) ; (54) ¡ (57) de la misma forma que en la sección II.1.
Además como

@T2
@x

(x; t) =
µ02 (y)

2¹a2
p
t
,

resulta

k2
@T2
@x

(0; t) =
¡q0p
t
, k2

µ02 (0)

2¹a2
p
t
=
¡q0p
t
, µ02 (0) =

¡2¹a2q0
k2

, µ02 (0) =
¡2¹q0
½c2a2

:

Por último, como el problema anterior es un problema de tipo Stefan, las
condiciones sobre la frontera libre implican necesariamente que dicha frontera
debe ser de la forma dada en (66) donde ¹ es una constante adimensional
que debe ser determinada.¥
Lema 9. Si se de�ne

Rj(´) = µj

µ
´

¹

¶
; j = 1; 2; ´ = ¹y; (67)

entonces el problema (60)¡ (65) se lleva a

R002(´) + 2´R
0
2(´) = ¡

4l

c2
¯2(´); 0 < ´ < ¹ (68)

R001(´) + 2
a22
a21
´R01(´) = ¡

4a22l

a21c2
¯1(
a2
a1
´); ´ > ¹ (69)

R1 (¹) = R2 (¹) = 0 (70)

k1R
0
1 (¹)¡ k2R02 (¹) = 2½l¹a22 (71)

R1(+1) = ¡C (72)

R
0
2(0) =

¡2q0
½c2a2

(73)
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Lema 10. La solución al problema (68)-(73) está dada por

R1(´) = ¡(C + '1(+1))
erf c

³
a2
a1
¹
´ h

erf
³
a2
a1
´
´
¡ erf

³
a2
a1
¹
´i
+ '3(´); ´ > ¹;

'3(´) =
2l
p
¼

c1

R a2
a1
´

a2
a1
¹
¯1 (u) exp (u

2)
h
erf (u)¡ erf

³
a2
a1
´
´i
du

(74)
y

R2(´) =
q0
p
¼

½c2a2
(erf(¹)¡ erf(´)) + '2(´)¡ '2(¹); 0 < ´ < ¹ ; (75)

donde '2 fue de�nida en (26) y la incógnita ¹ debe satisfacer la siguiente
ecuación

W (x; ¯1) = V (x; ¯2) ; x > 0 (76)

siendo

W (x; ¯1) =
x exp(x2)

Q
³
a2
a1
x
´ [Ste1 ¡ 2p¼

+1Z
a2
a1
x

erf c(u)¯1(u) exp(u
2)du]; (77)

V (x; ¯2) =
q0
½la2

¡ x exp(x2) + 2
xZ
0

¯2(u) exp(u
2)du:

Demostración. Luego de realizar cálculos elementales, de (69) ; (70) y
(72) se obtiene (74) y de (68) ; (70) y (73) se tiene (75) :
Falta ver que la ecuación (71) es equivalente a (76) :
Teniendo en cuenta (74) y (75) se tiene que

R01(´) = ¡
(C + '1(+1))
a1
a2
erf c

³
a2
a1
¹
´ 2p

¼
exp

Ã
¡
µ
a2
a1
´

¶2!
¡4l
c1
exp(¡´2)

a2
a1
´Z

a2
a1
¹

¯1 (u) exp(u
2)du;

R02(´) = ¡
2q0
½c2a2

exp(¡´2)¡ 4l
c2
exp(¡¹2)

Ź
0

¯2(u) exp(u
2)du
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entonces

R01(¹) = ¡
(C + '1(+1))
a1
a2
erf c

³
a2
a1
¹
´ 2p

¼
exp

Ã
¡
µ
a2
a1
¹

¶2!
; (78)

R02(¹) = ¡
2q0
½c2a2

exp(¡¹2)¡ 4l
c2
exp(¡¹2)

¹Z
0

¯2(u) exp(u
2)du (79)

Se sabe que ki = a2i ½ci entonces la ecuación (71) puede escribirse del
siguiente modo:

c1
c2

µ
a1
a2

¶2
R01 (¹)¡R02 (¹) =

2l¹

c2
:

Se sustituye ahora en la última ecuación las expresiones obtenidas en (78)
y (79) y se tiene que:

¡
³
a1
a2

´2 c1
c2

2(C+'1(+1))
p
¼ erf c

³
a2
a1
¹
´
exp

µ³ a2
a1
¹
´2¶+exp(¡¹2)

0
@ 2q0
½c2a2

+ 4l
c2

¹Z
0

¯2(u) exp(u
2)du

1
A =

2l¹

c2
,

¡c1
c2

(C + '1(+1))
Q
³
a2
a1
¹
´ +

1

¹
exp(¡¹2)

0
@ q0
½c2a2

+ 2l
c2

¹Z
0

¯2(u) exp(u
2)du

1
A =

l

c2
,

¡c1 (C + '1(+1))
Q
³
a2
a1
¹
´
l

+
1

¹ exp(¹2)

0
@ q0
½la2

+ 2

¹Z
0

¯2(u) exp(u
2)du

1
A = 1,

¡
c1C
l
¡ c1'1(+1)

l

Q
³
a2
a1
¹
´ = 1¡ 1

¹ exp(¹2)

0
@ q0
½la2

+ 2

¹Z
0

¯2(u) exp(u
2)du

1
A,

¡Ste1+2p¼
Z +1

a2
a1

¹

¯1(u) exp(u
2) erf c(u)du

Q
³
a2
a1
¹
´ = 1¡ 1

¹ exp(¹2)

0
@ q0
½la2

+ 2

¹Z
0

¯2(u) exp(u
2)du

1
A,

¡Ste1 + 2
p
¼

+1Z
a2
a1
¹

¯1 (u) exp(u
2) erf c(u)du =

139



= Q
³
a2
a1
¹
´0@1¡ 1

¹ exp(¹2)

0
@ q0
½la2

+ 2

¹Z
0

¯2(u) exp(u
2)du

1
A
1
A,

¡Ste1 + 2
p
¼

+1Z
a2
a1
¹

¯1 (u) exp(u
2) erf c(u)du =

=
Q
³
a2
a1
¹
´

¹ exp(¹2)

0
@¹ exp(¹2)¡ q0

½la2
¡ 2

¹Z
0

¯2(u) exp(u
2)du

1
A,

¹ exp(¹2)

Q
³
a2
a1
¹
´
0
BB@¡Ste1 + 2p¼

+1Z
a2
a1
¹

¯1 (u) exp(u
2) erf c(u)du

1
CCA

=

0
@¹ exp(¹2)¡ q0

½la2
¡ 2

¹Z
0

¯2(u) exp(u
2)du

1
A,

W (¹; ¯1) = V (¹; ¯2) ;

lo cual prueba que ¹ es solución de (76) :¥
Lema 11. (a) La función W (x; ¯1) satisface las siguientes propiedades:

(i) W (0; ¯1) =
a1
a2
p
¼
[Ste1 ¡ 2p¼

Z +1

0

erf c(u)¯1(u) exp(u
2)du];

(ii) W (+1; ¯1) = +1;

(iii) Si la condición (41) se veri�ca entonces W (0; ¯1) ¸ 0 y
@W

@x
(x; ¯1) > 0; 8x > 0;

(iv) Si la condición (42) se veri�ca entonces W (0; ¯1) < 0:

(b) La función V (x; ¯2) satisface las siguientes propiedades:

(i) V (0; ¯2) =
q0
½la2

; (ii) V (+1; ¯2) = ¡1 ;

(iii)
@V

@x
(x; ¯2) = ¡ exp(x2) (1 + 2x2) + ¯2(x) exp(x2) < 0; 8x > 0 :
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Demostración. Se prueba (a)(iii). Las propiedades restantes se demues-
tran a través de cálculos elementales.

W (0; ¯1) = [Ste1 ¡ 2
p
¼

+1Z
a2
a1
x

erf c(u)¯1(u) exp(u
2)du] lim

x!0
x exp(x2)

Q
³
a2
a1
x
´ =

= [Ste1 ¡ 2
p
¼

+1Z
a2
a1
x

erf c(u)¯1(u) exp(u
2)du] lim

x!0
exp(x2) (1 + 2x2)

Q0
³
a2
a1
x
´
a2
a1

=

= [Ste1 ¡ 2
p
¼

+1Z
a2
a1
x

erf c(u)¯1(u) exp(u
2)du]

a1
a2
p
¼
¸
(41)

0 :

Además

@W

@x
(x; ¯1) =

µ
x exp(x2)

Q
³
a2
a1
x
´
¶0
[Ste1 ¡ 2

p
¼

+1Z
a2
a1
x

erf c(u)¯1(u) exp(u
2)du] +

+

µ
x exp(x2)

Q
³
a2
a1
x
´
¶
2
p
¼¯1

³
a2
a1
x
´
exp

µ³
a2
a1
x
´2¶

erf c
³
a2
a1
x
´
a2
a1
;

para demostrar (a)(iii) basta ver queµ
x exp(x2)

Q
³ a2
a1
x
´
¶0
¸ 0 :

Se tiene que

Q0(x) =
Q(x)(1 + 2x2)¡ 2x2

x

entonces

µ
x exp(x2)

Q
³
a2
a1
x
´
¶0
=
exp(x2) (1 + 2x2)Q

³
a2
a1
x
´
¡ x exp (x2)Q0

³
a2
a1
x
´
a2
a1

Q2
³
a2
a1
x
´ =
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=

exp(x2) (1 + 2x2)Q
³
a2
a1
x
´
¡ exp (x2)

µ
Q
³
a2
a1
x
´µ
1 + 2

³
a2
a1
x
´2¶

¡ 2
³
a2
a1
x
´2¶

Q2
³
a2
a1
x
´ =

=
Q
³
a2
a1
x
´
exp(x2)2x2 ¡ 2

³
a2
a1
x
´2
Q
³
a2
a1
x
´
exp (x2)¡ 2

³
a2
a1
x
´2
exp (x2)

Q2
³
a2
a1
x
´ =

=
Q
³
a2
a1
x
´
exp(x2)2x2 + 2

³
a2
a1
x
´2
exp (x2)

³
1¡Q

³
a2
a1
x
´´

Q2
³
a2
a1
x
´ ¸ 0: ¥

Teorema 3. (a) Si la condición (41) se veri�ca entonces la ecuación
(76) tiene una única solución ¹ > 0 si y sólo si q0 satisface la siguiente
desigualdad

q0 ¸ 2a1½l
2
4Ste1
2
p
¼
¡

+1Z
0

erf c(u)¯1(u) exp(u
2)du

3
5 (80)

(b) Si (42) se veri�ca; entonces la ecuación (76) tiene al menos una solución
¹ > 0; 8q0 > 0:
(c) Si ¯i (i = 1; 2) satisfacen las hipótesis dadas en la introducción entonces
el problema de frontera libre (53)-(59) tiene una solución explícita dada por

T1(x; t) =
¡ (C + '1(+1))
erf c

³
a2
a1
¹
´ h

erf
³

x
2a1

p
t

´
¡ erf

³
a2
a1
¹
´i
+ '3

µ
x

2a2
p
t

¶

para x > s(t); t > 0;
(81)

T2(x; t) =
q0
p
¼

½c2a2

·
erf(¹)¡ erf

µ
x

2a2
p
t

¶¸
+ '2

µ
x

2a2
p
t

¶
¡ '2 (¹)

para 0 < x < s(t); t > 0;

(82)

donde '2 y '3 están de�nidas en (26) y (74) respectivamente, la frontera
libre está dada por

s(t) = 2a2¹
p
t;
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y ¹ es la única solución de la ecuación (76) .

Demostración.
(a) Por el Lema 11 se sabe que W (0; ¯1) ¸ 0 y que W es una función

creciente en la variable x. Además V (x; ¯2) es una función que decrece

inde�nidamente desde
q0
½la2

¸ 0 , entonces existe una única solución ¹ de la
ecuación (76) si y sólo si

q0
½la2

¸W (0; ¯1),

q0
½l
¸ a1p

¼

2
4Ste1 ¡ 2p¼

+1Z
0

erf c(u)¯1(u) exp(u
2)du

3
5, (80) :

(b) La prueba es una simple aplicación del Lema 11.
(c) De (9), (10) y (67) se tiene

Tj (x; t) = µj (y) = Rj (´)

y =
x

s(t)
=

x

2¹a2
p
t
; ´ = ¹y =

x

2a2
p
t
;

además de (74) y (75) resulta que

T1 (x; t) = R1 (¹y) = R1

µ
¹x

s(t)

¶
= R1

µ
x

2a2
p
t

¶
=

=
¡ (C + '1(+1))
erf c

³
a2
a1
¹
´ ·

erf

µ
x

2a1
p
t

¶
¡ erf

µ
a2
a1
¹

¶¸
+'3

µ
x

2a2
p
t

¶
; x > s(t) ;

y

T2 (x; t) = R2 (¹y) = R2

µ
¹x

s(t)

¶
= R2

µ
x

2a2
p
t

¶
=

=
q0
p
¼

½c2a2

·
erf (¹)¡ erf

µ
x

2a2
p
t

¶¸
+ '2

µ
x

2a2
p
t

¶
¡ '2 (¹) ; 0 < x < s(t) ;

donde '2,'3; s(t) están de�nidas por (26) ; (74) y (66) respectivamente y ¹
es solución de la ecuación (76) :¥
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Observación 2. En el caso particular ¯1 ´ 0 y ¯2 · 0 se tiene que

9! ¹ > 0 solución de la ecuación (76)() q0 >
Ck1
a1
p
¼
:

Este resultado fue obtenido en [15].

III.2. PROPIEDADES DE MONOTONIA EN EL CASO CON
CONDICION DE FLUJO EN EL BORDE FIJO x = 0:
Análogamente a lo hecho en II.2, notando con T¯1¯2;1(x; t); T¯1¯2;2(x; t) y

s¯1;¯2(t) (i.e ¹¯1;¯2) a la solución del problema (53)-(59) para los datos ¯1 y
¯2; se comparará dicha solución con la del caso correspondiente a ¯1 = 0 y
también con la de ¯1 = ¯2 = 0.

Lema 12. Si ¯1 ¸ 0 y ¯2 · 0 entonces se tienen las siguientes
propiedades de monotonía

(i) s0;¯2(t) · s¯1;¯2(t) · s¯1;0(t) ; t > 0 ; (83)

(ii) s0;¯2(t) · s0;0(t) · s¯1;0(t) ; t > 0 :

Demostración. Para probar (83) es su�ciente demostrar la misma de-
sigualdad que para el coe�ciente ¹, es decir

(i) ¹0;¯2 · ¹¯1;¯2 · ¹¯1;0; (84)

(ii) ¹0;¯2 · ¹0;0 · ¹¯1;0:

Para esto se consideran las propiedades de las funciones W y V dadas en
el Lema 11 y también

144



(i) W (0; 0) =
a1
a2
p
¼
Ste1 ; (ii) W (+1; 0) = +1;

(iii)
@W

@x
(x; 0) > 0; 8 x > 0;

(iv) W (x; ¯1) · W (x; 0) ; 8 x > 0; ¯1 > 0;

(v) V (0; 0) =
q0
½la2

; (vi) V (+1; 0) = ¡1 ;

(vii)
@V

@x
(x; 0) < 0; 8x > 0;

(viii) V (x; ¯2) · V (x; 0) ;8 x > 0; ¯2 < 0;

(85)

Entonces, comparando las funciones W y V y realizando un análisis sim-
ilar al realizado en el Lema 7, se obtiene (84)(i),(ii).¥
Teorema 4. La solución al problema (53)-(59) para los datos ¯1 ¸ 0 y

¯2 · 0 satisface las siguientes propiedades de monotonía
(i) T¯1¯2;2(x; t) · T¯10;2(x; t); 0 · x · s¯1;¯2(t) ; t > 0;

(ii) T00;2(x; t) · T¯10;2(x; t); 0 · x · s0;0(t) ; t > 0;

(iii) T0¯2;2(x; t) · T00;2(x; t); 0 · x · s0;¯2;(t) ; t > 0;

(iv) T0¯2;1(x; t) · T00;1(x; t); x > s0;0(t) ; t > 0;

(v) T0¯2;2(x; t) · T¯1¯2;2(x; t); 0 · x · s0;¯2;(t) ; t > 0;

(vi) T0¯2;1(x; t) · T¯1¯2;1(x; t) x > s¯1;¯2;(t) ; t > 0;

(vii) T00;1(x; t) · T¯10;1(x; t); x > s¯1;0(t) ; t > 0;

(viii) T¯1¯2;1(x; t) · T¯10;1(x; t); x > s¯1;0(t) ; t > 0:

(86)

Demostración. Todas las propiedades pueden ser probadas usando el
principio del máximo para la ecuación del calor.
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Solo se probará la propiedad (i) .
Sea v(x; t) = T¯10;2(x; t)¡ T¯1¯2;2(x; t).
La función v satisface las siguientes condiciones:

vt ¡ a22vxx = ¡
l

c2t
¯2

µ
x

2a2
p
t

¶
¸ 0 ; 0 · x · s¯1¯2(t) ; t > 0

v(s¯1¯2(t); t) = T¯10;2(s¯1¯2(t); t) ¸
(83)(i)

0

@v

@x
(x; 0) =

@T¯10;2

@x
(x; 0)¡ @T¯1¯2;2

@x
(x; 0) =

(58)
0

Entonces por el principio del máximo se tiene que v(x; t) ¸ 0; esto es (86)
(i).¥

IV. EQUIVALENCIA DE LOS DOS PROBLEMAS DE FRON-
TERA LIBRE.
Se considera la solución T2(x; t) del problema (53)-(59) dada por (82).
Se calcula T2(0; t) y se tiene que

T2(0; t) =
q0
p
¼

½c2a2
erf(¹)¡ '2 (¹) = (87)

=
q0
p
¼

½c2a2
erf(¹)¡ 2l

p
¼

c2

Z ¹

0

¯2(z) exp(z
2) (erf(z)¡ erf(¹)) dz =

= B0(¹)

la cual es constante respecto del tiempo.
Si se reemplaza B por B0(¹) en la condición (6) y se resuelve el problema

(1)-(7) se obtienen las siguientes soluciones de similaridad

T ¤1 (x; t) =
¡ (C + '1(+1))
erf c

³
a2
a1
¸
´ h

erf
³

x
2a1

p
t

´
¡ erf (¸)

i
+ '1(

x

2a2
p
t
)

para x > s(t); t > 0;

T ¤2 (x; t) = B0(¹)¡ (B0(¹) + '2(¸))
erf
³

x
2a2

p
t

´
erf(¸)

+

+
2l
p
¼

c2

R x
2a2

p
t

0 ¯2(u) exp(u
2)
³
erf(u)¡ erf( x

2a2
p
t
)
´
du

para 0 < x < s(t); t > 0;

(88)
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donde '1(´) y '2(´) están de�nidas en (27), (26) respectivamente y la fron-
tera libre está dada por

s(t) = 2¸a2
p
t :

El coe�ciente ¸ debe ser la solución de la siguiente ecuación

f1(x; ¯1) = Q

µ
a2
a1
x

¶·
Ste¤2p
¼
¡ F (x; ¯2)

¸
; x > 0; (89)

Ste¤2 =
B0(¹)c2
l

(90)

Se observa que esta última ecuación es la ecuación (28) donde Ste2 ha
sido reemplazada por Ste¤2:

Teorema 5. Bajo las hipótesis (41) y (80) la solución ¹ de la ecuación
(76) es también la solución de la ecuación (89), es decir ¹ = ¸:
Demostración. Se tiene:

¹ solución de (76)() W (¹; ¯1) = V (¹; ¯2) ()
(77)(33)

q0
½la2

+ 2

Z ¹

0

¯2(z) exp(z
2)dz ¡ ¹ exp(¹2) = ¹ exp(¹2)

Q
³
a2
a1
¹
´ h1 (¹)()

µ
q0
½la2

+ 2

Z ¹

0

¯2(z) exp(z
2)dz ¡ ¹ exp(¹2)

¶
Q

µ
a2
a1
¹

¶
= ¹ exp(¹2)h1 (¹)()

(32)µ
q0 erf(¹)
½la2

+ 2

Z ¹

0

¯2(z) erf(¹) exp(z
2)dz ¡ ¹ exp(¹2) erf(¹)

¶
Q
³
a2
a1
¹
´
=

= F0 (¹) h1 (¹)()
(29)µ

q0 erf(¹)
½la2

¡ 2
Z ¹

0

¯2(z) (erf(z)¡ erf(¹)) exp(z2)dz+

¡F0 (¹) + 2
Z ¹

0

¯2(z) erf(z) exp(z
2)dz

¶
Q
³
a2
a1
¹
´
= F0 (¹) h1 (¹)()

(37)µ
q0 erf(¹)
½la2

¡ F (¹; ¯2)¡ 2
Z ¹

0

¯2(z) (erf(z)¡ erf(¹)) exp(z2)dz
¶
Q
³
a2
a1
¹
´
=

= f1(¹; ¯1)()
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,
µ
c2p
¼l

µ
q0 erf(¹)

p
¼

½la2c2
¡ 2l

p
¼

c2

Z ¹

0

¯2(z) (erf(z)¡ erf(¹)) exp(z2)dz ¡ F (¹; ¯2)
¶¶

Q
³
a2
a1
¹
´

= f1(¹; ¯1)()
(87)

µ
c2p
¼l
B0 (¹) ¡ F (¹; ¯2)

¶
Q
³
a2
a1
¹
´
= f1(¹; ¯1)()

(90)

, ¹ es solución de la ecuación (89) ;

es decir ¹ = ¸. ¥

Observación 2. Si se calcula
@T2
@x

(0; t) para el problema con condición

de temperatura en el borde �jo x = 0 se tiene

k2
@T2
@x

(0; t) = ¡k2 (B + '2 (¸))p
¼a2
p
t erf(¸)

y como ambos problemas son equivalentes entonces

q0 =
k2 (B + '2 (¸))p

¼a2 erf(¸)
:

De (80) se sabe que

B + '2(¸)

erf(¸)
k2 ¸ 2a1½l

2
4Ste1
2
p
¼
¡

+1Z
0

erf c(z)¯1(z) exp(z
2)dz

3
5

entonces

B + '2(¸)

erf(¸)
¸ a2

p
¼2a1½l

k2

2
4Ste1
2
p
¼
¡

+1Z
0

erf c(z)¯1(z) exp(z
2)dz

3
5

o bien

B + '2(¸)

erf(¸)
¸ a1l

c2a2

2
4Ste1 ¡ 2p¼

+1Z
0

erf c(z)¯1(z) exp(z
2)dz

3
5 (91)

La desigualdad ( 91) es una generalización de la desigualdad para el coe-
�ciente que caracteriza la frontera libre s(t) de la solución de Neumann para
el caso particular ¯1 = ¯2 = 0 obtenida en [15], dada por

erf(¸) <
B

C

r
c2k2
c1k1

:
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V. ESTUDIO DE UN CASO PARTICULAR.
Se estudia el caso particular que fue considerado en [14] para aplicaciones

a procesos térmicos, es decir,

¯1(x) = exp(¡(x+ d1)2) ; ¯2(x) = ¡ exp(¡(x+ d2)2); d1;d2 2 R (92)

Lema 7. Se tienen las siguientes propiedades:

(i)

Z
erf(z) exp(¡2zd1)dz = ¡ exp(¡2zd1) erf(z)+exp(d21) erf(z+d1)

2d1
; d1 6= 0

(ii)

Z
erf(z)dz = z erf(z) + 1p

¼
exp (¡z2)

(iii) La función '1 de�nida por la expresión (27), para el caso d1 6= 0 está
dada por

'1(´) = l
p
¼

c1d1
exp

¡¡d21¢nexp(¡2 a2a1¸d1)³erf(a2a1¸)¡ erf(a2a1 ´)´ + (93)

+exp
¡
d21
¢ ³
erf(a2

a1
´ + d1)¡ erf(a2a1¸+ d1)

´o
;

y

'1(+1) = l
p
¼

c1d1
exp

¡¡d21¢nerf c(a2a1¸ + d1) exp ¡d21¢¡ erf c(a2a1¸) exp(¡2a2a1¸d1)o :
(94)

(iv) La función '1; de�nida por la expresión (27), para el caso d1 = 0 está
dada por

'1(´) =
2l
p
¼

c1

½
a2
a1
¸
³
erf(a2

a1
´)¡ erf(a2

a1
¸)
´
+ 1p

¼

µ
exp

µ
¡
³
a2
a1
´
´2¶

¡ exp
µ
¡
³
a2
a1
¸
´2¶¶¾

;

y

'1(+1) = 2l
p
¼

c1

·
a2
a1
¸ erf c

³
a2
a1
¸
´
¡ 1p

¼
exp

µ
¡
³
a2
a1
¸
´2¶¸

=

= 2l
c1

h
Q
³
a2
a1
¸
´
¡ 1
i
exp

µ
¡
³
a2
a1
¸
´2¶

:

(v) La función '2; de�nida por la expresión (26) está dada por

'2(´) =
¡lp¼
c2d2

£¡ erf (´) exp ¡¡d22¢+ erf(´ + d2) ¡ erf(d2)¤ ; si d2 6= 0 (95)
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'2(´) =
2l

c2

£
1¡ exp ¡¡´2¢¤ ; si d2 = 0 :

Teorema 6. a) La desigualdad (41) es equivalente a

Ste1 > 2 ; para d1 > 0 (96)

Ste1 > 2
p
¼P (d1); para d1 < 0 (97)

donde

P (x) =
exp(¡x2)¡ erf c(x)

2x
(98)

b) La solución explícita al problema de frontera libre con fuente de calor (1)-
(7) , con d1 6= 0; d2 6= 0 está dada por

T1(x; t) =
¡ (C + '1(+1))
erf c

µ
a2
a1
¸

¶ µ
erf

µ
x

2a1
p
t

¶
¡ erf

µ
a2
a1
¸

¶¶
+ '1

µ
x

2a2
p
t

¶
;

para x > s(t); t > 0;

T2(x; t) = B ¡ (B + '2 (¸))
erf
³

x
2a2

p
t

´
erf(¸)

+

+
2l
p
¼

c2

R x
2a2

p
t

0 ¯2(u) exp(u
2)
³
erf(u)¡ erf( x

2a2
p
t
)
´
du;

para 0 < x < s(t); t > 0;
(99)

donde '1y '2 están de�nidas en (93) y (95) y

s(t) = 2¸a2
p
t

es la frontera libre y ¸ es la única solución de la ecuación
f1(x; ¯1) = f2(x; ¯2) ; x > 0; con ¯1 y ¯2 dados por (92) :
c) La desigualdad (80) es equivalente a

q0 ¸ 2a1½l
·
Ste1
2
p
¼
¡ 1

2d1

¡
exp(¡d21)¡ erf c(d1)

¢¸
si d1 6= 0 (100)
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q0 ¸ a1½lp
¼
[Ste1 ¡ 2] si d1 = 0

d) La desigualdad ( 91) es equivalente a

B ¡ l
p
¼

c2d2
(erf(¸ + d2)¡ erf(d2)¡ erf (¸) exp (¡d22))

erf(¸)
¸ (101)

¸ la1
c2a2

·
Ste1 ¡

p
¼

d1

¡
exp(¡d21)¡ erf c(d1)

¢¸
si d1 6= 0 ;

y

B ¡ 2l
c2

¡
1¡ erf ¡¡¸2¢¢
erf(¸)

¸ la1
c2a2

[Ste1 ¡ 2] si d1 = 0 :

Demostración. a) Se tiene que

+1Z
0

erf c(u)¯1(u) exp(u
2)du = lim

z!+1

zZ
0

erf c(u) exp
¡¡(u+ d1)2¢ exp(u2)du =

= lim
z!+1

exp
¡¡d21¢

0
@ zZ

0

exp (¡2ud1) du¡
zZ
0

exp (¡2ud1) erf(u)du
1
A =

= lim
z!+1

exp
¡¡d21¢

µ
¡exp(¡2zd1)

2d1
+
1 + exp (¡2zd1) erf(z)

2d1
¡ exp(d21)

2d1
(erf(z + d1)¡ erf(d1))

¶
=

=
exp(d21)
2d1

¡
1¡ exp ¡¡d21¢ (1¡ erf(d1))¢ = 1

2d1

¡
exp

¡¡d21¢¡ 1 + erf(d1)¢ =
=
exp(¡d21)¡ erf c(d1)

2d1
para d1 6= 0 :

Para d1 = 0 , aplicando el Lema 7 (ii) se tiene

+1Z
0

erf c(u)¯1(u) exp(u
2)du = lim

z!+1

zZ
0

erf c(u) exp
¡¡u2¢ exp(u2)du = 1p

¼
:
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Por lo tanto

+1Z
0

erf c(u)¯1(u) exp(u
2)du =

8<
: P (d1) =

exp(¡d21)¡ erf c(d1)
2d1

; si d1 6= 0
1p
¼
; si d1 = 0

(102)
donde la función P (x) satisface las siguientes propiedades:
P (0) = 1p

¼
; P (+1) = 0 ; P (¡1) = 0 ; P (x) > 0 8 x 2 R:

Entonces se obtiene que la condición (41) para d1 6= 0 es equivalente a
+1Z
0

erf c(u)¯1(u) exp(u
2)du · Ste1

2
p
¼
, P (d1) · Ste1

2
p
¼
, Ste1 ¸ 2

p
¼P (d1)

y para d1 = 0 se tiene que (41) es equivalente a

2 · Ste1; si d1 = 0 :

b) Teniendo en cuenta las expresiones (93), (94) y (95), se obtienen las
expresiones explícitas (99) para las temperaturas T1 y T2.
c) Para obtener (100) se reemplaza la expresión (102) en (80), es decir,

para d1 6= 0 se tiene

q0 ¸ 2a1½l
0
@Ste1
2
p
¼
¡

+1Z
0

erf c(u)¯1(u) exp(u
2)du

1
A,

q0 ¸ 2a1½l
µ
Ste1
2
p
¼
¡ P (d1)

¶
,

q0 ¸ 2a1½l
µ
Ste1
2
p
¼
¡ exp(¡d

2
1)¡ erf c(d1)
2d1

¶
:

Para el caso d1 = 0 se tiene

q0 ¸ 2a1½l
0
@Ste1
2
p
¼
¡

+1Z
0

erf c(u)¯1(u) exp(u
2)du

1
A,

q0 ¸ 2a1½l
µ
Ste1
2
p
¼
¡ 1p

¼

¶
, q0 ¸ a1½lp

¼
(Ste1 ¡ 2) :
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d) En (91) se sustituye '2(¸) por la expresión

'2(¸) =
¡lp¼
c2d2

¡
erf(¸ + d2)¡ erf(d2)¡ erf (¸)) exp

¡¡d22¢¢ ; si d2 6= 0
(103)

o

'2(¸) =
¡2l
c2

¡
1¡ exp ¡¡¸2¢¢ ; si d2 = 0

y se obtiene (89).¥

CONCLUSION.
Se estudiaron dos problemas de Stefan a dos fases con fuente de calor

en el interior, tanto en las fase sólida como en la líquida para un material
semi-in�nito. Las funciones que describen las fuentes de calor interno fueron

consideras del tipo gj(x; t) =
½l

t
¯j

³
x

2aj
p
t

´
(j = 1 fase sólida; j = 2 fase

líquida) donde ¯j = ¯j (´) son funciones con ciertas propiedades de regular-
idad. Se consideró una temperatura inicial negativa y en el borde �jo x = 0
se impuso en uno de ellos una temperatura constante positiva y en el otro
problema, una condición de �ujo del tipo ¡q0=

p
t (q0 > 0): Se obtuvieron

soluciones explícitas para ambos problemas. En el caso con condición de �ujo
la solución existe bajo una restricción para el coe�ciente q0 mientras que en el
primer caso existe solución cualesquiera sean los datos iniciales del problema.
Además se demostró la equivalencia de los dos problemas de frontera libre.
Finalmente, se estudió un caso particular donde ¯j (´) = exp

¡¡ (´ + dj)2¢
con dj 2 R ¯j (j = 1; 2), los cuales son importantes en procesos térmicos,
por ejemplo en procesos de sublimación-deshidratación.
Se demostraron propiedades de monotonicidad de las soluciones para am-

bos problemas.
También se logró probar la equivalencia de los dos problemas de frontera

libre.
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