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Resumen: Se considera un caso de solidificacién unidimensional de una sustancia pura que inicialmente se encuentra
en estado liquido en el intervalo acotado [0, []. Inicialmente, el liquido se encuentra por encima de la temperatura de
congelamiento, se refrigera en x = 0 mientras que en x = [ se lo mantiene adiabatico. En el tiempo ¢ = 0, la
temperatura del liquido en 2 = 0 desciende hasta el punto de congelacién y comienza la solidificacién, donde = = s(t)
es la posicion de la interfase s6lido-liquida. Como el liquido se solidifica, se contrae (0 < r < 1) o se expande (r < 0)
y aparece una regién entre x = 0y = rs(t), con r < 1. Se estudian las distribuciones de las temperaturas de las
fases sélida y liquida y la posicién de las dos fronteras libres (xz = rs(t) y = s(t)) en el proceso de solidificacién
cuando se aplican tres diferentes condiciones de contorno sobre la frontera libre = = rs(t) obteniéndose una solucién
explicita de tipo similaridad para los tres casos. Mds atin, la solucién del problema depende de un pardmetro el cual es
la inica solucion de una ecuacién trascendental.
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1. INTRODUCCION

Se considera un problema similar al presentado en [13], [14] a fin de obtener soluciones explicitas para
un problema de frontera libre en el cual la sustancia se contrae o se expande estando inicialmente en el
intervalo acotado [0, []. Inicialmente, el liquido se encuentra por encima de la temperatura de congelamiento
y se refrigera en x = 0 mientras que en x = [ se mantiene adiabatico. En ¢ = 0 la temperatura del liquido en
x = 0 desciende hasta el punto de congelacién y comienza la solidificacién donde x = s(t) es la posicién
de la interfase solida-liquida. Como el liquido se solidifica, la contraccion o expansion aparece en la regién
determinada por z = 0y z = rs(t), donde r = 1 — % es un parametro y p; es la densidad de la regién ¢
(z = 1: solido; ¢ = 2: liquido). El parametro r < 1 puede asumir valores negativos (si 7 € (0, 1) la sustancia
se contrae; si 7 < 0 se expande). Eventualmente todo el liquido se solidifica, lo cual estd de acuerdo con
algunos experimentos. Se considera la distribucion de temperatura del s6lido y del liquido y la posicion de
las dos fronteras libres en el proceso de solidificaciéon. Ademds, se supone que la fase pre-existente estd en
reposo y la fase que se forma estd en movimiento.

Las ecuaciones que describen el problema son

62u1

_ Ouy ., 0ug
) (x,t) = i (x,t) + rs(t)% (x,t), rs(t) <x <s(t), t>0. (1)
627,1,2 Oug
O‘QW(%U —E(%t), s(t) <z, t>0. )

donde u;(x,t) es la temperatura, «; es la difusividad térmica, k; es la conductividad térmica, p; es la
densidad en la regién i (¢ = 1,2), y r es un parametro.
Las condiciones de borde e iniciales son

ug(+00,t) = uz(z,0) = B > u¥, 3)
ui(s(t),t) = u(s(t), t) = u”, ©)
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klulm(s(t), t) — kQUQI(S(t), t) == plLS(t) (5)

donde u* es la temperatura de solidificacion, L es el calor latente de fusién por unidad de masay B es la
temperatura inicial. Ademds, se considerdn para el problema de frontera libre (1) — (5) tres condiciones de
contorno diferentes en la frontera = = rs(t), a saber:

Caso 1: Condicién de temperatura dada por:

ui(rs(t),t) = A, t>0 (6)

donde A es una constante tal que A < u* < B.
Caso 2: Condicién de flujo de calor dada por:

aul _ ﬂ
Fig )= "7 w0 >0 (7

Aqui q—ot describe el flujo de calor sobre la frontera = = rs(t) la cual es es una condicién del tipo impuesto

en [10], donde fue probado que la condicién de flujo de calor (7) sobre el borde fijo x = 0 es equivalente a
una condicién de temperatura constante (6) para el problema de Stefan a dos fases para un material semi-
infinito con coeficientes térmicos constantes en ambas fases. Este tipo de flujo de calor sobre el borde fijo
x = 0 fue también considerado en muchos problemas, por ejemplo [1], [4], [7].

Caso 3: Condicién de tipo convectiva dada por:

%(rs(t)7 t) = f/oi (ug (rs(t),t) —uo), (8)

donde hg es el coeficiente que caracteriza la dependencia en el tiempo del coeficiente de transferencia de
calor dado por —(; y up es la temperatura externa del medio (up < u*). La condicién de borde (8) fue

considerada en [11], [12], [15] para el problema de Stefan clasico.

El objetivo de este trabajo es determinar la distribucidn de temperatura en las regiones liquida y sélida y
la posicion de las dos fronteras en el proceso de solidificaciéon con contraccién o expansion en el dominio
rs(t) < x < s(t),t > 0,con0 < r < 1or < 0respectivamente, en tres casos distintos, cambiando la
condicién de contorno sobre la frontera x = rs(t). Ademds, la solucién de cada problema se da en funcién
de un cierto parametro, el cual es la tnica solucién de una ecuacion trascendental. M4s atn, se estudian
que condiciones deben satisfacer los pardmetros de cada problema para tener un proceso de cambio de fase
instantaneo. En todos los casos, la solucién estd dada en forma paramétrica y es del tipo similaridad. Otros
problemas del mismo tipo se dan en [2], [5], [6], [8], [9].

Teorema 1 El problema de frontera libre (1) — (6) tiene una solucion explicita dada por

erf ( g—f)\(ﬁ@ — r))

ui(x,t) = A+ (u* — A) , rs(t) <z <s(t),t>0 9)
erf( A1 - 7’))
erfe| %
uQ(x,t):B—(B—u*)m, z>s(t), t>0 (10)
s(t) = 20Want; >0 (11)

donde el coeficiente \ es la unica solucion de la ecuacion V1(x) = ®(z), x > 0, donde

_ k?l (u* — A) 1 (6 %) .
Uy (z) = oL ,/MMFQ (, /071(1 r)x) , x>0 (12)

360




/6‘2 (B — u*)

O(z) =z + 22 " (), >0 13
@=o+ 28D ne), (13)

exp(—?) eap(—2?)
Fi(e) =222 ) pyg) = ERT) 0. 14
() erfe(z)’ 2(2) erf(z) ’ v (14)

Teorema 2 Si el dato qo en la condicion (7) verifica la condicion:
ko (B —u*
T

entonces el problema de frontera libre (1) — (5), (7) tiene una solucion explicita dada por

uy(z,t) = u* — %ﬁ (erf ( a2u(l —r)) —erf ( %“(wjﬁ —7“)) , 6

rs(t) <z <s(t),t>0

f x
uﬂx,t)zB—(B—u*)W, x>s(t), t>0 (17)

s(t) = 2uv/ aot (18)
donde el coeficiente p es la tinica solucion de la ecuacion Vo (z) = ®(x), x > 0, con ® definida por (13) y

Uy(x) = _ exp <_a2(1 - r)2x2) ,x>0. (19)

Teorema 3 Si el dato hg en la condicion (8) verifica la condicion:

k‘Q (B — u*)
Vg (u* = u)

entonces el problema de frontera libre (1) — (5), (8) tiene una solucion explicita dada por

ho > (20)

b+ yrarhoerf (5= -1 /22)
kzl—i—\/ﬂalhgerf( Z—fﬁ(l—r))

ui(x,t) = up + (u* — up) , rs(t) <z <s(t),t>0 (21)

f x
ua(x,t) :B—(B—u*)m";]gj\(/?;t), x>s(t), t>0 (22)
s(t) = 2&Vast, t>0 (23)

donde el coeficiente & es la vinica solucion de la ecuacion V3 (z) = ®(z), © > 0, con ® definida por (13), y

" 2.2
_*2q
(" — o) ho exp( 041( r)x )
prlyoao 14 Tral%ferf (MZ—?(l—r)x)

Ademds, la temperatura sobre la frontera libre de la izquierda x = rs(t) es constante para todot > 0y
ug < uy(rs(t),t) = Const. < u*.

Uy(z) = x>0, (24)
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Nota 1

1. Para el caso particular v = 0 en el Teorema 1 se tiene la solucion cldsica de Neumann [3] para el
problema de Stefan a dos fases.

2. Para el caso 2., es importante destacar que la desigualdad (15) no depende der <1 (0 <r < 1o

r < 0). Ademds, para el caso particular r = 0 en el Teorema 2 se tiene el resultado dado en [10].

3. Para el caso 3., la desigualdad (20) no depende de r < 1 (0 < r < 1 or < 0). Mds ain, para el

caso particular r = 0 en el Teorema 3 se tienen los resultados obtenidos en [11], [12].

4. Se prueba la equivalencia entre los tres problemas (1) — (5),(6); (1) — (5),(7) ¥y (1) — (5),(8) .
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