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Resumen: Se considera un caso de solidificación unidimensional de una sustancia pura que inicialmente se encuentra
en estado lı́quido en el intervalo acotado [0, l]. Inicialmente, el lı́quido se encuentra por encima de la temperatura de
congelamiento, se refrigera en x = 0 mientras que en x = l se lo mantiene adiabático. En el tiempo t = 0, la
temperatura del lı́quido en x = 0 desciende hasta el punto de congelación y comienza la solidificación, donde x = s(t)
es la posición de la interfase sólido-lı́quida. Como el lı́quido se solidifica, se contrae (0 < r < 1) o se expande (r < 0)
y aparece una región entre x = 0 y x = rs(t), con r < 1. Se estudian las distribuciones de las temperaturas de las
fases sólida y lı́quida y la posición de las dos fronteras libres (x = rs(t) y x = s(t)) en el proceso de solidificación
cuando se aplican tres diferentes condiciones de contorno sobre la frontera libre x = rs(t) obteniéndose una solución
explı́cita de tipo similaridad para los tres casos. Más aún, la solución del problema depende de un parámetro el cual es
la única solución de una ecuación trascendental.

Palabras clave: problema de Stefan, ecuación del calor, problema de frontera libre, problema de solidificación,
expansión, solución explı́cita.
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1. INTRODUCCIÓN

Se considera un problema similar al presentado en [13], [14] a fin de obtener soluciones explı́citas para
un problema de frontera libre en el cual la sustancia se contrae o se expande estando inicialmente en el
intervalo acotado [0, l]. Inicialmente, el lı́quido se encuentra por encima de la temperatura de congelamiento
y se refrigera en x = 0 mientras que en x = l se mantiene adiabático. En t = 0 la temperatura del lı́quido en
x = 0 desciende hasta el punto de congelación y comienza la solidificación donde x = s(t) es la posición
de la interfase sólida-lı́quida. Como el lı́quido se solidifica, la contracción o expansión aparece en la región
determinada por x = 0 y x = rs(t), donde r = 1 − ρ2

ρ1
es un parámetro y ρi es la densidad de la región i

(i = 1: sólido; i = 2: lı́quido). El parámetro r < 1 puede asumir valores negativos (si r ∈ (0, 1) la sustancia
se contrae; si r < 0 se expande). Eventualmente todo el lı́quido se solidifica, lo cual está de acuerdo con
algunos experimentos. Se considera la distribución de temperatura del sólido y del lı́quido y la posición de
las dos fronteras libres en el proceso de solidificación. Además, se supone que la fase pre-existente está en
reposo y la fase que se forma está en movimiento.

Las ecuaciones que describen el problema son

α1
∂2u1

∂x2
(x, t) =

∂u1

∂t
(x, t) + rṡ(t)

∂u1

∂x
(x, t) , rs(t) < x < s (t) , t > 0. (1)

α2
∂2u2

∂x2
(x, t) =

∂u2

∂t
(x, t) , s (t) < x, t > 0. (2)

donde ui(x, t) es la temperatura, αi es la difusividad térmica, ki es la conductividad térmica, ρi es la
densidad en la región i ( i = 1, 2), y r es un parámetro.

Las condiciones de borde e iniciales son

u2(+∞, t) = u2(x, 0) = B > u∗, (3)

u1(s(t), t) = u2(s(t), t) = u∗, (4)
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k1u1x(s(t), t)− k2u2x(s(t), t) = ρ1Lṡ(t) (5)

donde u∗ es la temperatura de solidificación, L es el calor latente de fusión por unidad de masa y B es la
temperatura inicial. Además, se considerán para el problema de frontera libre (1)− (5) tres condiciones de
contorno diferentes en la frontera x = rs(t), a saber:

Caso 1: Condición de temperatura dada por:

u1(rs(t), t) = A, t > 0 (6)

donde A es una constante tal que A < u∗ < B.
Caso 2: Condición de flujo de calor dada por:

k1
∂u1

∂x
(rs(t), t) =

q0√
t
, q0 > 0. (7)

Aquı́
q0√

t
describe el flujo de calor sobre la frontera x = rs(t) la cual es es una condición del tipo impuesto

en [10], donde fue probado que la condición de flujo de calor (7) sobre el borde fijo x = 0 es equivalente a
una condición de temperatura constante (6) para el problema de Stefan a dos fases para un material semi-
infinito con coeficientes térmicos constantes en ambas fases. Este tipo de flujo de calor sobre el borde fijo
x = 0 fue también considerado en muchos problemas, por ejemplo [1], [4], [7].

Caso 3: Condición de tipo convectiva dada por:

k1
∂u1

∂x
(rs(t), t) =

h0√
t
(u1 (rs (t) , t)− u0) , (8)

donde h0 es el coeficiente que caracteriza la dependencia en el tiempo del coeficiente de transferencia de

calor dado por
h0√

t
y u0 es la temperatura externa del medio (u0 < u∗). La condición de borde (8) fue

considerada en [11], [12], [15] para el problema de Stefan clásico.

El objetivo de este trabajo es determinar la distribución de temperatura en las regiones lı́quida y sólida y
la posición de las dos fronteras en el proceso de solidificación con contracción o expansión en el dominio
rs(t) < x < s(t), t > 0, con 0 < r < 1 o r < 0 respectivamente, en tres casos distintos, cambiando la
condición de contorno sobre la frontera x = rs(t). Además, la solución de cada problema se da en función
de un cierto parámetro, el cual es la única solución de una ecuación trascendental. Más aún, se estudian
que condiciones deben satisfacer los parámetros de cada problema para tener un proceso de cambio de fase
instantáneo. En todos los casos, la solución está dada en forma paramétrica y es del tipo similaridad. Otros
problemas del mismo tipo se dan en [2], [5], [6], [8], [9].

Teorema 1 El problema de frontera libre (1)− (6) tiene una solución explı́cita dada por

u1(x, t) = A + (u∗ −A)
erf

(√
α2
α1

λ( x
2λ
√

α2t
− r)

)

erf
(√

α2
α1

λ(1− r)
) , rs(t) < x < s(t), t > 0 (9)

u2(x, t) = B − (B − u∗)
erfc

(
x

2
√

α2t

)

erfc (λ)
, x > s(t), t > 0 (10)

s (t) = 2λ
√

α2t; t > 0 (11)

donde el coeficiente λ es la única solución de la ecuación Ψ1(x) = Φ(x), x > 0, donde

Ψ1(x) =
k1 (u∗ −A)

ρ1L

√
1

πα1α2
F2

(√
α2

α1
(1− r)x

)
, x > 0 (12)
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Φ(x) = x +
k2 (B − u∗)
α2ρ1L

√
π

F1(x), x > 0 (13)

F1(x) =
exp(−x2)
erfc(x)

, F2(x) =
exp(−x2)
erf(x)

, x > 0 . (14)

Teorema 2 Si el dato q0 en la condición (7) verifica la condición:

q0 >
k2 (B − u∗)√

πα2
(15)

entonces el problema de frontera libre (1)− (5), (7) tiene una solución explı́cita dada por

u1(x, t) = u∗ − q0
√

πα1

k1

(
erf

(√
α2
α1

µ(1− r)
)
− erf

(√
α2
α1

µ( x
2µ
√

α2t
− r

))
,

rs(t) < x < s(t), t > 0

(16)

u2(x, t) = B − (B − u∗)
erfc

(
x

2
√

α2t

)

erfc (µ)
, x > s(t), t > 0 (17)

s(t) = 2µ
√

α2t (18)

donde el coeficiente µ es la única solución de la ecuación Ψ2(x) = Φ(x), x > 0, con Φ definida por (13) y

Ψ2(x) =
q0

ρ1L
√

α2
exp

(
−α2

α1
(1− r)2x2

)
, x > 0 . (19)

Teorema 3 Si el dato h0 en la condición (8) verifica la condición:

h0 >
k2 (B − u∗)√
πα2 (u∗ − u0)

(20)

entonces el problema de frontera libre (1)− (5), (8) tiene una solución explı́cita dada por

u1(x, t) = u0 + (u∗ − u0)
k1 +

√
πα1 h0 erf

(
x

2
√

α1t
− rξ

√
α2
α1

)

k1 +
√

πα1 h0 erf
(√

α2
α1

ξ(1− r)
) , rs(t) < x < s(t), t > 0 (21)

u2(x, t) = B − (B − u∗)
erfc

(
x

2
√

α2t

)

erfc (ξ)
, x > s(t), t > 0 (22)

s(t) = 2ξ
√

α2t, t > 0 (23)

donde el coeficiente ξ es la única solución de la ecuación Ψ3(x) = Φ(x), x > 0, con Φ definida por (13), y

Ψ3(x) =
(u∗ − u0) h0

ρ1L
√

α2

exp
(
−α2

α1
(1− r)2x2

)

1 +
√

πα1
h0
k1

erf
(√

α2
α1

(1− r)x
) , x > 0 . (24)

Además, la temperatura sobre la frontera libre de la izquierda x = rs(t) es constante para todo t > 0 y
u0 < u1(rs(t), t) = Const. < u∗.
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Nota 1

1. Para el caso particular r = 0 en el Teorema 1 se tiene la solución clásica de Neumann [3] para el
problema de Stefan a dos fases.

2. Para el caso 2., es importante destacar que la desigualdad (15) no depende de r < 1 (0 < r < 1 o
r < 0). Además, para el caso particular r = 0 en el Teorema 2 se tiene el resultado dado en [10].

3. Para el caso 3., la desigualdad (20) no depende de r < 1 (0 < r < 1 o r < 0). Más aún, para el
caso particular r = 0 en el Teorema 3 se tienen los resultados obtenidos en [11], [12].

4. Se prueba la equivalencia entre los tres problemas (1)− (5) , (6); (1)− (5) , (7) y (1)− (5) , (8) .
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boundary conditions, Wärme− undStoffübertragung (now Heat and Mass Transfer), 30 (1994), pp. 77-81.

362




