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Resumen

Se considera un modelo de flujo de calor y humedad a través de un semiespacio poroso du-
rante congelamiento, con sobrecondicién de temperatura y de flujo de calor en el borde fijo
para la determinacién de dos coeficientes desconocidos del material semi-infinito de cam-
bio de fase. Se trata de un problema de frontera mévil con acoplamiento de las funciones
temperatura y concentracién (ecuaciones de tipo Luikov) con ocho pardmetros. Para dos
de los casos de determinacién posibles, se hallan condiciones necesarias y suficientes para
la existencia de una solucién y las férmulas correspondientes para las temperaturas y
concentraciones de ambas fases, como también para los coeficientes desconocidos.

Nomenclatura

A, difusividad de humedad

ci,i=1,2 calor especifico en la fase-7

ki, 1 =1,2  conductividad térmica de la fase-i
qo coeficiente que caracteriza el flujo de calor en z =0

calor latente

s(t) posicién del frente de evaporacién
t tiempo

T;, 1=1,2  temperatura en la fase-i.

to temperatura inicial

ts temperatura en el borde fijo x =0

*MAT - Serie A, 14 (2007), 25-30.
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to temperatura de cambio de fase (t; < t, < ty)

u potencial de transferencia de masa

Ug potencial inicial de transferencia de masa

P densidad de masa

o coeficiente de gradiente térmico

o constante que caracteriza la frontera moévil s(t) = 20/t
Lu = e ntimero de Luikov

Ko = > (:;‘j ™ nimero de Kossovitch

P = o—te) nimero de Posnov

Uo

1. Introduccién.

Los problemas de transferencia de calor y masa con cambio de fase que se llevan a cabo
en un medio poroso, tales como evaporacién, condensacién, congelamiento, derretimiento,
sublimacién y desublimacién, tienen una gran aplicacién en procesos de separacion, tec-
nologia de alimentos, migracién de calor en terrenos y suelos, etc. Debido a que este
tipo de problemas es no lineal, el resolverlos usualmente tiene dificultades matematicas.
Sélo se han encontrado unas pocas soluciones exactas para casos ideales (ver [2],[3],[4]
por ejemplo). Una extensa bibliografia sobre problemas de frontera libre y mévil para la
ecuacion de calor-difusién estd dada en [12].

La formulacién matemética de la transferencia de calor y masa en cuerpos de capilares
porosos fue establecida por Luikov ([5],[6]). Mikhailov [7] presenté dos modelos diferentes
para resolver el problema de la evaporacién de humedad liquida desde un medio poroso.
Para el problema del congelamiento (desublimacién) de un semiespacio poroso hiimedo,
Mikhailov también presenté una solucién exacta [8] para una condicién de temperatura
constante en el borde fijo = 0. En el trabajo [9] fue presentada una solucién explicita
para las distribuciones de temperatura y humedad en un semiespacio poroso con una
condicién de flujo de calor en el borde fijo x = 0 del tipo q—ot.

Ahora se considerara el modelo presentado en [8]-[9] como un problema de frontera
mévil, esto es © = s(t) es conocida (dada por la expresion s(t) = 204/t con ¢ > 0 una
constante dada) con una sobrecondicién en el borde fijo. Esto nos permite considerar dos
coeficientes térmicos desconocidos y calcularlos bajo ciertas restricciones sobre los datos
iniciales del problema siguiendo la idea de [13] para una fase y de [11] para dos fases.

Se considera el flujo de calor y humedad a través de un semiespacio poroso durante el
congelamiento. La posicién del frente de cambio de fase al tiempo ¢ esta dada por z = s (t)
que divide al cuerpo poroso en dos regiones. En la region congelada, 0 < 2 < s(t), no hay
movimiento de humedad y la distribucion de temperatura estd descripta por la ecuacién
del calor

8T1 82T1 kl
— (z,t) = a1 —=—= (2,1 t), t =—.
By (x,t) i (x,t), 0<z<s(t),t>0, a o

(1)

Laregion s (t) < x < 400 es la parte hiimeda del cuerpo de capilares porosos en donde
fluyen acoplados el calor y la humedad. El proceso estd descripto por el ya conocido
sistema de Luikov [6] para el caso £ = 0 (e es el factor de conversién de fase de liquido en
vapor) dado por

ks
— (z, ¢ >s(t),t>0 = —
Ox2 ('I7 ) ) T S( ) ) ) a2 pCs

(2)
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ou 0*u
E(m,t)—am7(x,t), x>s(t), t>0. (3)

Las distribuciones iniciales de temperatura y humedad son uniformes

Ty (x,0) = T (+00, t) = 1o,
{ u(z,0) = u(4+00,t) = up. (4)

Se supone que sobre la superficie del semiespacio la temperatura es constante
T (0,t) = tg (5)

donde ¢, < ¢,.
Sobre el frente de congelamiento, existe una igualdad entre las temperaturas

T (5 (t)ut) =1 (5 (t)’t) = v, t>0, (6)

donde t, < ty.
El balance de calor y humedad en el frente de congelamiento da lo siguiente

kl%(S(t%t}—kz%(S(t%ﬂZPTU(S(f),t)%(t% t>0, (7)
ou 8T2
S (s (0),0) 4052 (s (), ) =0, t>0, (8)

Se considera ademds una sobre condicién en el borde fijo # = 0 [1] considerando que

el flujo de calor depende del tiempo de la siguiente manera
T, do
ki——1(0,t) = —= 9
G0n=25 ©Q

donde gy > 0 es un coeficiente que caracteriza el flujo de calor en el borde fijo z = 0.

En este trabajo, se considerara que la frontera mévil x = s(t) definida para ¢ > 0 con
s(0) = 0, estd dada por

s(t) =20Vt (10)

donde o > 0 es una constante dada (puede ser determinada por procesos experimentales).

El conjunto de ecuaciones y condiciones (1)-(10) serd llamado problema P.

Se hallaran férmulas para la determinaciéon de dos coeficientes térmicos desconocidos
elegido entre p (densidad de masa), a,, (difusividad de la humedad), ¢; (calor especifico de
la regién congelada), ¢o (calor especifico de la regién hiimeda), k; (conductividad térmica
de la regién congelada), ks (conductividad térmica de la regién himeda), § (coeficiente
de gradiente térmico), r (calor latente) junto con las temperaturas 71,75 y la humedad
u como funcién de los coeficientes térmicos y los datos tg,ts, ty, qo, uo y 0 en dos de los
veintiocho casos posibles.

Siguiendo [9], para el caso general Lu = 2422 # 1 se tiene que

Ty (2,) = t, — 2 [— erf (%%ﬁ) +erf (%U)} L0<az<s(t), t>0  (11)

Ty (z,t) =t, + —o—l_ [erf (wf—“%\ﬁ) — erf( f—“a)] , x> s(t), t>0 (12)
) m m

1—erf( f—ua
m
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Lu x
exp Lu—l a—02 1—erf 7
u(z,t) = ug — v, {erf <,/§—;L2iﬁ>— ((L )m\)ﬁ—g (2 mt))},x>s(t),t>0
(13)
con

peL dpamca(to—ty) Pn

Yo = 0 1T T he—pames . L 1 (14)
Lu

donde los dos coeficientes térmicos desconocidos deben satisfacer el siguiente sistema
de ecuaciones trascendentales:

(7o)

U Q am
presp (= (300)7) ~ B (y/20) = 20 {1l =71 - ﬁ N0
Qe o
1
erf (yg0) = — (16)
V4
con
o VT _ ™ rug Lu — VT
V2 = \/czkzp(zg—tv)’ V3= 62752 (tO*gv) o WE’CO’ V4= \/Clklp((llf?,—ts) (17)

donde las funciones reales F y () estdn definidas por

_ &Xp (—2?) _ 2
Iy (z) = A= erf(2)) Q (z) = Vrzexp (2%) (1 — erf(z)) (18)
con las siguientes propiedades
Fi(0) =1, Fy (+00) = +o0, F/(z) >0 Vx>0 (19)
Q0) =0, Q (+o00) =1, Q (x) >0 Vz>0. (20)

De los 28 casos posibles en la presente comunicacién sélo se considerard el caso de la de-
terminacion de los coeficientes térmicos {c1, k1 } y el de la determinacion de los coeficientes
térmicos {cz, ka} .

Teorema 1: (Determinacién de los coeficientes térmicos {cy, k1}) Si

Q—=)
75 =2 B ((£20) + 0l — (1 - —E25)) b < 1 (21)

| o)

con vy,7, y 73 definidos en (14) y (17), y F1 y @ definidas en (18) , entonces existe una
tinica solucién al problema P dada por (11)-(13), y los coeficientes térmicos k; y ¢; estdn
dados por las siguientes expresiones

_ _/7a 1 — _ /74 1
hewh | ) e ) @
75 s
donde las funciones reales Fy y M estén definidas por
f
Fyo) = B ) — werf (). (23)

X
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Demostracién: Considerando x = 1/%1(7 ey = —W, el sistema (15)-(16)

puede escribirse como

exp (—xz) = v (24)
erf (z) = gy (25)
De (24) surge trivialmente que x = 1/—log (7v5). Notemos que x > 0 si y solamente si

0 < 75 < 1. Teniendo en cuenta que 5 siempre es un nimero positivo, considerando el

Lema 1 de [10] acerca del signo de - m;jnll , asf que solo se debe imponer que 75 debe ser
)
menor que uno, i.e. la condicién (21). Entonces, de (25) se tiene que

y = erf ( —log (75)) . Luego de algunos cédlculos se obtiene (22).

Teorema 2: (Determinacion de los coeficientes térmicos {c, k2}) Si los datos verifican

la condicién )
tv - ts /cllf;l €xp (_ (700-) ) <1 (26)

oT U erf (7,0)
entonces existen infinitas soluciones al problema P que vienen dadas por (11-13),
= — 27
C2 o2p (27)

donde £ es una solucion de la ecuacién

P(x)=R(z), x>0 (28)
para cada ky € RT, con
a n x2 Q(%m) ko —ty
P(x)=1- U’z”famxz Q\{; ; R(x) = Up‘fuo exp [— (700)2] + %xﬂ (x).

Demostracién: Primero, los datos del problema deben verificar la condicién (16).

Luego, de (15) y considerando z = , /620 se tiene que

2 ag
21 | ka(to—tv) _ amPnr® Q=)
A exp [= (700)"] + Py (¢) = 1 — i S G

es decir, la ecuacién (28). La funcién R tiene las siguientes propiedades:

R(0T) = 22— exp [ (700)2] , R(4+00) = —00, R' (x) <0 Vx> 0.

oprug

La funcién P tiene las siguientes propiedades:

P(0") =1, P(+00) = 1+ Pn (1—Q(¢g_m)) > 1.

Por lo tanto, se tiene que ambas funciones se encontrardn en al menos un = > 0 si la
condicién 1= exp [— (700)2] > 1 se verifica. Asi, teniendo en cuenta (16), se halla una
solucién a la ecuacion (28) si vale (26). Es sencillo ver que (27) surge de la definicién de

x. Este andlisis puede hacerse para cualquier k; > 0 dado.

Los veintiseis casos restantes serdn considerados en un futuro trabajo que se encuentra
en etapa de preparacion.
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