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Resumen

Se considera un modelo de flujo de calor y humedad a través de un semiespacio poroso du-
rante congelamiento, con sobrecondición de temperatura y de flujo de calor en el borde fijo
para la determinación de dos coeficientes desconocidos del material semi-infinito de cam-
bio de fase. Se trata de un problema de frontera móvil con acoplamiento de las funciones
temperatura y concentración (ecuaciones de tipo Luikov) con ocho parámetros. Para dos
de los casos de determinación posibles, se hallan condiciones necesarias y suficientes para
la existencia de una solución y las fórmulas correspondientes para las temperaturas y
concentraciones de ambas fases, como también para los coeficientes desconocidos.

Nomenclatura
am difusividad de humedad
ci, i = 1, 2 calor específico en la fase-i
ki, i = 1, 2 conductividad térmica de la fase-i
q0 coeficiente que caracteriza el flujo de calor en x = 0
r calor latente
s(t) posición del frente de evaporación
t tiempo
Ti, i = 1, 2 temperatura en la fase-i.
t0 temperatura inicial
ts temperatura en el borde fijo x = 0
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tv temperatura de cambio de fase (ts < tv < t0)
u potencial de transferencia de masa
u0 potencial inicial de transferencia de masa
ρ densidad de masa
δ coeficiente de gradiente térmico
σ constante que caracteriza la frontera móvil s(t) = 2σ

√
t

Lu = ρamc2
k2

número de Luikov
Ko = ruo

c2(t0−tv) número de Kossovitch

Pn = δ(t0−tv)
uo

número de Posnov

1. Introducción.
Los problemas de transferencia de calor y masa con cambio de fase que se llevan a cabo

en un medio poroso, tales como evaporación, condensación, congelamiento, derretimiento,
sublimación y desublimación, tienen una gran aplicación en procesos de separación, tec-
nología de alimentos, migración de calor en terrenos y suelos, etc. Debido a que este
tipo de problemas es no lineal, el resolverlos usualmente tiene dificultades matemáticas.
Sólo se han encontrado unas pocas soluciones exactas para casos ideales (ver [2],[3],[4]
por ejemplo). Una extensa bibliografía sobre problemas de frontera libre y móvil para la
ecuación de calor-difusión está dada en [12].
La formulación matemática de la transferencia de calor y masa en cuerpos de capilares

porosos fue establecida por Luikov ([5],[6]). Mikhailov [7] presentó dos modelos diferentes
para resolver el problema de la evaporación de humedad líquida desde un medio poroso.
Para el problema del congelamiento (desublimación) de un semiespacio poroso húmedo,
Mikhailov también presentó una solución exacta [8] para una condición de temperatura
constante en el borde fijo x = 0. En el trabajo [9] fue presentada una solución explícita
para las distribuciones de temperatura y humedad en un semiespacio poroso con una
condición de flujo de calor en el borde fijo x = 0 del tipo q0√

t
.

Ahora se considerará el modelo presentado en [8]-[9] como un problema de frontera
móvil, esto es x = s(t) es conocida (dada por la expresión s(t) = 2σ

√
t con σ > 0 una

constante dada) con una sobrecondición en el borde fijo. Esto nos permite considerar dos
coeficientes térmicos desconocidos y calcularlos bajo ciertas restricciones sobre los datos
iniciales del problema siguiendo la idea de [13] para una fase y de [11] para dos fases.
Se considera el flujo de calor y humedad a través de un semiespacio poroso durante el

congelamiento. La posición del frente de cambio de fase al tiempo t está dada por x = s (t)
que divide al cuerpo poroso en dos regiones. En la región congelada, 0 < x < s (t), no hay
movimiento de humedad y la distribución de temperatura está descripta por la ecuación
del calor

∂T1
∂t
(x, t) = a1

∂2T1
∂x2

(x, t) , 0 < x < s (t) , t > 0, a1 =
k1
ρc1

. (1)

La región s (t) < x < +∞ es la parte húmeda del cuerpo de capilares porosos en donde
fluyen acoplados el calor y la humedad. El proceso está descripto por el ya conocido
sistema de Luikov [6] para el caso ε = 0 (ε es el factor de conversión de fase de líquido en
vapor) dado por

∂T2
∂t
(x, t) = a2

∂2T2
∂x2

(x, t) , x > s (t) , t > 0, a2 =
k2
ρc2

(2)
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∂u

∂t
(x, t) = am

∂2u

∂x2
(x, t) , x > s (t) , t > 0. (3)

Las distribuciones iniciales de temperatura y humedad son uniformes½
T2 (x, 0) = T2 (+∞, t) = t0,
u (x, 0) = u (+∞, t) = u0.

(4)

Se supone que sobre la superficie del semiespacio la temperatura es constante

T1 (0, t) = ts (5)

donde ts < tv.
Sobre el frente de congelamiento, existe una igualdad entre las temperaturas

T1 (s (t) , t) = T2 (s (t) , t) = tv, t > 0, (6)

donde tv < t0.
El balance de calor y humedad en el frente de congelamiento da lo siguiente

k1
∂T1
∂x

(s (t) , t)− k2
∂T2
∂x

(s (t) , t) = ρ r u (s (t) , t)
ds

dt
(t) , t > 0, (7)

∂u

∂x
(s (t) , t) + δ

∂T2
∂x

(s (t) , t) = 0, t > 0. (8)

Se considera además una sobre condición en el borde fijo x = 0 [1] considerando que
el flujo de calor depende del tiempo de la siguiente manera

k1
∂T1
∂x

(0, t) =
q0√
t

(9)

donde q0 > 0 es un coeficiente que caracteriza el flujo de calor en el borde fijo x = 0.
En este trabajo, se considerará que la frontera móvil x = s(t) definida para t > 0 con

s(0) = 0, está dada por
s (t) = 2σ

√
t (10)

donde σ > 0 es una constante dada (puede ser determinada por procesos experimentales).
El conjunto de ecuaciones y condiciones (1)-(10) será llamado problema P.
Se hallarán fórmulas para la determinación de dos coeficientes térmicos desconocidos

elegido entre ρ (densidad de masa), am (difusividad de la humedad), c1 (calor específico de
la región congelada), c2 (calor específico de la región húmeda), k1 (conductividad térmica
de la región congelada), k2 (conductividad térmica de la región húmeda), δ (coeficiente
de gradiente térmico), r (calor latente) junto con las temperaturas T1, T2 y la humedad
u como función de los coeficientes térmicos y los datos t0, ts, tv, q0, u0 y σ en dos de los
veintiocho casos posibles.
Siguiendo [9], para el caso general Lu = ρamc2

k2
6= 1 se tiene que

T1 (x, t) = tv −
√
πq0√
ρc1k1

h
− erf

³
γ0

x
2
√
t

´
+ erf (γ0σ)

i
, 0 < x < s(t), t > 0 (11)

T2 (x, t) = tv +
t0−tv

1−erf( Lu
am

σ)

h
erf
³q

Lu
am

x
2
√
t

´
− erf(

q
Lu
am
σ)
i
, x > s(t), t > 0 (12)
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u (x, t) = u0 − γ1 {erf
³q

Lu
am

x
2
√
t

´
−

exp ( 1
Lu−1)

Lu
am

σ2 1−erf x
2
√
amt√

Lu } , x > s(t), t > 0

(13)
con

γ0 =
q

ρc1
k1
, γ1 =

δρamc2(t0−tv)
k2−ρamc2

=
Pn
1
Lu − 1

, (14)

donde los dos coeficientes térmicos desconocidos deben satisfacer el siguiente sistema
de ecuaciones trascendentales:

γ2 exp
¡
− (γ0σ)2

¢
− F1

³q
Lu
am
σ
´
= γ3σ {1 − γ1(1−

Q( σ√
am

)

Q
Lu
am

σ

)} (15)

erf (γ0σ) =
1

γ4
(16)

con

γ2 =
√
πq0√

c2k2ρ(t0−tv) , γ3 =
q

πρ
c2k2

r u0
(t0−tv) =

q
π Lu
am
Ko, γ4 =

√
πq0√

c1k1ρ(tv−ts) (17)

donde las funciones reales F1 y Q están definidas por

F1 (x) =
exp (−x2)
(1− erf(x)) , Q (x) =

√
πx exp

¡
x2
¢
(1− erf(x)) (18)

con las siguientes propiedades

F1 (0) = 1, F1 (+∞) = +∞, F 0
1 (x) > 0 ∀x > 0 (19)

Q (0) = 0, Q (+∞) = 1, Q0 (x) > 0 ∀x > 0. (20)

De los 28 casos posibles en la presente comunicación sólo se considerará el caso de la de-
terminación de los coeficientes térmicos {c1, k1} y el de la determinación de los coeficientes
térmicos {c2, k2} .

Teorema 1: (Determinación de los coeficientes térmicos {c1, k1}) Si

γ5 =
1
γ2

⎧⎪⎨⎪⎩F1
³q

Lu
am
σ
´
+ γ3σ(1− γ1(1−

Q(
σ√
am

)

Q
Lu
am

σ

))

⎫⎪⎬⎪⎭ < 1 (21)

con γ1, γ2 y γ3 definidos en (14) y (17), y F1 y Q definidas en (18) , entonces existe una
única solución al problema P dada por (11)-(13), y los coeficientes térmicos k1 y c1 están
dados por las siguientes expresiones

k1 =
√
πq0

(tv−ts)F2

⎛⎝s 1

log
1
γ5

⎞⎠ , c1 =
√
πq0

σρ(tv−ts)M

⎛⎝s 1

log
1
γ5

⎞⎠ (22)

donde las funciones reales F2 y M están definidas por

F2 (x) =
erf (x)

x
, M (x) = x erf (x) . (23)
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Demostración: Considerando x =
q

ρc1
k1
σ e y =

√
ρc1k1(tv−ts)√

πq0
, el sistema (15)-(16)

puede escribirse como

exp
¡
−x2

¢
= γ5 (24)

erf (x) = y (25)

De (24) surge trivialmente que x =
p
− log (γ5). Notemos que x > 0 si y solamente si

0 < γ5 < 1. Teniendo en cuenta que γ5 siempre es un número positivo, considerando el
Lema 1 de [10] acerca del signo de m2−1

1−Q(mx)
Q(x)

, así que sólo se debe imponer que γ5 debe ser

menor que uno, i.e. la condición (21). Entonces, de (25) se tiene que

y = erf
³p
− log (γ5)

´
. Luego de algunos cálculos se obtiene (22).

Teorema 2: (Determinación de los coeficientes térmicos {c2, k2}) Si los datos verifican
la condición

tv − ts
σru0

q
c1k1
ρ

exp
¡
− (γ0σ)2

¢
erf (γ0σ)

< 1 (26)

entonces existen infinitas soluciones al problema P que vienen dadas por (11-13),

c2 =
k2
σ2ρ

ξ2 (27)

donde ξ es una solución de la ecuación

P (x) = R (x) , x > 0 (28)

para cada k2 ∈ R+, con

P (x) = 1− amPn x2

σ2−amx2

Q(
σ√
am

)

Q(x)
, R (x) = q0

σρru0
exp

£
− (γ0σ)2

¤
+ k2(t0−tv)√

πσ2ρru0
xF1 (x) .

Demostración: Primero, los datos del problema deben verificar la condición (16).
Luego, de (15) y considerando x =

q
ρc2
k2
σ se tiene que

q0
σρru0

exp
£
− (γ0σ)2

¤
+ k2(t0−tv)√

πσ2ρru0
xF1 (x) = 1−

amPnx2
σ2 − amx2

Q(
σ√
am

)

Q(x)
,

es decir, la ecuación (28). La función R tiene las siguientes propiedades:

R (0+) = q0
σρru0

exp
£
− (γ0σ)2

¤
, R (+∞) = −∞, R0 (x) < 0 ∀x > 0.

La función P tiene las siguientes propiedades:

P (0+) = 1, P (+∞) = 1 + Pn
³
1−Q( σ√

am
)
´
> 1.

Por lo tanto, se tiene que ambas funciones se encontrarán en al menos un x > 0 si la
condición q0

σρru0
exp

£
− (γ0σ)2

¤
> 1 se verifica. Así, teniendo en cuenta (16), se halla una

solución a la ecuación (28) si vale (26). Es sencillo ver que (27) surge de la definición de
x. Este análisis puede hacerse para cualquier k2 > 0 dado.

Los veintiseis casos restantes serán considerados en un futuro trabajo que se encuentra
en etapa de preparación.
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