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Resumen: Se estudia un problema unidimensional de conducción del calor no-clásico para un material semi-infinito
a través de una ecuación de difusión fraccionaria de tipo Caputo en el cual la fuente de calor depende del flujo en
el extremo x = 0. Se obtiene una solución a través de una ecuación integral de Volterra de segunda especie. Se
demuestra la convergencia a la solución clásica cuando el orden de derivación fraccionario tiende a 1. Además, para
el caso particular de fuente lineal y de dato de temperatura inicial constante se obtiene la solución explı́cita a través de
las funciones de Mittag–Leffler y de Wright.
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1. INTRODUCCCIÓN

En este trabajo se considera un problema de valores iniciales y de contorno en el primer cuadrante
gobernado por una ecuación de difusión fraccionaria no clásica, dada por

C
0 D

α
t u (x, t)− ∂2

∂x2
u (x, t) = −F (ux(0, t)), x > 0, t > 0, (1)

donde el operador de derivación fraccionario es la derivada fraccionaria de Caputo de orden α ∈ (0, 1) y el
término “no clásico” se refiere al hecho de que no se dispone información explı́cita sobre la fuente, sino que
se conoce la relación entre la fuente y el flujo entrante, suponiendo conocida la temperatura en la frontera.

Este tipo de problemas para la ecuación de difusión clásica (o ecuación del calor) fue estudiado previa-
mente en [1, 2, 3, 7], entre otros.

En este trabajo se presenta la solución a dicho problema, la consistencia de los resultados obtenidos con
respecto al caso clásico α = 1 y resultados explı́citos para el caso particular de poseer como datos una
temperatura inicial constante y un término de fuente lineal.

2. DEFINICIONES PRELIMINARES

En esta sección se presentan definiciones y notaciones preliminares ([4, 5, 6, 8]).

Definición 1 Operadores fraccionarios. Sea α ∈ R+ y n = dαe.

1. Se define la integral fraccionaria de Riemann–Liouville de orden α sobre L1(a, b) como

aI
α
s f(s) =

1

Γ(α)

s∫

a

(s− τ)α−1f(τ)dτ. (2)

2. Sobre Wn,1([a, b]) =
{
f ∈ L1([a, b])/f (m) ∈ L1([a, b])∀m ∈ N : m ≤ n

}
se define la derivada

fraccionaria de Caputo de orden α como

C
aD

α
s f(s) =

{
In−α[f (n)](s) si n− 1 < α < n

f (n)(s) si α = n
(3)
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Definición 2 Funciones especiales

1. La función de Mittag-Leffler Eα,β de parámetros α, β > 0 viene definida para s ∈ C como

Eα,β (s) :=

∞∑

k=0

sk

Γ (αk + β)
. (4)

Si β = 1, se usa la notación Eα,1 = Eα.

2. La función de Wright de parámetros α > −1 y β ∈ R viene definida para s ∈ C como

W (s;α, β) =
∞∑

k=0

sk

k!Γ (αk + β)
. (5)

3. Un caso particular de la función de Wright es la función de MainardiMν de parámetro ν ∈ (0, 1)
viene definida para s ∈ C como

Mν (s) =
∞∑

k=0

(−s)k
k! Γ (−νk + 1− ν)

= W (−s;−ν, 1− ν) . (6)

Tenemos los siguientes casos particulares de funciones especiales

ĺım
α→1−

Mα
2
(s) =

1√
π
e−

s2

4 , (7)

ĺım
α→1−

[
1−W

(
−2s;−α

2
, α
)]

= erf(s). (8)

Proposición 1 Las siguientes propiedades son válidas para constantes ρ ∈ (0, 1), η ∈ R+ y λ ∈ R.

1. L{tη−1Eρ,η(−λtρ)} = sρ−η
sρ+λ , donde L es la transformada de Laplace.

2.
d

ds
W (s; ρ, η) = W (s; ρ, η + ρ). (9)

3. W (−s;−ρ, η) es una función positiva decreciente en R+.

3. SOLUCIÓN DEL PROBLEMA DE CONDUCCIÓN NO-CLÁSICO

A continuación se presenta el resultado principal del trabajo.

Teorema 1 Sea F una función continua en R. Entonces una solución al siguiente problema de valores
iniciales y de contorno





C
0 D

α
t u (x, t)− ∂2

∂x2
u (x, t) = −F (ux(0, t)) x, t ∈ R+

u (0, t) = 0 t ∈ R+

u (x, 0) = h(x) x ∈ R+,

(10)

viene dada por
u(x, t) = u0(x, t) + f(x, t) + g(x, t), (11)

donde

u0(x, t) =
1

2

∞∫

0

t−
α
2

[
Mα

2

(
|x− ξ|t−α2

)
−Mα

2

(
|x+ ξ|t−α2

)]
h(ξ)dξ, (12)
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f(x, t) = Iαt (−F (V )) (t) =
1

Γ(α)

t∫

0

(t− τ)α−1 (−F (V )) (τ)dτ (13)

y

g(x, t) = −
t∫

0

(t− τ)α−1W
(
−x(t− τ)−

α
2 ,−α

2
, α
)

(−F (V )) (τ)dτ, (14)

siendo V (t) := ux(0, t) la única solución de la ecuación de Volterra de segunda especie

V (t) = V0(t)− 1

Γ
(
α
2

)
t∫

0

(t− τ)
α
2
−1F (V )(τ)dτ (15)

donde

V0(t) =

∞∫

0

t−αW
(
−ξt−α2 ,−α

2
, 1− α

)
h(ξ)dξ. (16)

Prueba. La prueba consiste en sustituir ux(0, ·) por una función V (·) que se supone conocida y dividir el
problema en tres subproblemas cuyas soluciones vienen dadas por u0, f y g, respectivamente. Mientras que
las soluciones de los primeros dos subproblemas son inmediatas, la tercera solución se obtiene utilizando
convoluciones con núcleos particulares que pueden asociarse a la ecuación de difusión fraccionaria.
Finalmente, una vez obtenida la expresión para la solución u en función de la función V , se define V (t) :=
ux(0, t) y se obtiene la ecuación integral de Volterra de segunda especie (15). �

Ahora bien, se supone que se tiene una temperatura inicial constante h(x) = h0 y que la fuente viene
dada en términos de una dependencia lineal respecto del flujo en el extremo x = 0. Esto es, se tiene el
siguiente problema: 




C
0 D

α
t u (x, t)− ∂2

∂x2
u (x, t) = −λux(0, t) x, t ∈ R+

u (0, t) = 0 t ∈ R+

u (x, 0) = h0 x ∈ R+,

(17)

Utilizando el resultado del Teorema 1 se puede ver que una solución del problema (17) está dada por

u(x, t) = h0

∫ xt−
α
2

0
Mα

2
(r) dr −

t∫

0

(t− τ)α−1ψ
(
x(t− τ)−

α
2

)
F (V )(τ)dτ, (18)

donde ψ(x) = 1
Γ(α) −W

(
−x,−α

2 , α
)

y ahora la función V (·) debe verificar la siguiente ecuación integral

V (t) = h0
t−

α
2

Γ
(
1− α

2

) − λI
α
2
t V (t) (19)

La ecuación (19) se puede resolver aplicando transformada de Laplace y utilizando la Proposición 1 para
concluir que

V (t) = h0t
−α

2Eα
2
,1−α

2

(
−λtα2

)
. (20)

El siguiente resultado brindará una cota para el flujo V (t), solución de la ecuación de Volterra (15) en
función de V0(t) y por lo tanto en función del dato inicial h.

Teorema 2 Si h ∈ C (R+) es una función no decreciente de modo que existen A,B > 0 y δ ∈
[
0, α

2−α

)
de

modo que
|h(x)| ≤ AeBx1+δ ,

entonces la solución de la ecuación de Volterra de segunda especie (19) verifica las cotas

0 ≤ V (t) ≤ V0(t), t > 0.
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4. CONTINUIDAD CON RESPECTO AL PARÁMETRO DE DERIVACIÓN

La solución del problema clásico correspondiente al problema 10, es decir cuando consideramos α = 1





∂
∂t ū (x, t)− ∂2

∂x2
ū (x, t) = −F (V )(t) x, t ∈ R+

ū (0, t) = 0 t ∈ R+

ū (x, 0) = h(x) x ∈ R+

(21)

fue dada en [1] y utilizando (7) y (8) la podemos expresar de la siguiente manera

ū(x, t) = ū0(x, t) +
(
f̄ + ḡ

)
(x, t), (22)

donde

ū0(x, t) =
1

2

∞∫

0

(π(t− τ))−
1
2

[
exp

(
−(x− ξ)2

4(t− τ)

)
− exp

(
−(x+ ξ)2

4(t− τ)

)]
h(ξ)dξ, (23)

(
f̄ + ḡ

)
(x, t) =

t∫

0

erf

(
x

2
√

((t− τ))

)
(−F (V )) (τ)dτ. (24)

Teorema 3 Si existen A,B > 0 y δ ∈ (0, 1) de modo que 0 ≤ h (x) ≤ AeBx1+δ y si V ∈ C (R+), entonces

ĺım
α→1−

u0 = ū0, ĺım
α→1−

f + g = f̄ + ḡ, (25)

donde la convergencia es uniforme sobre compactos.

5. CONCLUSIONES

Se ha presentado la solución de un problema unidimensional de conducción del calor no-clásico para
una ecuación de difusión fraccionaria de tipo Caputo en el cual la fuente de calor depende del flujo en un
extremo. Se ha demostrado la convergencia a la solución clásica cuando el orden de derivación fraccionario
tiende a 1 y para el caso particular de fuente lineal y de dato de temperatura inicial constante se ha obtenido
la solución explı́cita.
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