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Resumen: Se estudia un problema unidimensional de conduccién del calor no-clésico para un material semi-infinito
a través de una ecuacidn de difusion fraccionaria de tipo Caputo en el cual la fuente de calor depende del flujo en
el extremo z = 0. Se obtiene una solucién a través de una ecuacién integral de Volterra de segunda especie. Se
demuestra la convergencia a la solucién cldsica cuando el orden de derivacién fraccionario tiende a 1. Ademas, para
el caso particular de fuente lineal y de dato de temperatura inicial constante se obtiene la solucién explicita a través de
las funciones de Mittag—Leffler y de Wright.
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1. INTRODUCCCION

En este trabajo se considera un problema de valores iniciales y de contorno en el primer cuadrante
gobernado por una ecuacién de difusién fraccionaria no clésica, dada por

2

S DY (x,t) — 5zt (@:1) = =F(ua(0,1), z>0,¢>0, (1)
donde el operador de derivacién fraccionario es la derivada fraccionaria de Caputo de orden o € (0,1) y el
término “no clésico” se refiere al hecho de que no se dispone informacién explicita sobre la fuente, sino que
se conoce la relacién entre la fuente y el flujo entrante, suponiendo conocida la temperatura en la frontera.

Este tipo de problemas para la ecuacion de difusion clasica (o ecuacion del calor) fue estudiado previa-
mente en [1, 2, 3, 7], entre otros.

En este trabajo se presenta la solucién a dicho problema, la consistencia de los resultados obtenidos con
respecto al caso cldsico a« = 1 y resultados explicitos para el caso particular de poseer como datos una
temperatura inicial constante y un término de fuente lineal.

2. DEFINICIONES PRELIMINARES

En esta seccién se presentan definiciones y notaciones preliminares ([4, 5, 6, 8]).

Definicion 1 Operadores fraccionarios. Sea o« € RT yn = [«].

1. Se define la integral fraccionaria de Riemann—Liouville de orden o sobre L*(a,b) como

aﬁvw>:ré0/w—7w*fwmm @)

a

2. Sobre W™([a,b]) = {f € L'([a, b))/ f™ € L'(Ja,b])Vm € N:m < n} se define la derivada
fraccionaria de Caputo de orden o como

I"=e[f™](s) sin—-l<a<n

M (s) sia=n ®

CDXf(s) = {
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Definicion 2 Funciones especiales
1. La funcion de Mittag-Leffler E,, g de pardmetros o, 3 > 0 viene definida para s € C como
00 ok
Eop(s) = kz—o T(ak+8) “)
Si B =1, se usa la notacion E, 1 = E,.
2. La funcién de Wright de pardmetros o > —1y 3 € R viene definida para s € C como

k

s S
W(S,a,ﬁ)—gw- &)

3. Un caso particular de la funcion de Wright es la funcion de Mainardi M,, de pardmetro v € (0,1)
viene definida para s € C como

%) 75]@
M,,(s):kzoklr(_(ykll_y):W(—s;—y,l—y). (6)

Tenemos los siguientes casos particulares de funciones especiales

, 1
. L@ _
Jim. [1 —w (—25, - oz)} — erf(s). (8)

Proposicion 1 Las siguientes propiedades son vdlidas para constantes p € (0,1), 7 € RT y A € R.

1. LU B, (—MP)} = %, donde L es la transformada de Laplace.

2.

d
gW(S; p.n) = W(s;p,n+p). 9)

3. W(—s;—p,n) es una funcion positiva decreciente en R*.

3. SOLUCION DEL PROBLEMA DE CONDUCCION NO-CLASICO

A continuacién se presenta el resultado principal del trabajo.

Teorema 1 Sea F' una funcion continua en R. Entonces una solucion al siguiente problema de valores
iniciales y de contorno

§Dgu (z,t) — Lyu(x,t) = —F(uz(0,1)) 2t € R

u(0,t) =0 teRT (10)
u(z,0) = h(x) r € RT,
viene dada por
u(z,t) = uo(z,t) + f(x,t) + g(z, 1), (1D
donde -
1 a o o
uo(a,1) = 5 /t‘2 (Mg (o= €lt7%) = Ms (lo+ €l ) | n)ae, (12)
0
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flat) = I (PO ) = g5 [ =7 (PO (e (13)
0
Y t
gl t) == [(¢ =)W (=a(t = )75, =5 .a) (-F (V) (1) (14)
0

siendo V (t) := u(0,t) la vnica solucion de la ecuacion de Volterra de segunda especie

Vi) = Volt) - (1a> /(t ) LRV ()dr (15)
2 0
donde -
Vo(t) = /t‘O‘W (—5t—%, —%, 1— a) h(€)de. (16)
0

Prueba. La prueba consiste en sustituir u, (0, -) por una funcién V'(-) que se supone conocida y dividir el
problema en tres subproblemas cuyas soluciones vienen dadas por ug, f y g, respectivamente. Mientras que
las soluciones de los primeros dos subproblemas son inmediatas, la tercera solucién se obtiene utilizando
convoluciones con niicleos particulares que pueden asociarse a la ecuacion de difusion fraccionaria.
Finalmente, una vez obtenida la expresion para la solucién u en funcion de la funcién V, se define V' (¢) :=
u,(0,t) y se obtiene la ecuacion integral de Volterra de segunda especie (15). U
Ahora bien, se supone que se tiene una temperatura inicial constante h(z) = hg y que la fuente viene

dada en términos de una dependencia lineal respecto del flujo en el extremo x = 0. Esto es, se tiene el
siguiente problema:

CDgu(w,t) — Lou(z,t) = —Mug(0,t) z,t € RT

u(0,t) =0 teRT (17)

u(z,0) = ho r € RT,
Utilizando el resultado del Teorema 1 se puede ver que una solucién del problema (17) estd dada por

t

NR

wr.y=to [* My @)= [=n e (s6-1 F) FOEn )
0
donde ¢ (x) = ( W (—z,—9, ) y ahora la funcién V (-) debe verificar la siguiente ecuacion integral
Vi) = hoet :
(t) = h()@ — M2 V() (19)

La ecuacién (19) se puede resolver aplicando transformada de Laplace y utilizando la Proposicién 1 para
concluir que

V(t) = hot % Ba_a (—Aﬁ) : (20)

El siguiente resultado brindard una cota para el flujo V'(¢), solucién de la ecuacién de Volterra (15) en
funcién de V(¢) y por lo tanto en funcién del dato inicial h.

Teorema 2 Si h € C (R™) es una funcion no decreciente de modo que existen A,B >0y € [O, ﬁ) de

modo que
1+6

[h(z)| < AP
entonces la solucion de la ecuacion de Volterra de segunda especie (19) verifica las cotas

0<V(t) <Vl(t), t>0.
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4. CONTINUIDAD CON RESPECTO AL PARAMETRO DE DERIVACION

La solucién del problema clasico correspondiente al problema 10, es decir cuando consideramos o = 1

|

D (z,t) — Lya(x,t) = —F(V)(t) z,teRF
w(0,t) =0 t e Rt (21)
u(z,0) = h(z) r €RT

fue dada en [1] y utilizando (7) y (8) la podemos expresar de la siguiente manera

u(z,t) = uo(x,t) + (f + g) (z,1), (22)
donde -
1 Tz — £)2 T 2
iole.) = 5 0/ rie =) e (-2 cep (<X hgas. e
(f+9) (z,t) = /erf N (—=F(V)) (t)dr. (24)

Teorema 3 Si existen A, B > 0y 6 € (0,1) de modo que 0 < h (z) < AeB=*" ysi V € C (RT), entonces

lim g = o, lim f+g=f+g, (25)

a—1— a—1—

donde la convergencia es uniforme sobre compactos.

5. CONCLUSIONES

Se ha presentado la solucién de un problema unidimensional de conduccién del calor no-cldsico para
una ecuacion de difusion fraccionaria de tipo Caputo en el cual la fuente de calor depende del flujo en un
extremo. Se ha demostrado la convergencia a la solucion cldsica cuando el orden de derivacion fraccionario
tiende a 1 y para el caso particular de fuente lineal y de dato de temperatura inicial constante se ha obtenido
la solucidn explicita.
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