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Se utiliza un modelo simple de zona pastosa para el problema de Stefan a dos fases, para determinar simul-
tdneamente coeficientes térmicos desconocidos de un material semi-infinito a través de un proceso de conduc-
cién del calor con cambio de fase con una sobre-condicién en el borde fijo x = 0. Se deducen férmulas para
los coeficientes desconocidos y se obtienen las condiciones necesarias y suficientes para la existencia de una

solucién.

We use a simple mushy zone model for the two-phasc Stefan problem for the simultaneous determination of
unknown coefficients of a semi-infinite material with an overspecified condition on the fixed face. We also find
formulae for the unknown coefficients and the necessary and sufficient conditions for the existence of a

solution.

L. INTRODUCCION

Se considera un material semi-infinito ( repre-
sentado por x > 0) con densidades de masa iguales
a p > 0 en ambas fases, sélida y liquida; se supone,
sin pérdida de generalidad, que la temperatura de
cambio de fase es de 0 °C. Si el material se supone
inicialmente en estado liquido a una temperatura
constante £ > 0 y se impone una temperatura cons-
tante — D < O en el borde fijo x = 0, entonces
pueden distinguirse tres regiones distintas (para una
descripcién matemadtica de este modelo simple y sus
propiedades (ver Ref. 6); para el modelo a una fase
(ver Ref. 3):

— (H,) La fase liquida, a temperatura 6, =6, (x,1)>0,
ocupa la regién x > r(t), t > 0;

- (Hz) La fase sélida, a temperatura 6, =6, (x.1)<0,
ocupa la region 0 < x < s5(t), t>0;

- (H3) La zona pastosa, a temperatura O, ocupa la
regiéon s (t) < x < r(t), t> 0. Se hacen dos suposi-
ciones en esta zona :

(a) El material cn la zona paslosa conticnc una
fraccién fija € h (con 0 < € < 1) del total de calor
latente h > 0, es.decir

k8, (s(0),r)=k,0, (r(e).1)=hp (e 5(e)+
(1-g) K1), 1>0; ()
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(b) La longitud de la zona pastosa es inver-
samente proporcional (con constante y > 0) al
gradiente de temperatura en el punto (s (t), ¢}, es
decir

0, s()t(r(t)-s(1))=y, >0 2)

Se supone que la temperatura @ =0 (x,) del

material estd definida por

0,(x,)<0 si0<x<s(t), >0
0 (x,r)=|0 sis(r)<xsr(t), >0 3)
0,(x,1)>0 six>r(t), t>0.

Las ecuaciones diferenciales que gobiernan el
modelo en las fases s6lida y liquida son las siguien-
tes:

alelu(x,t)=9,t(x,t), O<x<s(t), t>0 (4)

0,8, (x1)=8, (x1), x>r(t), 1>0 )
dondec ¢;>0,k,>0 y ai=a,.2=k,./pc,.>0 son cl
calor especifico, la conductividad térmica y el coefi-
ciente de difusién para la fase i (i = 1 : fase sélida;
i = 2: fase liquida) respectivamente. Las condicio-
nes en la interfase sélida-pastosa x= s(t) y en la
interfase pastosa-liquida x =r (¢) estdn dadas por
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(1), (2) y los requerimientos de continuidad de la
temperatura, es decir

0,(s(2),6)=0,(r(),)=0, >0. (6)

Las condiciones inicial y de borde estin dadas

por :
0,(0,1)=-D<0, >0 (7
0,(x,0)=0,(+0,t)=E>0, x>0, >0, (8)
5(0)=r(0)=0 | &
Se considera adem4s una sobre-condicién [Ca]

de flujo de calor en el borde fijo x = 0 que estd dada
por [StTa, Ta2]

h
k8, (0,:):]7 (10)

Si por medio de una experiencia de cambio de
fasc se puedcn medir ciertas cantidades, entonces se
encontrardn férmulas para determinar simultineamen-
te coeficientes desconocidos ( €, v : pardmctros de
la zona pastosa; h, p ,c,,c, .,k ,k,: coeficientes tér-
micos del material ).

Se probard que los diferentes problemas para
obtener tales coeficientes desconocidos, desarrolla-
dos en la seccién siguiente, no tienen siempre una
tinica solucién. Mds aiin, ella existe si y sélo si los
datos verifican algunas condiciones complementa-
rias. En este trabajo, se generalizan resultados obte-
nidos en la Ref. 4 para el caso particular e=1y
y=10 (i.e., sin zona pastosa) y aquéllos obtenidos
en la Ref. 5 para el caso de una fase.

En la Seccién II se considera el modelo de
zona pastosa para el problema de Stefan a dos fases
para determinar un coeficiente térmico desconocido
de un material semi-infinito con una sobre-condi-
cién en el borde fijo, suponiendo desconocidas las
fronteras libres x =5 (t) y x =r (t). Los resultados
obtecnidos para los ocho posibles casos se conside-
ran en el Apéndice III el cual muestra las condicio-
nes neccsarias y suficientes que deben verificar los
datos para la existencia de la solucién junto a la
expresion del correspondiente coeficiente descono-
cido. Se probardn las respectivas propiedades para
determinar € (caso 3) y k, (caso 7). Las funcioncs
con sus propiedades y las restricciones que sc utili-
zan en el texto y en el Apéndice III se especifican
en los Apéndices I y II respectivamente.

t>0 con h,>0
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II. DETERMINACION DE UN COEFICIENTE
TERMICO DESCONOCIDO

Teniendo en cuenta las hipétesis (H) - (H3) se
puede formular el siguiente

— Problema (P).

Encontrar las fronteras libres x= s(t) y
x=r(t), definidas parat> 0 con O<s(t)<r(t)y
s5(0)=r(0)=0, la temperatura § =0 (x,¢), defini-
da por (I-3) para x>0 y t>0, y uno de los ocho
cocficicntes térmicos desconocidos €, ¥, &, p, ¢, ¢,

k,, k, de modo tal que se satisfagan las condicioncs

(-1), (1-2), (I-4), (I-10) siendo D >0, E> 0y h, >0
datos conocidos o determinados a través de una ex-
periencia con cambio de fase del material semi-in-
finito '.

La solucién de este problema estd dada por

0,(x,t)=—D+

D X '
) )

-Ef(%) g (x

'-f(%)+1—f(%)f202~ﬁJ’ ®

0, (x.1)=

s(t)=20t , 650, (3)
(=20 , w>c, )
donde el coeficiente w estd dado por
o=0l0)=a,W(Z), (5)
mientras que el coeficiente ¢ y el coeficiente térmi-

co desconocido se obtienen resolviendo el siguiente
sistema de ecuaciones

h, pxa Ek, o))y ~ (o
(a) hpa exp[ulz )_ "p”l“Z‘J; 17]( az )—Gl(“l)

() %:—f(%)z h,,lj; ©

Los ocho casos posibles para el Problema (P)
se consideran en el Apéndice III el cual muestra las
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condiciones necesarias y suficientes que deben ve-
rificar los datos para la existencia de la solucién
junto con las expresiones del coeficiente ¢ y del
correspondiente coeficiente desconocido. Se obser-
va que el coeficiente w estd dado siempre por la
expresi6n (5) en funcién de 6 y a;. Sélo se probaran
las propiedades correspondientes a la determinacidn
de € (case 3) y k, (case 7).

~ Teorema 1.

La condicién necesaria y suficiente para que
el Problema (P), con ¢ y € desconocidos, admita
una tnica solucién de la forma (1) — (4) es que los
datos D> 0, E> 0, h,> 0, el coeficiente de la zona
pastosa Y> 0 y los coeficientes térmicos del mate-
rial h, p, ¢}, ¢y, ky, k>0 verifiquen las condicio-
nes:

Dk,

f(Xs) < m

Ek,

h">a2«/1_t-— ’ <f(x4) ’ (7)

donde x, y x5 son los tnicos ceros positivos de las
funciones H, y Hg respectivamente. En tal caso, la
solucién estd dada por

2D
G=a, ,€=YJ1-; Fz(e,)HS(E,), “’=‘11W(€|) @

siendo €, la unica solucién de la ecuacién

Dk,

f(x)=m, x>0. 9)

— Demostracidn.

Se define

(10)

El coeficiente ¢ se obtiene de (10) y el ele-
mento €; es la solucién de (9) si y sélo si los datos
verifican la condicién

Dk,

h,a, \/TT

<l (1n
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De (6a) se tiene que €, debe verificar la ecua-
cién
Ek,

L A 2. S KIS _
hpa, exp( € ) hpa,azx/;t— F‘[az W(el)]_

+(1—e)7«/n~.

q+—s o (12)

f(el) CXP(EIZ) )

de la cual se deduce la expresién (8) para €.

Entonces, se tienen las siguientes propiedades:

e<leH,(e,)>0 H,(0*)>0 (i.e., h,> “ZE:‘;;J)/

e1<x, (ie.fe)<f(x)) (13)

donde x, es la Unica raiz positiva de H, ( H, es una
funcién decreciente para x > 0), y ademaés

e>06 Hs(e,)>00e,> x5 (ie. f(e)> £(xs)), (19)

donde x5 es la dnica raiz positiva de Hg. De (20) y
(21) se deduce (11) pues xg <x,.

— Teorema ll.

La condicién necesaria y suficiente para que el
Problema (P), con o y k, desconocidos, admita una
tinica solucién de la forma (1) — (4) es que los datos
D>0,E>0, h, >0, los coeficientes de la zona pas-
tosa 0<e<1, y> 0y los coeficientes térmicos del
material A, p, ¢|, ¢y, k| > 0 verifiquen la condicién

Z (xn),

m— <f (15)

siendo x,, el Gnico cero positivo de la funcién H .
En tal caso, la solucién estd dada por

c=a€,, , “)=01W(81) (16)

Y

donde €, es la tinica solucién de (9) y B es la iinica
solucién de la ecuacién
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1 A Hz(el)

= , 0.
Hls(x) EC2 W(El) x>

a7
— Demostracion.

El coeficiente ¢ se obtiene como en el caso 3.
De (6a) se deduce que €, debe verificar la ecuacién

Ek .
ZEZ,a;_Jn—F'(ﬁW(El)FHz(EI)- (18)
Si se define
_a a3
B W) “=Tc (19)

entonces, la ecuacién (18) es equivalente a la ecua-
cién

F(B) hin H,le))

- . B>0,
B Ec, W(e,) Z

(20

es decir (17). Teniendo en cuenta las propiedadcs
de la funcién H ¢ se deduce que existe una tnica
solucién de (17) si y s6lo si H|;(g;)> 0 si y sélo
sl €y < x4 (es decir (15)), siendo x|, la tnica raiz
positiva de H4. De (19) se obtiene la expresién del
coeficiente k, .
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APENDICE I

Las funciones reales utilizadas estan definidas

por
x exp (—x?
f(x)_erf(x)=J——' eXP( )ar, F(x)= 1ri_f‘(x))’
exp(~x?)
Fz(x)=*‘}—(7’ x>0

f(x) exp (xz),
e) y«/—

N
W(x)=x+ 2D

G,(x)=x ————— f(x) exp ( ), x>0
H/(x)=xF(x), H,(x)= h exp(—xz)—G (x), x>0
! s T2 hpa, e
ha Ek a)
H3(x)=7)a—lexp(—x2)_-p_(zl;;2f7ﬂ(ZW(x)), x>0
R ; ———Ek x), x>
H“(x):hpa, cxp(—xz)—x-hpala;&— (,,2 w( )) 0
Jr o . w
Hs(x)zyzl;C f(x)cxp(xz)—H4(x), Hg(x)=f—((§))',
G,
Hy(x)= f((;))’ x>0

Ek,
H 1- {—:— +——==F(x), x>0
G(X) ( ) X hpalazw/r? |(x

h Ek, ay

H =0 —x )= x————=F{—x], x>0
7(x) o lexp( x?)-x PP l(uzx) x

h‘,z‘\/TT 2 EhokZ ( Dk )
Hyp(x)= Dhpk, exp(—x )— Dipkia, F PR Hy(x)
x>0
H“(x)=—glx+p,(x), Hia(x)= £ (x) W),

1
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x>0

N‘)

H|4(x)=f(x) G](x),

2D

_ Dk (2

Dhpka, 2

A Wy

5, = +(1—8)Y\/TT],

2D

a,r
H,(x)=B, B,._, x>0 con Bz—
X
_ D¢, .\ DEck, . h(,w/1_t_
HlS(x)———h\/;eXp( x) h ha, 1 Dpcya, Hl3(x) )

x>0

Hys(x)=vr x exp(x?) (1- £(x)),

Ho(x)=f(x)H5(x), x>0

el 1 £ (xyexp(x?)

H|7(x)— Ec,

{1+25) =

bp“ exp(—x ) (l+

x>0

Hg(x)=exp (xz) [G,(x) Eh}iz—kz F(JE —W(x )D

x>0

Las propiedades principales de las funciones
mencionadas anteriormente estdn dadas por

£(0°)=0  flaeo)=1 f£(x)>0, x>0
F,(O*):l F,‘(+oo)=+oo F'(x)>0, x>0
F(0")=4ee  F(+e)=0  F(x)<0, x>0
W(0*)=0  W(te)=4e  W(x)>0, x>0
G,(0 +)= G (+o0)=4  G,"(x)>0, x>0
H(0%)=0  Hi(4ee)=4oo  H,"(x)>0, x>0
H,(0*)= - ;l Hy(+o)=—c0  H,(x)<0, x>0
Hy(0*)=a,  Hj(4o0)==0  Hy(x)<0,x>0
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)

con o ! (h - Eky

1= P01L 0 az‘J;
H4(O+)=% H(to0) =—co
H(0")==5"  H(+eo)=+oe
H6(O+)=oc2 H(+00)=+o0

.-a Ek2

con 2~hpa,a2w/;t—
H7(O+)=g’xl' H; (to0)=—oo

con oy =24 1VE

om0 2D
H9(0+)=°‘4 Hy (+00)=reo

w2 - ey Jn

con 4—\/-n— 2D
Hlo(0+)=°‘5 Hjg(+o0)=—c0

— EhukZ (hnaZ‘/;
N O e, K,
H,,(0%)=1 H,(4o0) =+
Hy(0*)=4ee  H,y(400)=0
Hi3(0°)=0  Hyy(doo)=+4oo
Hl4(0+)=0 H 4 (Ho0) =40
H15(0+)=°‘6 H5(+o0)=—o0

Dc, (

. Ek2
con =
¢ "/_k hnaZ

- F
l[lz,,

H,'(x)<0, x>0
H'(x)>0, x>0
Hg'(x)>0, x>0,

H,'(x)<0, x>0
Hg'(x)>0, x>0,

Hy'(x)>0,x>0

H,O’(x)<0, x>0

)

hapdr

H,,/(x)>0, x>0
H,(x)<0, x>0
H;'(x)>0, x>0
H,,'(x)>0, x>0
H,s'(x)<0, x>0,
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Hys(0*)=0 H,g(+o0) =1 H,s'(x)>0, x>0
Hi5(0")=a;  Hyy(4o0)=—eo  Hy;(x)<0, x>0,
h()
oy =
con O Fpac,
Hig(0*)=ag  Hpg(#eo)=4eo  H;5"(x)>0, x>0,
E C|C2k2
con a8=———~
Ny
Hio(0*)=0  Hpgldeo)=4oo  Hy’(x)>0, x>0,

APENDICE 11

Las restricciones utilizadas en el texto son

Ek
(R1)  h,>—F
0 odr
Dkl . . .
(R2) ;———\/-: <f(x2), X,:el Unico cero positi-
WA VT
vo de H,.
, Dk, . -
(R3) ﬁ; <f(x3), x5:el dnico cero positi-
oA |
vo de Hj.
Dk, . -
(R4) —\/? <f(x4), x4:el Unico cero positi-
dy
vo de H,.
Dk] . .
(RS) h_\/: >f(xs), x5: el inico cero positivo
03 )
de Hs.
Dk, : ..
(R6) ;——\/7!: <f(x7 ) x5: el tnico cero positi-
oA
vo de Hj.
(RT) b, >—2 (2 Y‘/_
o > B \/—L\/— , 1 la dnica so-
2

lucién positiva de la ecuacién H, l(Jc) = H5(x), x>0

(R8) L <f(x ) x;,:€l tnico cero posi-
hoadm 17) %17t
tivo de H,,.
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APENDICE III

Caso | Coeficiente  [Restric- Solucién
desconocido | ciones
aky g2
1 . R2 C=a|Gy, O =" T3y
c, (R2) &1 ¢ w2(E,) donde &,
es la dnica solucién positiva de la
ecuacién.
f (x)= Dk x>0
hay \/TT y B es la
tnica solucién positiva de la ecua-
cién
hk J'—
Hl(X)— I (&l)HZ(gl)' x>0.
H
2 h RD | o=ag,, h=-—3-(-€l—) siendo §;
R Gi(&)
(R3)
como cn el caso 1.
2D
oc=qf,, €= E H
3 £ (R1) &1 y\/rc_ 2(5.»1) 5(5.»1)
(R4) siendo &; como en cl caso [.
(R3)
a)
4 Y (R1) | O=afy, ¥ —‘/—(,,1 51)’72(5;1)
(R6) sicndo &; como enclcaso | y B la
’ unica solucién positiva de la ecua-
cién
Hﬁ(*)_/,p,,l cxP(‘&l ) Eil,’”’%&l
D _§

5 € (R7) T n (&)’ ‘=5 pk (E'
siendo &, la tinica soluci6n positiva
de la ecuacién.

Hy(x)=Hy(x) . x>0.
I|,, nh,,

6 kl (Rl) ~ Dpq &l/(&l) I (&l)
siendo &, la tnica solucidn positiva
de la ecuacién.

H|4(x)=H15(x) , x>0
: kjca WZ(F’I)

7 ky (R8) o=al;, ky="""75"
siendo &; comoenclcaso | y B la
tnica solucién positiva de la ecua-
cién. (©)

L _u Mg
Higle) ™ Ee2 wigy) ’ x>0.
8 hky Il,,zcl 1
p - =Tt élHlﬂ(il)

I12k| IIIZR(F,l)
siendo la dnica solucién positiva
1

de la ccuacion.

De;
H|9(x)=:,—-1:—, x>0.
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