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Resumen. Se presenta un modelo de frontera libre que describe la difusién y el consumo de
oxigeno en agregados esféricos de suelos y se estudia la convergencia de un algoritmo
numérico para aproximar las soluciones de las fases difusiva y de consumo. Tal algoritmo
esta basado en el método de discretizacion de lineas. Se determina analiticamente la solucién
exacta de |la etapa estacionaria y se demuestra que dicho estado sélo se alcanza cuando €l
tiempo tiende a infinito. Bajo ciertas condiciones se realiza una estimacién del tiempo de
extincion. Para calcular las soluciones de las fases difusiva y de consumo el algoritmo
numeérico mencionado combina el método shooting, que localiza el movimiento de la frontera
libre, con la resolucion de una ecuacion diferencial ordinaria, que determina la
concentracion de oxigeno. El programa correspondiente a tal algoritmo se presenta en su
version MATLAB.

pueden sobrevivir mucho tiempo en condiciones

1 DESARROLLO

La respiracion es @ fendmeno més generalizado
en la Biosfera S se dgan a un lado los
microorganismos anaerohbios estrictos todos los
seres Vivos respiran en contacto con € aire. Las
plantas verdes normalmente son aerobias y no

anaerobias.

La produccion de cultivos estéd afectada por la
oxigenacion insuficiente y la generacion de
anhidrido carbdnico por actividad microbiana de
los suelos.

Diversos autores han estudiado los mecanismos
de los problemas de aireacion en los sistemas de



produccion mediante modelos de simulacion
donde se resuelven ecuaciones diferenciales
sobre dominios fijos con variadas condiciones
inicialesy de contorno [1,2,3].

Teniendo en cuenta la presencia de agregados de
diversas formas en los suelos y su efecto en la
transferencia de oxigeno se propone un modelo
de difusén-consumo radid en agregados
esféricos fisicay biol 6gicamente homogéneos.

Se describe a continuacion e proceso fisico que
origina un modelo matemético de frontera libre
para la difusion y € consumo de oxigeno en un
medio esférico [4,5].

Primero se permite difundir € oxigeno en €
medio de modo tal que parte de é es absorbido y
eliminado del proceso de difusién [4]. La
concentracion de oxigeno en la superficie fija del
medio se mantiene constante. La primera fase
contindia hasta alcanzar un estado estacionario en
el cua e oxigeno no penetra més lgos dentro del
medio (segunda fase). La provisién de oxigeno se
corta 'y la superficie del medio se aisla de manera
gue no entre ni salga més oxigeno. El medio
contintia absorbiendo el oxigeno disponible en su
interior y por tanto, la frontera libre que establece
una separacion entre la zona de concentracién
positiva y la zona de concentracién nula de
oxigeno respectivamente, y que marca € ancho
de penetracion maximo en € caso estacionario,
comienza a retroceder hacia la frontera aidada
(tercerafase).

El problema consiste en localizar € movimiento
de la frontera libre y determinar la distribucion de
oxigeno en € medio esférico [6].

La ecuacion que gobierna la difusion-reaccion de
un gas en un agregado esférico homogéneo y
saturado con agua de radio 1, es la ecuacion de

la difusién en coordenadas esféricas con una
fuente constante negativa M, y coeficientes de
difuson y porosidad D y e respectivamente
[1,2,3]; es decir,
19
eC——WﬁbrC)+M

donde e>0 es la porosidad de agregado,
C = C(r,t) es la concentracion interna de gas
transformada en concentracién de equilibrio en
aire[mol m?, t es & tiempo [seg], r es la
distancia desde € centro de la esfera[m], D >0

es e coeficiente ce difusién del gas disudto en la

solucién suelo [m? seg’] y M <0 esd término
de reaccion [mol m® seg?].

Los modelos mateméticos para las tres fases del
problema planteado son

Etapa Difusiva

Consiste en determinar la concentracion
transiente C = C(r,t) y la frontera de separacion
S = S(t) que satisfacen € siguiente problema de
frontera libre parabdlico

iec, =D&, + 2c9% M, smer £r,,t>0;
i e r o
ICr0)=C,, SO)Er£r,;
}C(rag,t) =C, ., 1>0;
(CM.) =C (M. =0, t>0;
Z:IS(O) =b
1
Etapa Estacionaria
Consiste en determinar la concentracion

estacionaria C = C(r) y la frontera libre s que
satisfacen e siguiente problema de frontera libre
diptico

: Dg%:" +EC'9= M, sErfr,;
|C(r ) - Cext ;
T
jC(s) =C'(s) =
)
Etapa de Consumo
Consiste en determinar la concentracion

transiente C = C(r,t) y lafrontera de separacion
s = g(t) que sdtisfacen & siguiente problema de
frontera libre parabdlico

lec, =D&, +2¢,%+M, sErEr, t>0;
i e r [

fcr0=Cc(r), s £refr,

iC (r,t)=0 t>0;

(C(s(t),t) =C,(s(t),t) =0, t>0;

I:Zs(O):s*.

i



donde C,, >0 es la concentracion inicial de gas
en la Etapa Difusiva [mol m®], C_, >0 esla

concentracion externa de gas en la Etapa Difusiva
[mol m?, S = S(t) es la frontera libre en |la Etapa
Difusiva [m], s = s(t) es la frontera libre en la
Etapa de Consumo [m] y C*,s*) es la solucion

de la Etapa Estacionaria.

La importancia de los problemas de frontera libre
correspondientes a las fases difusiva, estacionaria
y de consumo del problema de la difusion y €
consumo de oxigeno en un medio esférico radica
en su vinculacion con € crecimiento de raices de
diferentes cultivos.

Se calcula anditicamente la solucidon exacta del
estado estacionario bajo una adecuada restriccion
y se estudia la convergencia de un agoritmo
numérico para aproximar las soluciones de las
fases difusiva y de consumo, mostrando que €
procedimiento est4 bien definido. Ta agoritmo
esta basado en & méodo de discretizacion de
lineas. Resultados tedricos jugtifican la existencia
y la unicidad de la solucién del problema
planteado. Bajo ciertas condiciones se obtiene
una estimacién del tiempo de extincion. Ademés,
se verifica que @ estado estacionario solo se
alcanza cuando € tiempo tiende ainfinito.

Para calcular las soluciones de las etapas difusiva
y de consumo € algoritmo mencionado combina
el méodo shooting, que locdiza € movimiento
de la frontera libre, con la resolucién de una
ecuacion diferencial ordinaria, que determina la
concentracion de oxigeno. Los programas
correspondientes a td algoritmo se
implementaron  mediante  programacion  en
MATLAB [7].

Se muestran algunos valores calculados usando
datos experimentales extraidos de la bibliografia
[1]. Con € objeto de tener una visién mas amplia
del desarrollo del proceso, se exponen ciertos
gréficos que permiten observar la distribucion de
oxigeno en & medio esféico y e movimiento de
la frontera libre.

En este trabajo se ha considerado un término
constante de reaccidon que esta relacionado con
altas concentraciones de oxigeno. En [3] se
observd que e consumo de oxigeno puede
estimarse a través de la cinética de Michadlis-
Menten incluyendo o no € efecto inhibitorio del
carbono sobre la anaerobiosis lo cua permite
trabajar con atas y bajas concentraciones de

oxigeno. Por elo se ha previsto estudiar otros
casos en los cuaes dicho término depende de la
distribucion de oxigeno en & medio esférico; ésto
permitird establecer ciertas relaciones entre €
modelo de frontera libre para la difusiéon y €
consumo de oxigeno propuesto y € modelo
agronébmico de frontera fija citado en la
bibliografia.

Resultados obtenidos por Martinez-Marquina-
Donat [8] para d caso unidimensiona se
generalizan mediante coordenadas esféricas y un
término constante de reaccidn.
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