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Resumen: La solidificacion de materiales con alto contenido de agua (alimentos, suelos y tejidos) implica dos procesos
simultaneos de transferencia dentro del sistema: transferencia de calor por conduccion (formaciéon de hielo) y
transferencia de masa por difusion (sublimacion de la superficie de hielo). En Olguin-Salvadori-Mascheroni-Tarzia,
Int. J. Heat Mass Transfer, 51 (2008), pp. 4379-4391, se propuso un modelo fisico-matematico expresado como un
problema de cambio de fase con dos fronteras libres. El objetivo del presente trabajo es el de obtener la existencia y
unicidad de una solucion clasica local en el tiempo para el correspondiente problema de frontera libre acoplado a dos
fases en un adecuado espacio funcional.
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1. INTRODUCCION

Durante la solidificacion del agua de materiales de alto contenido acuoso tales como suelos, tejidos
animales o vegetales y alimentos, que no se encuentren cubiertos por un material impermeable y
perfectamente adherido, ocurre simultdneamente la sublimacion del hielo que se forma durante el proceso.
La velocidad de ambos fendomenos (solidificacion y sublimacion) esta determinada tanto por caracteristicas
del material (fundamentalmente su composicion, estructura y forma), como por las condiciones de
enfriamiento (temperatura, humedad y tipo de medio que rodea al material). El proceso de sublimacion,
aunque su magnitud es mucho menor que la de la congelacidn, determina aspectos fundamentales de la
calidad final en el caso de alimentos y afecta la estructura y utilidad de los tejidos congelados. El modelado
de estos procesos simultdneos es muy dificil debido a que los balances de materia y energia estin
acoplados, que existen dos frentes moéviles de cambio de fase que se desplazan a velocidades muy
diferentes y que las propiedades fisicas involucradas son en la mayoria de los casos variables con la
temperatura y el contenido de agua.

El proceso de congelacion (sin sublimacion) ha sido extensamente estudiado por [4], [13] y [14]. El
sistema ha sido modelado en forma analitica por [14] y [18], y a través de métodos numéricos por [4], [14]
y [15]. Teniendo en cuenta solamente la sublimacion del hielo el proceso ha sido estudiado en [2], [3], [6],
[11] y [16]. Debido a la no linealidad del problema, es dificultoso dar una solucién analitica al mismo. En
cambio, es factible resolverlo para sistemas idealizados o de composicion y estructura simple. Una extensa
bibliografia sobre problemas de frontera movil y libre para la ecuacion del calor-difusion fue dada en [19].

Al someter a un material de alto contenido acuoso a una temperatura inferior a su temperatura de
solidificacion, a la que se supone estd inicialmente, se observan simultdneamente dos fendémenos: a) el
liquido se congela; b) la superficie del hielo sublima. Por lo tanto, se pueden definir claramente tres zonas:
una deshidratada, otra congelada y una tercera no congelada. La congelacion comienza a partir de la
superficie refrigerada, a una temperatura T,; que es menor que la temperatura de solidificacion del agua

pura, debido a la presencia de materiales disueltos y contintia a lo largo de una linea de equilibro (frontera
libre) que es desconocida. Simultdneamente comienza la sublimacion del hielo en la superficie congelada y
aparece un frente de deshidratacion cuya velocidad de avance debe determinarse también. Normalmente,
esta velocidad es mucho menor que la velocidad del frente de congelacion [1]. Por lo anterior, el problema
consiste en resolver simultaneamente un problema de transferencia de calor (congelacion) y un problema
de transferencia de masa (pérdida de peso) y se desconocen los bordes que separan las zonas deshidratada
de la congelada y ésta de la atn sin congelar.

Se considera un material semi-infinito con caracteristicas similares a las de un gel muy diluido cuyas
propiedades se suponen iguales a las del agua pura. El sistema tiene una temperatura inicial constante Tit y
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al tiempo t =0 la superficie Xx=0 se expone a un medio exterior con temperatura constante T (< Tj) y
coeficientes de transferencia de calor hy y de masa K, constantes. Se asume que T, <T,(t)<T;, t>0

donde T,(t) representa la temperatura de sublimacion desconocida. Para calcular la evolucion de la
temperatura y del contenido de agua en el tiempo, se presenta en [17] el siguiente problema de frontera
libre acoplado a dos fases: Hallar las temperaturas T, =T, (X,t) (de la regién deshidratada) y T, =T, (x,t)

(de la region congelada), la concentracion C, =C, (X,t) (de la region deshidratada), las dos fronteras libres
X =5, (t) (frente de sublimacion) y x=s, (t) (frente de congelacién), y la temperatura T, =T, (t) en

X =S, (t) que deben satisfacer las ecuaciones diferenciales y condiciones siguientes:

ar, o,
pdcda_td:kd?; en Qp ={(xt):0<x<s,(t), 0<t<T}, (1)
oc, oC
£ atV:D?; en Q., (2)
or GH
piC—=k — en Qu ={(xt):s,(t)<x<s,(t), 0<t<T}, 3)
ot X
kai(Ot):h[T (0,t)-T,] sobre x=0, 0<t<T )
d X ’ 0 'd H s ’ >
aoC
D X“(O,t):km[Cv(O,t)—Ca] sobre x=0, 0<t<T, Q)
T, (4 (1),t) =T, (4 (t),t) =T, (t) sobre x=s,(t), 0<t<T, (6)
or oT, ds
kfEf(sd(t),t)—kda—;(sd(t),t)zLsmsd—td(t) sobre  x=s(t), 0<t<T, (7)
DCu(s, (1)) =m, B (t) sobre x=s, (1), 0<t<T, ®)
ox dt
C,(sq(t),t)=F(Ty(t)) sobre x=s,(t), 0<t<T, 9)
T, (s (t).t)=T, sobre x=s(t), 0<t<T, (10)
oT ds
kfa—xf(sf(t),t)szLfd—tf(t) sobre x=s,(t), 0<t<T, (11)
54(0) =555 S¢(0) =5y, (12)
Ty (%0) =Ty (X), 0<X<Sy, (13)
C,(%,0)=C,, (X), 0<X<sy,, (14)
T, (%,0) =Ty (X), Spg SX<Sy, . (15)

Se asume que T, <T,(t) <T,,t>0. Los coeficientes del problema son: C, : concentracion masica de

vapor de agua en el aire; C: calor especifico; D: coeficiente de difusion efectivo del agua; hy: coeficiente de
transferencia de calor; k: conductividad térmica; Ky, : coeficiente de transferencia de masa; L: calor latente
de sublimacion del agua; L; : calor latente de solidificacion del agua; m, . masa sublimada por unidad de
volumen; & porosidad; p: densidad de masa; T: temperatura. El subindice f se refiere a la zona congelada,
el subindice d a la zona deshidratada y el subindice 0 a las condiciones iniciales. Se asumen las hipétesis
siguientes:

H : p4,C4.Ke56.D, 00,6,k 0K LM, T, ,C T, >0, T, <T,y, Sy >Sp >0

if > ~a»

H,:F(n)eC*(R).
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La condicion (9) es una condicion que generaliza la dada en [17] pues en el caso fisico se tiene:

b-C
_Mae 7

Rn

donde los coeficientes b,M,a,R,c son constantes. Por otra parte, Cv(sd (t),t) representa la concentracion

F(n): , (16)

de vapor de equilibrio a la temperatura T (t), y la correspondiente presion de saturacion se evalia segin
[7]. In [17], se utiliza el método cuasi-estacionario y el sistema (1) — (15) se reduce a un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas par las fronteras libres x=s,(t) y x=s(t) y la temperatura
T, =T,(t) . Estos resultados se usan para predecir las temperaturas T,(x,t) y T,(x,t),y la concentracion C, .

El objetivo del presente trabajo es el de obtener en la Seccion II la existencia y la unicidad de una
solucion clasica local del problema de frontera libre acoplado a dos fases (1) — (15) en un adecuado espacio
funcional. Se usa el trabajo fundamental [12]; otras referencias ttiles sobre el tema son [5], [8], [9] y [10].

2. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE UNA SOLUCION CLASICA LOCAL
El sistema (1) — (15) es equivalente a uno nuevo en el cual las condiciones (8) y (9) son reemplazadas

por:
oT oT ac '
0 S5 (0):8) ks S5 (54 (0):8) = A5 (5 ().8) sobre x =5, (1), 0 <t <T (8bis)
C, (s (t).t) = F(T, (s, (t).t)) sobre x=s,(t), 0<t<T (9bis)

donde B =L,D. Luego, se re-escribe el sistema (1)—(15) en una forma mds conveniente a través de un

sistema equivalente de ecuaciones diferenciales parabdlicas en el mismo dominio cilindrico proponiendo el
siguiente cambio de coordenadas y de funciones (17) definido por:

X
Y= A&x+B t=t. (17a)
0,(y,H)=T,(x,t) =T, [%,tj, 0,(y,)=T,(xt)=T, (%,tj, (17b)
_ _ B(t)y
W(y,t)—Cv(x,t)—Cv(—l_A(t)y,t], (17¢)
donde:
A:A(t)zw BzB(t)zw (18)

2(Sd (t)-s (t)) 2(Sf (t)—s, (t))
Finalmente, se obtiene un nuevo sistema de ecuaciones diferenciales parciales (S), todas estan
definidas en el mismo dominio €21, introduciendo las nuevas funciones incognitas:

u(z,t)=6,(zt), u,(z,t)=6,(2-zt), uy(zt)=W(zt). (19)
Observacion La original temperatura desconocida T, (t) puede ser calculada por u, (Lt) 6 u, (Lt).

Se asumen las siguientes hipotesis:
. 24+a 2+a
Hyt To0Co € ([0.50]), Tor € 7 ([S06:50¢ ), @ €(0,1),
H 4 se satisfacen las condiciones de compatibilidad de primer orden cuando se imponen condiciones de

contorno de tipo Robin y las condiciones de compatibilidad de segundo orden cuando se imponen
condiciones de contorno de tipo Dirichlet.

El problem (S) es equivalente al problema (1)—(15) en el sentido que toda solucion clasica de (S) es

una solucion clésica (1) — (15) y reciprocamente. Para el sistema de ecuaciones (S) se prueba que existe
una Unica solucion clasica siempre que T sea elegido suficientemente pequefo.
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Teorema Bajo las hipdtesis H, - H, existe un tiempo T >0 de manera que el problema (S) admite una
Gnica solucién clésica en ., i.e. existe un quintuple de funciones (u,(z.t), u,(zt), u,(z.t).s,(t). s, (1)) tal

que u, e H“/’(ﬁﬁ) (i=1,2,3),s,.5; € H‘*’”([O,ﬂ), v <% , que satisfacen el problema (S).

Prueba. Tanto para la existencia como para la unicidad de una solucion clasica del problema (S) se utilizan,
en forma reiterada, diferentes resultados de [12, pp. 601-616]. Para la existencia de solucion local se utiliza

ademas el método del argumento retardado. o
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