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Resumen: Se considera un problema estacionario P de conduccién del calor con condiciones de frontera mixtas
para la ecuacién de Poisson y problemas P,, con « > 0, definido sobre una porcién I'y de la frontera de un dominio
multidimensional acotado (2. Se formulan problemas de control éptimo distribuido en ) sobre la fuente de energia g
y frontera de tipo Neumann sobre el flujo del calor ¢, definido sobre una porcioén I'y de la frontera de 2. Se obtienen
resultados de existencia, unicidad y se dan las condiciones de optimalidad. Se obtienen estimaciones entre las solu-
ciones de estos problemas y otros estudiados anteriormente por los mismos autores. Se prueba la convergencia fuerte,
en determinados espacios de Sobolev, de los controles 6ptimos del problema P, a los controles éptimos del problema
Py de los estados del sistema y estados adjuntos del problema P, a los correspondientes del problema P, cuando «
tiende a infinito.
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1. INTRODUCCION

Se considera un dominio acotado {2 en R™ cuya frontera regular I" consiste en la unién de dos porciones
disjuntas I'; y I's con med(I'1) > 0 and med(I'2) > 0. Se consideran los siguientes problemas estacionar-
ios de conduccion del calor P and P, (para cada parametro o > 0) respectivamente con condiciones de
frontera mixtas:

. ou
Au=g in u‘rlzb —%|F2:q (D
. ou ou
—Au =g in ) —%‘Flza(u—b) —%‘m:q 2)

donde g es la energia interna en €2, b es la temperatura sobre I'y para (1) y la temperatura del entorno
externo de I'; para (2), q es el flujo de calor sobre I'y y o > 0 es el coeficiente de transferencia de calor
sobre I'; ( Ley de Newton o condicién de Robin sobre I'1), que satisfacen las hipétesis: g € H = L2(Q),
g€ Q=1L%Ty) ybe H: ().

Se denota por w(y 4y Y U(a,qg,4) @ 1as Gnicas soluciones de los problemas elipticos (1) and (2), respectiva-
mente, cuyas formulaciones variacionales estdn dadas por:

a(u(qu), ’U) = L(g,q) (’U), Yv € Vb, U(g7q) e K (3)

aa(u(a,g,q)vv) = L(a,g,q) (U)a YRS ‘/a U(a,g,q) eV 4)

donde
V=H'(Q); W={veV/u, =0} vy K=u+V

para vg € V dado, con v0’F1 =b, (9,0 = [qghdxy (q,n)q = fF2 qn d-,

a(u,v) = / Vu.Vudr;  aq(u,v) = a(u,v) + a(u,v)p2r)
Q
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Lg)(v) = (9:0)11 = (0:0)Q5  L(ag)(v) = Ligg)(v) + (b, v)r2ry)-
Se formulan los siguientes problemas de control éptimo simultineo: distribuido sobre el dominio {2 y
frontera de tipo Neumann sobre la porcion I's [3, 4]:

Hallar  (gop, qop) € H x Ugq talque  J(gop,qop) = min_ J(g,q), %)
QEH,QEUad
Hallar  (Gop,: Gop.) € H X Ugq  tal que  Jo(GopasGop.) = min_ Jo(g,q), (6)
geHvQEUad

conUyqg = {g € Q:q>0enTy} y los funcionales de costo J : H x Q—R y J, : H x Q—R dados
por:

1
J(9:9) = = ||ugg.q — deZ HQHH + HQHQ (7
2

1
D) = 5 oy — zallly + 5 ol + 52 lall ®)

donde z4 € H y las constantes positivas M7 y Mo estan dadas.

En la Seccién 2 se obtienen resultados de existencia y unicidad de los controles 6ptimos (gop, gop) del
problema (5) y de los controles 6ptimos (gop,, s ¢op,, ) del problema (6), para cada « > 0. Se dan las condi-
c.iones de optimalidad en términos de los estados adjuntos p(g,, 4,.) P2 (5) Y D(a,gop., a0p, ) PAI (0), TESPEC-
tivamente.

En la Seccién 3 se prueban estimaciones entre los funcionales cuadréticos (7) y (8) y los dados en [1] y
[2]. Se obtienen, ademds, estimaciones entre (gop, gop) y 10s controles 6ptimos Gop Y Uop estudiadosen [1] y
[2], respectivamente. Andlogamente, para cada o > (, se obtienen estimaciones para los controles 6ptimos
(Gope » Qop., ) del problema (6) en relacién a Topa Y Topa> definidos en [1] y [2] respectivamente.

En la Seccidén 4 se prueba la convergencia fuerte, en determinados espacios de Sobolev, de los controles
Optimos (gop, > dop.,) del problema (6) al control 6ptimo (gop, gop) del problema (5), de los estados del

SISEMA Uy, g, g0p,, ) &l €Stado del sistema y de los estados adjuntos py al estado adjunto

Gop>dop) @,9opa 19opa )

P(gop.dop)> CUaNdo el pardmetro « tiende a infinito.

2. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE CONTROLES OPTIMOS
2.1. PROBLEMA P Y SU CORRESPONDIENTE PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO

Para cada (g,q) € H x @Q, se define el estado adjunto P(g,q) correspondiente al problema (1), como la
Unica solucién de la ecuacién variacional:

a’(p(g,q)7 U) = (u(g,q) — Zd, U)Ha Vv € %7 P(g,9) €K 9)
y se obtiene el siguiente lema.

Lema 1 a) Existe una tinica solucion (gop, qop) del problema de control dptimo (5).
b) La condicion de optimalidad para el problema (5), estd dada por:

(h — Yops P(gop,qop) + Mlgop)H + (77 — Qop; MQQOP - p(gop,qop))Q > 07 V(h, 77) € H x Q

2.2. PROBLEMA P, Y SU CORRESPONDIENTE PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO

Para cada (g,q) € H x @ y para cada o > 0, se define el estado adjunto D
problema (2) , como la tnica solucién de la ecuacién variacional:

,9,q) correspondiente al

ta(Plag.a)0) = (Wagq) — 24:0)s Y0 EV, Plagg) €V (10)
y se obtiene el siguiente lema.

Lema 2 a) Existe una tinica solucion (gop,, , qop.,) del problema de control éptimo (6).
b) La condicion de optimalidad para el problema (6), estd dada por, ¥(h,n) € H X Q:

(h — 9opas P(c,gope sdope) T Mlgopa)H +(n— Qopa > M2qop, — P(a,gopa ,qopa))Q > 0.
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3. ESTIMACIONES
3.1. ESTIMACIONES EN RELACION AL PROBLEMA P

Se consideran los problemas de control 6ptimo, estudiados en [1] y [2], esto es:

Hallar g,, € H talque Ji(g,,) = ggg J1(9), (11)
Hallar  , € Us talque  Ja(d,) = min Ja(g) (12)

con Ji : H—>R(J{ y Jo: Q—RT, dados por:

1 2 [ My o 1 2 My o
Ji(9) :i\lug—deHJrTHgHH y Ja(q) = QHuq—ZdHH‘FTHQHQ
donde ug4 y u4 son las tnicas soluciones del problema (1) para datos q y g fijos, respectivamente.

Lema 3 Los funcionales J, J1 y Js satisfacen

— M2 _ M1
T (Gops dop) < T1(Top) + =~ lal3 Ya€Q, vy J(Gop: dop) < J2(@p) + - lgll7 , Vg € H.

Teorema 1 Si (gop, qop) es la tinica solucion del problema (5), Jop ¥ Gop SON las unicas soluciones de los
problemas de control optimo (11) y (12) respectivamente, entonces:

N [0l
Z) HQOp - QOpHQ < )\M2 Hu(gop#]op) o u(gopvqop)HH

g _ 1
1) NGop = gonllm = 577 Wg0p00) = Uiaiaon) 111

donde ) es la constante de coercividad de a y g es el operador traza.

3.2. ESTIMACIONES EN RELACION AL PROBLEMA P,

Para cada o > 0, se consideran los problemas de control éptimo, estudiados en [1] y [2], esto es:

Hallar g,, € H talque Jal@opa) = géllgl Ja1(9), (13)
Hallar  q,, € U, talque Ja2(Top, ) = mgn Ja2(q), (14)
q€Uqqd

con Juq : H—>Rg y Jao : Q—>]Rg, dados por:

1 2 M, 9 1 2 | My o
Ja1(g) = 5”“ag—zd||H+7||9||H y Ja2(q) = QHan—Zd”H‘FTHQHQ

donde 14 Y Uagq sOn las Unicas soluciones del problema (2) para datos ¢ y g fijos, respectivamente.

Lema 4 Los funcionales J,, Jo1y Ja2 satisfacen

— M2 _ M1
Jo(Gopa > opa) < JCYl(gopa>+7 HQHQQ Ve €Q, Y Ja(Gopasdopa) < Joz2(qopa)+7 HQH%H Vg € H.

Teorema 2 Si (gop,,, Gop.,) es la tinica solucién del problema (6), G, ¥ Qop,, S0 las tnicas soluciones de
los problemas de control optimo (13) y (14) respectivamente, entonces:

N [0l
Z) qup ~ Gopq HQ < AM, ”U(a,gopa,qopa) — U(a,gopa 760()(1)”[_"

ZZ) ||§Opa - gopa HH é )\7]\41 ||u(aagopaaQOpa) - u(avgopa’qopa) ||H
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4. CONVERGENCIA
Teorema 3 Paratodo a > 0, (q,g) € H x Q, b € HY*(T',), se tienen los siguientes limites:

i) Mm Juggg) = tggllv =05 i) m {|p@gq) —Pg.glv = 0.

Teorema 4 i) Si U(gopdop) Y W(ar
Y (2), respectivamente, entonces

g ) son los unicos estados de sistemas dptimos de los problemas (1)
yJopa sdopa

15)

lim HU(

a—00 a7gopa7qopa) B u(gopvqop)”v = O

1) SUD(gopa0p) Y P(sgope dope, ) SON 10S Uinicos estados adjuntos optimos de los problemas (1) y (2), respecti-
vamente, entonces
h,m ||p(angP(x1q0Pu) - p(QOPﬂQOP) ||V = 0 (16)

a—0o0
iii) Si (Jop, Gop) ¥ (Gopa s Qops) SON las vinicas soluciones de los problemas de control dptimo distribuido-
frontera (5) y (6), respectivamente, entonces

ahigo [ (Gopa s Gopa) — (Gops Gop) [ Hx@ = 0 (7)
Prueba. Paso 1 Siguiendo una técnica similar a la utilizada en [1] y [2], se prueba que

U — U débilmenteen V' 'y D débilmente en V. (18)

—\
,Gopey 7q0pa) YGop 7q0P) Q,9ope sdopa ) p(gl7pvq0p)

Paso 2 Tomando h = 0y 17 = g, en la condicién de optimalidad para el problema (6), se tiene
(QOp — Qope, MQQopa — P(a,gopa ,qopa))Q > 0. (19)

y considerando A = 0y = qp,, €n la condicion de optimalidad para el problema (5), se obtiene

(Gopa — Gops M2qop — p(gop,qop))Q > 0. (20)
Sumando (19) y (20), se deduce que

1ol
anp B quaHQ S M2 Hp(avgopavqopa) _p(gopvqop)HV. (21)

Luego, siguiendo un camino similar, tomando h = gop y 7 = 0 en la condicién de optimalidad para el
problema (6) y h = gop, ¥ 7 = 0 en la condicién de optimalidad para el problema (5), se prueba que

1
”gop B gopaHH < Eup(avgopavqopa) _p(QOP»qu)|’V' (22)
Ahora, de (18) y la siguiente desigualdad, para o > 1,

2 2
>\1Hu(avgopav‘10pa) B u(gopaqop) ”V + (a B 1)”,&(&7907)& o) u(gopvqop)||L2(F1) <

§ (g’ u(a,gopa +9opa ) _u(gozﬁv%p) >H B (q’ u(a»gopa dope,) _u(gowqoz)) )Q _a(u(gowqoz)) ’ u(avgopa sdopa ) _u(!]()p»qcp) )H
se prueba (15). Desarrollando un razonamiento similar, se obtiene (16).
Finalmente, de (15), (16) y las estimaciones (21) y (22), se prueba (17). U
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