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Resumen: Se considera un problema estacionario P de conducción del calor con condiciones de frontera mixtas
para la ecuación de Poisson y problemas Pα, con α > 0, definido sobre una porción Γ1 de la frontera de un dominio
multidimensional acotado Ω. Se formulan problemas de control óptimo distribuido en Ω sobre la fuente de energı́a g
y frontera de tipo Neumann sobre el flujo del calor q, definido sobre una porción Γ2 de la frontera de Ω. Se obtienen
resultados de existencia, unicidad y se dan las condiciones de optimalidad. Se obtienen estimaciones entre las solu-
ciones de estos problemas y otros estudiados anteriormente por los mismos autores. Se prueba la convergencia fuerte,
en determinados espacios de Sobolev, de los controles óptimos del problema Pα a los controles óptimos del problema
P y de los estados del sistema y estados adjuntos del problema Pα a los correspondientes del problema P , cuando α
tiende a infinito.
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1. INTRODUCCIÓN

Se considera un dominio acotado Ω en Rn cuya frontera regular Γ consiste en la unión de dos porciones
disjuntas Γ1 y Γ2 con med(Γ1) > 0 and med(Γ2) > 0. Se consideran los siguientes problemas estacionar-
ios de conducción del calor P and Pα (para cada parámetro α > 0) respectivamente con condiciones de
frontera mixtas:

∆u = g in Ω u
∣∣
Γ1

= b − ∂u

∂n

∣∣
Γ2

= q (1)

−∆u = g in Ω − ∂u

∂n

∣∣
Γ1

= α(u− b) − ∂u

∂n

∣∣
Γ2

= q (2)

donde g es la energı́a interna en Ω, b es la temperatura sobre Γ1 para (1) y la temperatura del entorno
externo de Γ1 para (2), q es el flujo de calor sobre Γ2 y α > 0 es el coeficiente de transferencia de calor
sobre Γ1 ( Ley de Newton o condición de Robin sobre Γ1), que satisfacen las hipótesis: g ∈ H = L2(Ω),
q ∈ Q = L2(Γ2) y b ∈ H

1
2 (Γ1).

Se denota por u(g,q) y u(α,g,q) a las únicas soluciones de los problemas elı́pticos (1) and (2), respectiva-
mente, cuyas formulaciones variacionales están dadas por:

a(u(g,q), v) = L(g,q)(v), ∀v ∈ V0, u(g,q) ∈ K (3)

aα(u(α,g,q), v) = L(α,g,q)(v), ∀v ∈ V, u(α,g,q) ∈ V (4)

donde
V = H1(Ω) ; V0 = {v ∈ V/ v

∣∣
Γ1

= 0} y K = v0 + V0

para v0 ∈ V dado, con v0

∣∣
Γ1

= b, (g, h)H =
∫
Ω gh dx y (q, η)Q =

∫
Γ2

qη dγ,

a(u, v) =
∫

Ω
∇u.∇vdx; aα(u, v) = a(u, v) + α(u, v)L2(Γ1)
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L(g,q)(v) = (g, v)H − (q, v)Q; L(α,g,q)(v) = L(g,q)(v) + α(b, v)L2(Γ1).

Se formulan los siguientes problemas de control óptimo simultáneo: distribuido sobre el dominio Ω y
frontera de tipo Neumann sobre la porción Γ2 [3, 4]:

Hallar (gop, qop) ∈ H × Uad tal que J(gop, qop) = mı́n
g∈H,q∈Uad

J(g, q), (5)

Hallar (gopα , qopα) ∈ H × Uad tal que Jα(gopα , qopα) = mı́n
g∈H,q∈Uad

Jα(g, q), (6)

con Uad = {q ∈ Q : q ≥ 0 en Γ2} y los funcionales de costo J : H × Q→R+
0 y Jα : H × Q→R+

0 dados
por:

J(g, q) =
1
2

∥∥u(g,q) − zd

∥∥2

H
+

M1

2
‖g‖2

H +
M2

2
‖q‖2

Q (7)

Jα(g, q) =
1
2

∥∥u(α,g,q) − zd

∥∥2

H
+

M1

2
‖g‖2

H +
M2

2
‖q‖2

Q (8)

donde zd ∈ H y las constantes positivas M1 y M2 están dadas.
En la Sección 2 se obtienen resultados de existencia y unicidad de los controles óptimos (gop, qop) del

problema (5) y de los controles óptimos (gopα , qopα) del problema (6), para cada α > 0. Se dan las condi-
ciones de optimalidad en términos de los estados adjuntos p(gop,qop) para (5) y p(α,gopα ,qopα ) para (6), respec-
tivamente.

En la Sección 3 se prueban estimaciones entre los funcionales cuadráticos (7) y (8) y los dados en [1] y
[2]. Se obtienen, además, estimaciones entre (gop, qop) y los controles óptimos gop y qop estudiados en [1] y
[2], respectivamente. Análogamente, para cada α > 0, se obtienen estimaciones para los controles óptimos
(gopα , qopα) del problema (6) en relación a gopα

y qopα
, definidos en [1] y [2] respectivamente.

En la Sección 4 se prueba la convergencia fuerte, en determinados espacios de Sobolev, de los controles
óptimos (gopα , qopα) del problema (6) al control óptimo (gop, qop) del problema (5), de los estados del
sistema u(α,gopα ,qopα ) al estado del sistema u(gop,qop) y de los estados adjuntos p(α,gopα ,qopα ) al estado adjunto
p(gop,qop), cuando el parámetro α tiende a infinito.

2. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE CONTROLES ÓPTIMOS

2.1. PROBLEMA P Y SU CORRESPONDIENTE PROBLEMA DE CONTROL ÓPTIMO

Para cada (g, q) ∈ H × Q, se define el estado adjunto p(g,q) correspondiente al problema (1), como la
única solución de la ecuación variacional:

a(p(g,q), v) = (u(g,q) − zd, v)H , ∀v ∈ V0, p(g,q) ∈ K (9)

y se obtiene el siguiente lema.

Lema 1 a) Existe una única solución (gop, qop) del problema de control óptimo (5).
b) La condición de optimalidad para el problema (5), está dada por:

(h− gop, p(gop,qop) + M1gop)H + (η − qop,M2qop − p(gop,qop))Q ≥ 0, ∀(h, η) ∈ H ×Q.

2.2. PROBLEMA Pα Y SU CORRESPONDIENTE PROBLEMA DE CONTROL ÓPTIMO

Para cada (g, q) ∈ H × Q y para cada α > 0, se define el estado adjunto p(α,g,q) correspondiente al
problema (2) , como la única solución de la ecuación variacional:

aα(p(α,g,q), v) = (u(α,g,q) − zd, v), ∀v ∈ V, p(α,g,q) ∈ V (10)

y se obtiene el siguiente lema.

Lema 2 a) Existe una única solución (gopα , qopα) del problema de control óptimo (6).
b) La condición de optimalidad para el problema (6), está dada por, ∀(h, η) ∈ H ×Q:

(h− gopα , p(α,gopα ,qopα ) + M1gopα)H + (η − qopα ,M2qopα − p(α,gopα ,qopα ))Q ≥ 0.
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3. ESTIMACIONES

3.1. ESTIMACIONES EN RELACIÓN AL PROBLEMA P

Se consideran los problemas de control óptimo, estudiados en [1] y [2], esto es:

Hallar gop ∈ H tal que J1(gop) = mı́n
g∈H

J1(g), (11)

Hallar qop ∈ Uad tal que J2(qop) = mı́n
q∈Uad

J2(q), (12)

con J1 : H→R+
0 y J2 : Q→R+

0 , dados por:

J1(g) =
1
2
‖ug − zd‖2

H +
M1

2
‖g‖2

H y J2(q) =
1
2
‖uq − zd‖2

H +
M2

2
‖q‖2

Q

donde ug y uq son las únicas soluciones del problema (1) para datos q y g fijos, respectivamente.

Lema 3 Los funcionales J , J1 y J2 satisfacen

J(gop, qop) ≤ J1(gop) +
M2

2
‖q‖2

Q , ∀q ∈ Q, y J(gop, qop) ≤ J2(qop) +
M1

2
‖g‖2

H , ∀g ∈ H.

Teorema 1 Si (gop, qop) es la única solución del problema (5), gop y qop son las únicas soluciones de los
problemas de control óptimo (11) y (12) respectivamente, entonces:

i) ‖qop − qop‖Q ≤ ‖γ0‖
λM2

‖u(gop,qop) − u(gop,qop)‖H

ii) ‖gop − gop‖H ≤ 1
λM1

‖u(gop,qop) − u(gop,qop)‖H .

donde λ es la constante de coercividad de a y γ0 es el operador traza.

3.2. ESTIMACIONES EN RELACIÓN AL PROBLEMA Pα

Para cada α > 0, se consideran los problemas de control óptimo, estudiados en [1] y [2], esto es:

Hallar gopα
∈ H tal que Jα1(gopα

) = mı́n
g∈H

Jα1(g), (13)

Hallar qopα
∈ Uad tal que Jα2(qopα

) = mı́n
q∈Uad

Jα2(q), (14)

con Jα1 : H→R+
0 y Jα2 : Q→R+

0 , dados por:

Jα1(g) =
1
2
‖uαg − zd‖2

H +
M1

2
‖g‖2

H y Jα2(q) =
1
2
‖uαq − zd‖2

H +
M2

2
‖q‖2

Q

donde uαg y uαq son las únicas soluciones del problema (2) para datos q y g fijos, respectivamente.

Lema 4 Los funcionales Jα, Jα1 y Jα2 satisfacen

Jα(gopα , qopα) ≤ Jα1(gopα
)+

M2

2
‖q‖2

Q , ∀q ∈ Q, y Jα(gopα , qopα) ≤ Jα2(qopα
)+

M1

2
‖g‖2

H , ∀g ∈ H.

Teorema 2 Si (gopα , qopα) es la única solución del problema (6), gopα
y qopα

son las únicas soluciones de
los problemas de control óptimo (13) y (14) respectivamente, entonces:

i) ‖qop − qopα‖Q ≤ ‖γ0‖
λM2

‖u(α,gopα ,qopα ) − u(α,gopα ,qopα
)‖H

ii) ‖gopα
− gopα‖H ≤ 1

λM1
‖u(α,gopα ,qopα ) − u(α,gopα

,qopα )‖H .
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4. CONVERGENCIA

Teorema 3 Para todo α > 0, (q, g) ∈ H ×Q, b ∈ H1/2(Γ1), se tienen los siguientes limites:

i) ĺım
α→∞ ‖u(α,g,q) − u(g,q)‖V = 0; ii) ĺım

α→∞ ‖p(α,g,q) − p(g,q)‖V = 0.

Teorema 4 i) Si u(gop,qop) y u(α,gopα ,qopα ) son los únicos estados de sistemas óptimos de los problemas (1)
y (2), respectivamente, entonces

ĺım
α→∞ ‖u(α,gopα ,qopα ) − u(gop,qop)‖V = 0 (15)

ii) Si p(gop,qop) y p(α,gopα ,qopα ) son los únicos estados adjuntos óptimos de los problemas (1) y (2), respecti-
vamente, entonces

ĺım
α→∞ ‖p(α,gopα ,qopα ) − p(gop,qop)‖V = 0 (16)

iii) Si (gop, qop) y (gopα , qopα) son las únicas soluciones de los problemas de control óptimo distribuido-
frontera (5) y (6), respectivamente, entonces

ĺım
α→∞ ‖(gopα , qopα)− (gop, qop)‖H×Q = 0 (17)

Prueba. Paso 1 Siguiendo una técnica similar a la utilizada en [1] y [2], se prueba que

u(α,gopα ,qopα ) ⇀ u(gop,qop) débilmente en V y p(α,gopα ,qopα ) ⇀ p(gop,qop) débilmente en V. (18)

Paso 2 Tomando h = 0 y η = qop en la condición de optimalidad para el problema (6), se tiene

(qop − qopα ,M2qopα − p(α,gopα ,qopα ))Q ≥ 0. (19)

y considerando h = 0 y η = qopα en la condición de optimalidad para el problema (5), se obtiene

(qopα − qop,M2qop − p(gop,qop))Q ≥ 0. (20)

Sumando (19) y (20), se deduce que

‖qop − qopα‖Q ≤ ‖γ0‖
M2

‖p(α,gopα ,qopα ) − p(gop,qop)‖V . (21)

Luego, siguiendo un camino similar, tomando h = gop y η = 0 en la condición de optimalidad para el
problema (6) y h = gopα y η = 0 en la condición de optimalidad para el problema (5), se prueba que

‖gop − gopα‖H ≤ 1
M2

‖p(α,gopα ,qopα ) − p(gop,qop)‖V . (22)

Ahora, de (18) y la siguiente desigualdad, para α > 1,

λ1‖u(α,gopα ,qopα ) − u(gop,qop)‖2
V + (α− 1)‖u(α,gopα ,qopα ) − u(gop,qop)‖2

L2(Γ1) ≤
≤ (g, u(α,gopα ,qopα )−u(gop,qop))H−(q, u(α,gopα ,qopα )−u(gop,qop))Q−a(u(gop,qop), u(α,gopα ,qopα )−u(gop,qop))H

se prueba (15). Desarrollando un razonamiento similar, se obtiene (16).
Finalmente, de (15), (16) y las estimaciones (21) y (22), se prueba (17). ¤
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