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Resumen: Se considera un problema estacionario de conduccién del calor P, con condiciones de frontera mixtas para
la ecuacion de Poisson dependiendo de un pardmetro positivo «, el cual representa el coeficiente de transferencia del
calor sobre una porcién I'; de la frontera de un dominio acotado multidimensional {2 en R™. Se formulan problemas
de control 6ptimo frontera con restricciones sobre el flujo del calor ¢ en una porcién complementaria I's de la frontera
de ). Para cada ¢ fijo, se obtienen estimaciones en términos del parimetro ¢, a los efectos de estudiar el orden
de convergencia de las soluciones de los problemas P, a la solucién de otro problema eliptico P para la misma
ecuacién de Poisson con una condicién de frontera diferente sobre la porcién I';. Este tipo de estimaciones son
también obtenidas para los estados adjuntos correspondientes a los problemas planteados.

Palabras clave: Control dptimo, problemas elipticos mixtos, estado adjunto, orden de convergencia, problema de
Stefan estacionario.
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1. INTRODUCCION

Se considera un dominio acotado € en R” cuya frontera I es de clase C? y consiste de la unién de dos
porciones disjuntas I'; y I'y, con med(I';) > 0 parai = 1,2. Se consideran los problemas estacionarios de
conduccién del calor Py P, (para cada pardmetro o« > 0) respectivamente, con condiciones de frontera
mixtas, como en [3] y [4]:

_Ou

—Au =g enf; u|F1 =b; ﬁn‘m =q (1)
ou ou
—Au=gen; —%‘Fl = a(u —b); —a—n‘m =gq 2)

donde g es la energia interna en 2, b es la temperatura sobre I'; para (1) y la temperatura del entorno externo
de I'y para (2), q es el flujo del calor sobre I'y y o > 0 es el coeficiente de transferencia del calor en I';.

En [4] se denotaron por ug y g, a las unicas soluciones de los problemas elipticos mixtos (1) y (2)
respectivamente, para cada ¢ € Q = L?(I's) y a > 0, cuyas ecuaciones variacionales estdn dadas por:

a(ug,v) = Ly(v), Yv € Vo, uqg € K 3)

ao(Uga, V) = Lga(v), Vv €V, Uugq € V 4

donde
V=H(Q); Vo={veV/v, =0} K=uv+W

a(u,v) = /QVU.VU dx; aq(u,v) = a(u,v) —i—oz/F uv dy

1
Ly(v) i/ﬁgvdw—/r qudy; Lga(v) = Lq(v)—i-oe/F bu dry
2 1

para vg € V dado, tal que UO|F1 =b.
Ademads, en [4] se formularon los problemas de control 6ptimo frontera siguientes:

hallar ¢, € @ tal que J(gop) = min J(q), 5)
q

el]a,d
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hallar g,p,, € Q tal que Jo(qop,) = réllljn Ja(q), (6)
q ad

respectivamente, con U,y = {q € @ : ¢ > 0 en I'2} un subconjunto cerrado, convexo y no vacio de @ y los
funcionales costo J : Q—R{ y J, : Q—R{ dados por:

1 M

(@) = 5 llug = zal} + 5 llaly ™
1 M

Ja(9) = 5 lluga — zallf; + 5 llally ®

donde z5 € H = L%(Q) y M = cte. > 0 estan dadas.

En el teorema 11 de [4], se probaron resultados de convergencia de las soluciones w4, de los problemas
P, ala solucién u, del problema Py de los estados adjuntos p,, de los problemas P, al estado adjunto
pq del problema P en H'((2), para un fijo ¢ € Q, cuando a — co. En [4] (ver Teorema 12) ademds, se
probaron resultados de convergencia de los estados del sistema y estados adjuntos de los problemas P, a los
correspondientes del problema P vinculados a los controles 6ptimos, como asi también la convergencia de
los controles 6ptimos ¢y, de los problemas (6) al control 6ptimo ¢, de (5), cuando av — oo.

En este trabajo se realizan estimaciones en funcion del pardmetro «, con el objeto de estudiar el orden de
convergencia de los resultados obtenidos en el teorema 11 antes mencionado, esto es, para ¢ y « fijos. Més
aln, es objetivo de este trabajo generalizar los resultados de [4], en el sentido de considerar los datos de los
problemas elipticos (1) y (2) en espacios de funciones con menor regularidad. Resultados sobre regularidad
de problemas elipticos se pueden ver en [5] y [6].

2. ESTIMACIONES RESPECTO DEL PARMETRO «

Se consideran las siguientes hipétesis: sea o € [0, 1/2) fijo, con
ge HO(Q), beHY*([Ty), qe H ¥ (Ty). )
A continuacién se exponen resultados y se explicitan algunas ideas de las demostraciones.

Lema 1 Bajo las hipdtesis anteriores, para q 'y « fijos, Wga = Uq — Uga Satisface que wqo € H o (Q).
Ademds,

[wgallm (@) < k(1/a)?,

con k = cte. > 0 independiente de .

Prueba.
La prueba resulta utilizando el teorema 2.2 de [2] y el hecho que wy, satisface la siguiente formulacion

variacional: 5
a(Wga, v) + a/ weavdy = [ Shudy, Vo€ HY(Q).
I Iy Bn

Teorema 1 Bajo las hipdtesis (9), para q y a fijos, wy satisface: Vp € (1+2 75 % —€), €0 > 0 fijo

. 260(17:6\0[:58)
[wgallgio) < K'(1/a) 1375

con k' = cte. > 0 independiente de o, p = W d € (o, \/52_1) y &0 tal que p(dy) = % — €.

2+462)°
Mas aiin, ¥p € [0, ﬁ]

250 (1-60—63)
[ wgall pri+agn) < K (1/a) 143v5
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Prueba.
Paso 1. Se obtiene la siguiente estimacién
[wgall gri+e (@) < C(1/a)*
parac € [0,1/2) y C1 = cte. > 0 independiente de c.

Paso 2. Se deduce que
§5(1—5—62)
quaHHHp(Q) < Oy(1/a) 93+ |

para § € (0, \/52_1), pE (1+2\/5’ %) p= m, o= ﬁ y Co = cte. > 0 independiente de c.

Paso 3. Sea dg tal que % — €9, luego

1 _
(1460)(2463) —

5 — 52 S 852
d(1—6—-0 ; > (1= 6 — 02) 2 > 200(1 — 99 50),
(1+6)(2+62) 1+3v5 1+3v5
de donde se sigue la prueba. U

Abhora, siguiendo [4], se define el estado adjunto p, correspondinente a (1), para cada ¢ € ) como la
Unica solucién del siguiente problema eliptico mixto:

Ip
—Apg =1uqg — 24 en€);  pqg r, = 0; a—nq‘m = (10)
cuya formulacién variacional estd dada por:
a(pg,v) = (uqg — 24,v),Yv € Vo, pg € Vp. (11

De manera andloga, se define el estado adjunto py. como la tinica solucién del siguiente problema elipti-
co mixto correspondiente a (2) o (4), para cada ¢ € () y cada o > 0 fijo:

op op
_qua = Uga — Zd CHQ; — 8;]La‘rl = QPqa; T;J:‘FQ =0 (12)
cuya formulacién variacional estd dada por:
o (Pga, V) = (Uga — 24, 0), YV € V,pga € V. (13)

Nota 1 Sean los espacios
D={ve H(Q): Av e L*(Q), U‘IH =0}

ov

D, ={ve HY(Q): Av € L*(Q), —a—‘r = av}.
n 1

Se sabe, por [1], que si la frontera T es suficientemente suave (esto es, de clase C?), el espacio funcional
D coincide con H*(Q) N Vy y el espacio D, coincide con {v € H?(Q) : —g—z ’F1 = av}.

Este hecho es importante en el resultado que se da a continuacion.

Teorema 2 Bajo las hipdtesis (9), para q 'y o fijos, rqq = Pqg — Pga satisface: ¥p € (0, % — €0), €0 > 0 fijo

" 250<1i5\%53)
[rgall o) < k' (1/a)  1+3v5

con k" = cte. > 0 independiente de o y &y como en el Teorema 1.
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Prueba.

Paso 1. Sean p, € Dy p,, € D,, se considera 7y, = 740 — Wqa Y s€ sabe por lo expuesto en la
observacién que 7 € HT7(2). Ademds

— ATy = —Argq + AWga = Uy — Uga = Wya,

luego
IPqall o) < C3l|ATgallr2(0) < Ca(1/@)?, Vo €[0,1/2),

con C3 y (4 constantes positivas independientes de «. Por lo tanto, para o > 1

Irgall 1+e @) < ITgall aite @) + lwgall mrte @) < Cs5(1/a)* 1,
con C5 = cte. > 0 independiente de «.
Pasos 2 y 3. Resultan andlogos a los desarrollados en el Teorema 1. (]
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