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Resumen: Se considera un problema estacionario de conducción del calor Pα con condiciones de frontera mixtas para
la ecuación de Poisson dependiendo de un parámetro positivo α, el cual representa el coeficiente de transferencia del
calor sobre una porción Γ1 de la frontera de un dominio acotado multidimensional Ω en Rn. Se formulan problemas
de control óptimo frontera con restricciones sobre el flujo del calor q en una porción complementaria Γ2 de la frontera
de Ω. Para cada q fijo, se obtienen estimaciones en términos del parámetro α, a los efectos de estudiar el orden
de convergencia de las soluciones de los problemas Pα a la solución de otro problema elı́ptico P para la misma
ecuación de Poisson con una condición de frontera diferente sobre la porción Γ1. Este tipo de estimaciones son
también obtenidas para los estados adjuntos correspondientes a los problemas planteados.
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1. INTRODUCCIÓN

Se considera un dominio acotado Ω en Rn cuya frontera Γ es de clase C2 y consiste de la unión de dos
porciones disjuntas Γ1 y Γ2, con med(Γi) > 0 para i = 1, 2. Se consideran los problemas estacionarios de
conducción del calor P y Pα (para cada parámetro α > 0) respectivamente, con condiciones de frontera
mixtas, como en [3] y [4]:

−∆u = g en Ω; u
∣∣
Γ1

= b; −∂u

∂n

∣∣
Γ2

= q (1)

−∆u = g en Ω; −∂u

∂n

∣∣
Γ1

= α(u− b); −∂u

∂n

∣∣
Γ2

= q (2)

donde g es la energı́a interna en Ω, b es la temperatura sobre Γ1 para (1) y la temperatura del entorno externo
de Γ1 para (2), q es el flujo del calor sobre Γ2 y α > 0 es el coeficiente de transferencia del calor en Γ1.

En [4] se denotaron por uq y uqα a las únicas soluciones de los problemas elı́pticos mixtos (1) y (2)
respectivamente, para cada q ∈ Q = L2(Γ2) y α > 0, cuyas ecuaciones variacionales están dadas por:

a(uq, v) = Lq(v), ∀v ∈ V0, uq ∈ K (3)

aα(uqα, v) = Lqα(v), ∀v ∈ V, uqα ∈ V (4)

donde
V = H1(Ω); V0 = {v ∈ V/ v

∣∣
Γ1

= 0}; K
.= v0 + V0

a(u, v) .=
∫

Ω
∇u.∇v dx; aα(u, v) .= a(u, v) + α

∫

Γ1

uv dγ

Lq(v) .=
∫

Ω
gv dx−

∫

Γ2

qv dγ; Lqα(v) .= Lq(v) + α

∫

Γ1

bv dγ

para v0 ∈ V dado, tal que v0

∣∣
Γ1

= b.
Además, en [4] se formularon los problemas de control óptimo frontera siguientes:

hallar qop ∈ Q tal que J(qop) = mı́n
q∈Uad

J(q), (5)
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hallar qopα ∈ Q tal que Jα(qopα) = mı́n
q∈Uad

Jα(q), (6)

respectivamente, con Uad = {q ∈ Q : q ≥ 0 en Γ2} un subconjunto cerrado, convexo y no vacı́o de Q y los
funcionales costo J : Q→R+

0 y Jα : Q→R+
0 dados por:

J(q) =
1
2
‖uq − zd‖2

H +
M

2
‖q‖2

Q (7)

Jα(q) =
1
2
‖uqα − zd‖2

H +
M

2
‖q‖2

Q (8)

donde zd ∈ H = L2(Ω) y M = cte. > 0 están dadas.
En el teorema 11 de [4], se probaron resultados de convergencia de las soluciones uqα de los problemas

Pα a la solución uq del problema P y de los estados adjuntos pqα de los problemas Pα al estado adjunto
pq del problema P en H1(Ω), para un fijo q ∈ Q, cuando α → ∞. En [4] (ver Teorema 12) además, se
probaron resultados de convergencia de los estados del sistema y estados adjuntos de los problemas Pα a los
correspondientes del problema P vinculados a los controles óptimos, como ası́ también la convergencia de
los controles óptimos qopα de los problemas (6) al control óptimo qop de (5), cuando α →∞.

En este trabajo se realizan estimaciones en función del parámetro α, con el objeto de estudiar el orden de
convergencia de los resultados obtenidos en el teorema 11 antes mencionado, esto es, para q y α fijos. Más
aún, es objetivo de este trabajo generalizar los resultados de [4], en el sentido de considerar los datos de los
problemas elı́pticos (1) y (2) en espacios de funciones con menor regularidad. Resultados sobre regularidad
de problemas elı́pticos se pueden ver en [5] y [6].

2. ESTIMACIONES RESPECTO DEL PARMETRO α

Se consideran las siguientes hipótesis: sea σ ∈ [0, 1/2) fijo, con

g ∈ H−σ(Ω), b ∈ H1/2+σ(Γ1), q ∈ H−1/2+σ(Γ2). (9)

A continuación se exponen resultados y se explicitan algunas ideas de las demostraciones.

Lema 1 Bajo las hipótesis anteriores, para q y α fijos, wqα = uq − uqα satisface que wqα ∈ H1+σ(Ω).
Además,

‖wqα‖H1(Ω) ≤ k(1/α)σ,

con k = cte. > 0 independiente de α.

Prueba.
La prueba resulta utilizando el teorema 2.2 de [2] y el hecho que wqα satisface la siguiente formulación

variacional:

a(wqα, v) + α

∫

Γ1

wqαv dγ =
∫

Γ1

∂uq

∂n
v dγ, ∀v ∈ H1(Ω).

¤

Teorema 1 Bajo las hipótesis (9), para q y α fijos, wqα satisface: ∀ρ ∈ ( 2
1+
√

5
, 1

2 − ε0), ε0 > 0 fijo

‖wqα‖H1+ρ(Ω) ≤ k′(1/α)
2δ0(1−δ0−δ20)

1+3
√

5 ,

con k′ = cte. > 0 independiente de α, ρ = 1
(1+δ)(2+δ2)

, δ ∈ (δ0,
√

5−1
2 ) y δ0 tal que ρ(δ0) = 1

2 − ε0.

Más aún, ∀ρ̄ ∈ [0, 2
1+
√

5
]

‖wqα‖H1+ρ̄(Ω) ≤ k′(1/α)
2δ0(1−δ0−δ20)

1+3
√

5 .
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Prueba.
Paso 1. Se obtiene la siguiente estimación

‖wqα‖H1+σ(Ω) ≤ C1(1/α)2σ−1,

para σ ∈ [0, 1/2) y C1 = cte. > 0 independiente de α.
Paso 2. Se deduce que

‖wqα‖H1+ρ(Ω) ≤ C2(1/α)
δ(1−δ−δ2)

(1+δ)(2+δ2) ,

para δ ∈ (0,
√

5−1
2 ), ρ ∈ ( 2

1+
√

5
, 1

2), ρ = 1
(1+δ)(2+δ2)

, σ = 1
2+δ2 y C2 = cte. > 0 independiente de α.

Paso 3. Sea δ0 tal que 1
(1+δ0)(2+δ2

0)
= 1

2 − ε0, luego

δ(1− δ − δ2)
(1 + δ)(2 + δ2)

≥ δ(1− δ − δ2)
2

1 + 3
√

5
≥ 2δ0(1− δ0 − δ2

0)
1 + 3

√
5

,

de donde se sigue la prueba. ¤
Ahora, siguiendo [4], se define el estado adjunto pq correspondinente a (1), para cada q ∈ Q como la

única solución del siguiente problema elı́ptico mixto:

−∆pq = uq − zd en Ω; pq

∣∣
Γ1

= 0;
∂pq

∂n

∣∣
Γ2

= 0 (10)

cuya formulación variacional está dada por:

a(pq, v) = (uq − zd, v),∀v ∈ V0, pq ∈ V0. (11)

De manera análoga, se define el estado adjunto pqα como la única solución del siguiente problema elı́pti-
co mixto correspondiente a (2) o (4), para cada q ∈ Q y cada α > 0 fijo:

−∆pqα = uqα − zd en Ω ; −∂pqα

∂n

∣∣
Γ1

= αpqα;
∂pqα

∂n

∣∣
Γ2

= 0 (12)

cuya formulación variacional está dada por:

aα(pqα, v) = (uqα − zd, v),∀v ∈ V, pqα ∈ V. (13)

Nota 1 Sean los espacios
D = {v ∈ H1(Ω) : ∆v ∈ L2(Ω), v

∣∣
Γ1

= 0}

Dα = {v ∈ H1(Ω) : ∆v ∈ L2(Ω), −∂v

∂n

∣∣
Γ1

= αv}.

Se sabe, por [1], que si la frontera Γ es suficientemente suave (esto es, de clase C2), el espacio funcional
D coincide con H2(Ω) ∩ V0 y el espacio Dα coincide con {v ∈ H2(Ω) : − ∂v

∂n

∣∣
Γ1

= αv}.

Este hecho es importante en el resultado que se da a continuación.

Teorema 2 Bajo las hipótesis (9), para q y α fijos, rqα = pq − pqα satisface: ∀ρ ∈ (0, 1
2 − ε0), ε0 > 0 fijo

‖rqα‖H1+ρ(Ω) ≤ k′′(1/α)
2δ0(1−δ0−δ20)

1+3
√

5 ,

con k′′ = cte. > 0 independiente de α y δ0 como en el Teorema 1.
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Prueba.
Paso 1. Sean pq ∈ D y pqα ∈ Dα, se considera r̃qα = rqα − wqα y se sabe por lo expuesto en la

observación que r̃qα ∈ H1+σ(Ω). Además

−∆r̃qα = −∆rqα + ∆wqα = uq − uqα = wqα,

luego
‖r̃qα‖H1+σ(Ω) ≤ C3‖∆r̃qα‖L2(Ω) ≤ C4(1/α)σ, ∀σ ∈ [0, 1/2),

con C3 y C4 constantes positivas independientes de α. Por lo tanto, para α > 1

‖rqα‖H1+σ(Ω) ≤ ‖r̃qα‖H1+σ(Ω) + ‖wqα‖H1+σ(Ω) ≤ C5(1/α)2σ−1,

con C5 = cte. > 0 independiente de α.
Pasos 2 y 3. Resultan análogos a los desarrollados en el Teorema 1. ¤
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