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Resumen: Se consideran problemas de control éptimo distribuido sobre la energia interna, denotados por C2, C*,
Cy y C enun dominio n-dimensional €2, donde A > 0 es un parametro en la ecuacién de Helmholtz y o > 0 representa
el coeficiente de transferencia del calor sobre una porcién de la frontera. Se formulan aproximaciones discretas C})[w
Cﬁ, Cha y Ch, de los problemas de control 6ptimo mencionados, utilizando el método de los elementos finitos con
tridngulos de Lagrange de tipo 1, con parametro de discretizacién h > 0. Se estudia el comportamiento asintético
de los controles 6ptimos, estados directos y estados adjuntos de los problemas de control éptimo formulados. Mas
precisamente, se prueba que las soluciones 6ptimas de los problemas discretos C;)a convergen a las soluciones 6ptimas
de los problemas discretos C3, cuando a — +oo. Luego, se demuestra que éstas convergen a las soluciones Gptimas
de los problemas continuos C* cuando h — 0% y finalmente, se prueba la convergencia a las soluciones del problema
C, cuando A — 0.
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convergencia.
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1. INTRODUCCION

Sea un dominio acotado 2 en R, cuya frontera regular I" consiste en la unién de dos porciones disjuntas
I'y y T'g con |T;| > 0 (parai = 1,2). Se denota con |T';|, la medida de Hausdorff (n — 1)-dimensional de la
porcién I'; en I'. Se presentan los siguientes problemas elipticos mixtos:

~Au=g enQ ul, =0 _?TZ’F?:(J ()
—Au=g en{ —g—Z}rl:a(u—b) %‘m:q 2
—Au+Au=g en u|F1:b —%|F2:q 3)
—Au+Xu=g enf) —g—:i}rl:a(u—b) —%|F2:q %)

donde u es la temperatura en 2, g es la energia interna en €2, b = cte. > 0 es la temperatura sobre I'; para
(1) y (3) y la temperatura en un entorno externo de I'; para (2) y (4), ¢ es el flujode calorenT's y o > 0 es
el coeficiente de transferencia de calor en T'y, que satisfacen: g € H = L?(Q)y g € Q = L?*(T's).

Se denotan con u, ug, u y ug a las unicas soluciones de los problemas elipticos (1), (2), (3) y (4) respecti-
vamente, cuyas ecuaciones variacionales estan dadas por [5, 7]:

a(u,v) = L(v), Ywel, uwek, 5)
aa(u,v) = La(v), Y€V, uevV, (6)
aMu,v) = Lv), YveV, uck, @)
a)(u,v) = Lo(v), Yo eV, ucV, (8)
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donde
V=HQ), o={veV: v|F1 =0}; K =wvy+ Vp, paradado vy € V, vo}rl =b;

(g,h)H:/ghd:c; (q,r])Q:/ qn dr; a(u,v):/Vqud:c; aa(u,v):a(u,v)+a/uvdy
Q r Q

r
a*(u,v) = alu,v) + A/zuvd:c; a)(u,v) = a(u,v) + a/ uv dy + )\/ wdzr.
Q I'y Q
L(U) = (g,’U)H - (CIvv)Q; La(v) = L(’U) + a/bvd’y.

I
Es bien conocido, ver [7], que las ecuaciones variacionales (5), (6), (7) y (8) tienen tnicas soluciones.
Se formulan los siguientes problemas de control éptimo distribuido continuos [6, 10]:
Problema C' [4]:

hallar ge H talque J(g) = ml]gl J(9) )
g€

donde J(g) = %|ug — za||% + 2|93, con uy la tnica solucién de (5), para cada g € H.
Problema C', para cada o > 0, [4]:
hallar g, € H tal que J,(g,) = mig Ja(9) (10)
g€
donde J,(9) = 3||tag — zal|% + 2|9l con uag la dnica solucién de (6), para cada g € H.
Problema C*, para cada A > 0, [3]:
hallar g* € H tal que J*(3") = mig Jg) (11)
g€
donde J*(g) = 3||uy — zal |3 + &F||g]|3;, con w}) la tinica solucién de (7), paracada g € H.
Problema C?, paracada A > 0y « > 0, [3]:
hallar g € H talque J2 (7)) = mi JXg) (12)
g€
donde J)(g) = 3|lud, — zall% + %119l con up, la dnica solucién de (8), para cada g € H.

Notar que los problemas C, C, (para cada o > 0) tienen tnica solucién g y g, respectivamente, cuyas
pruebas se pueden ver en [4]. De manera similar, siguiendo [3], se prueba que los problemas C* (para cada
A > 0)y C2 (paracada A > 0, a > 0) tienen tdnica solucién g y gJ\, respectivamente.

En relacioén a los problemas de control 6ptimo formulados anteriormente, se definen los estados adjuntos,
como las tnicas soluciones de las siguientes ecuaciones variacionales [3, 4]:

pg €Vo: a(pg,v) = (ug — zd,v)H, Yo eV (13)
Pag €V : ag‘é (Pag, V) = (tag — Zd, U)H, YoeV (14)
p;‘ eV : a <p2‘,v> = (u;\ — zd,v)H, Yv e Vy (15)

pég ev: a) (p%,v) = (uég - zd,v>H, Vo eV. (16)

Siguiendo [1, 2], se considera el método de elementos finitos y un dominio poligonal {2 C R™ con
una triangulacién regular con tridngulos de Lagrange de tipo 1, constituido por elementos finitos afines
equivalentes de clase C?, siendo h el parametro de aproximacién que tiende a cero. Luego, se discretizan las
ecuaciones variacionales elipticas para los estados del sistema, los estados adjuntos y los funcionales costo.
En general, la solucién de un problema eliptico mixto pertenece a H" (2) con 1 < r < 3/2—¢€ (e > 0), pero
existen ejemplos cuyas soluciones pertenecen H" (2) con 2 < r. Siguiendo [8, 9], se formulan problemas
de control 6ptimo discretos, denotados por C’,i‘a, Chas C,? y Ch.

El objetivo de este trabajo es probar la convergencia de las soluciones éptimas de los problemas C’fl‘a a
las soluciones éptimas de los problemas C}', cuando ov — 400, de éstas a las soluciones Gptimas de los
problemas C* cuando i — 0T y finalmente, a las soluciones del problema C, cuando A — 0.
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2. DISCRETIZACION POR EL METODO DE ELEMENTOS FINITOS

En esta seccion se considera el método de elementos finitos, siendo A el pardmetro de aproximacion que
se puede tomar igual al lado mds largo de los tridngulos 1" € 73, y se aproximan V, Vj y K por:

th{UhECO<Q)/Uh|T€P1(T),VT€Th}, Vth{U}LEVh/U}LZOSObI‘e F1}, Kh:b+voh

donde P es el conjunto de los polinomios de grado menor o igual a 1. Sea 7, : CY(Q) — V}, el operador
de interpolacién lineal correspondiente. Entonces, existe una constante cg > 0 (independiente de h) tal que
Yoe H'(Q),1 <r <2,[1]:

v =T () < coh"llvlle y v =mn(0)]ly < coh” o]l (a7

Se formulan los siguientes problemas de control éptimo discretos.
Problema C},, para cada h > 0, [9]:

hallar g, € H talque J,(g,) = ml}} Jn(g) (18)
ge

donde J;,(g9) = 3||ung — za|[% + 2 |g|%, con up,, para cada g € H, la dnica solucién de
upg € Ko a(upg,vp) = L(vp), Yup € Vop.
Problema CY,,, paracada h > 0, a > 0, [9]:
hallar g, € H tal que Jy0(7p,) = grélg Jha(9) (19)

donde Jp(g9) = %Huhag — z4l|% + %HgH% con Upqg, para cada g € H, la tinica solucién de
Uhag € Vit Ga (Uhag, Vn) = La(vn), Yup € Vi
Problema C), para A > 0, h > 0:
hallar g) € H talque J7(g,) = geflgl JMNg) (20)

2
donde J3(g) = 1 Huﬁg — 24

HH + X g/%, con uzg, para cada g € H, la tnica solucién de

Uzg eV, a)‘ (uﬁg,vh> = L(Uh), Yoy, € Vj,. 21
Problema C;, , para A > 0, h > 0, a > 0:
hallar g, € H tal que Ji, (Gha) = min I (9) (22)
g€

2
donde J,i‘a(g) = % Huzag — 24

M 2 A L. <z
“H + 5 lgll7r con uj, . para cada g € H, la dnica soluci6n de

uﬁag eV af)‘é (uﬁag,vh> = La(vh), Yoy € V. (23)

Los correspondientes estados adjuntos vinculados a los problemas de control éptimo discretos, se definen
como las soluciones de las siguientes ecuaciones variacionales.

Phg € Von 1 a(png,vn) = (Ung — 2d,vn) g s Yon € Von (24)
Phag € Vi a) (Prag: Vh) = (Uhag — 2dsVh) 57 » Yon € Vi (25)
Phg € Von: a (p%ﬂ%) = (Uﬁg - Zdv”h)}}; Vup, € Von (26)

pﬁag eVp: aé (pﬁag,vh) = (uﬁag — zd,vh>H, Yoy, € V. 27)

Notar que las ecuaciones variacionales (24), (25), (26) y (27), tienen tnicas soluciones.

Lema 1 Los problemas de control optimo discretos (18), (19), (20) y (22), tienen tinicas soluciones Gy, Gj,q»
?2 y §2a, respectivamente.

Prueba. La prueba resulta por un razonamiento similar al desarrollado en [4]. g
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3. COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE LOS PROBLEMAS DE CONTROL OPTIMO

En esta seccidn se presentan los principales resultados de este articulo y se hace una breve referencia en
relacion a sus pruebas.
Teorema 1 Sean A > 0y h > 0, se tiene que:
(i) Si G ¥ Gp,, Son soluciones de (20) y (22), respectivamente, entonces lim_|[g, — Gr||m = 0.
a——+00

s oA A . . ; A A
i) Siul_, yu _, sonsolucionesde (21)y(23), respectivamente, entonces lim ||lu) _, —ul_ =0.
(1) Sitygn Y Upogy, (21)y(23), resp oH+ooH haigh,, hgﬁuv

s @ A , . , A A
i) Sip)_ _, son soluciones de (26) y (27), respectivamente, entonces lim =P =0.
(i) S Pyor ¥ P (26)y(27), resp Jm P, —ppallv

Prueba. Esta prueba resulta por un razonamiento similar al desarrollado en [4], aplicado a problemas de
control éptimo discretos. g
Teorema 2 Para A > 0, se tiene que:

(i) Si g* y gy son las soluciones de (11)y (20), respectivamente, entonces hlirél+ gy — M |u = 0.

(ii) Si los estados directos uzgﬁ’
(iii) Si los estados adjuntos ngz,pg‘A € H"(Q) para 1 < r < 2, entonces hli’g)l+ szgﬁ — pg‘AHV =0.

A r < . A oA (] —
uZy € H"(Q) para 1 < r < 2, entonces hlggh ||uh§2 u?HV 0.

Prueba. Se deduce que existen constantes positivas, ci, ca y c3 independientes de h, tales que
A -\ A
U, <c <c _ < c3.
I hg}ALHV_ 1, anlle <cay thgﬁHV_ 3

Luego, de las estimaciones (17), la unicidad de solucién de las ecuaciones variacionales (7) y (15), la semi-
continuidad inferior débil del funcional .J* y la unicidad de solucién del problema de control éptimo (11),
se tiene que

gh—g enH, up A

hay S UZy en V' (fuerte en H), pzﬂ — pﬁA en V' (fuerteen H).

Ih g 9n g

Finalmente, las convergencias fuertes en los correspondientes espacios funcionales, resultan de las conver-

gencias débiles, la coercividad de la forma bilineal a* y las condiciones de optimalidad para los problemas

c* y C’;L\. 0

Teorema 3 (i) Si gy g son las soluciones de (9) y (11), respectivamente, entonces /\liré1+ 15" —gllg = 0.
—

(ii) Si ugy ng son las soluciones de (5) y (7), respectivamente, entonces h’m+ ||U$A — uglly = 0.
A—0
(iii) Sipgypg‘A son la soluciones de (13) y (15), respectivamente, entonces )\lirglJr Hpé\ — pgllv =0.

Prueba. Esta prueba resulta por un razonamiento similar al desarrollado en [3]. U
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