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Resumen: Se consideran problemas de control óptimo distribuido sobre la energı́a interna, denotados por Cλ
α , Cλ,

Cα yC en un dominio n-dimensional Ω, donde λ > 0 es un parámetro en la ecuación de Helmholtz y α > 0 representa
el coeficiente de transferencia del calor sobre una porción de la frontera. Se formulan aproximaciones discretas Cλ

hα,
Cλ

h , Chα y Ch de los problemas de control óptimo mencionados, utilizando el método de los elementos finitos con
triángulos de Lagrange de tipo 1, con parámetro de discretización h > 0. Se estudia el comportamiento asintótico
de los controles óptimos, estados directos y estados adjuntos de los problemas de control óptimo formulados. Más
precisamente, se prueba que las soluciones óptimas de los problemas discretosCλ

hα convergen a las soluciones óptimas
de los problemas discretos Cλ

h , cuando α → +∞. Luego, se demuestra que éstas convergen a las soluciones óptimas
de los problemas continuos Cλ cuando h→ 0+ y finalmente, se prueba la convergencia a las soluciones del problema
C, cuando λ→ 0+.

Palabras clave: Control óptimo distribuido, problemas elı́pticos, análisis numérico, método de elementos finitos,
convergencia.
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1. INTRODUCCIÓN

Sea un dominio acotado Ω en Rn, cuya frontera regular Γ consiste en la unión de dos porciones disjuntas
Γ1 y Γ2 con |Γi| > 0 (para i = 1, 2). Se denota con |Γi|, la medida de Hausdorff (n− 1)-dimensional de la
porción Γi en Γ. Se presentan los siguientes problemas elı́pticos mixtos:

−∆u = g en Ω u
∣∣
Γ1

= b − ∂u

∂n

∣∣
Γ2

= q (1)

−∆u = g en Ω − ∂u

∂n

∣∣
Γ1

= α(u− b) − ∂u

∂n

∣∣
Γ2

= q (2)

−∆u+ λu = g en Ω u
∣∣
Γ1

= b − ∂u

∂n

∣∣
Γ2

= q (3)

−∆u+ λu = g en Ω − ∂u

∂n

∣∣
Γ1

= α(u− b) − ∂u

∂n

∣∣
Γ2

= q (4)

donde u es la temperatura en Ω, g es la energı́a interna en Ω, b = cte. > 0 es la temperatura sobre Γ1 para
(1) y (3) y la temperatura en un entorno externo de Γ1 para (2) y (4), q es el flujo de calor en Γ2 y α > 0 es
el coeficiente de transferencia de calor en Γ1, que satisfacen: g ∈ H = L2(Ω) y q ∈ Q = L2(Γ2).
Se denotan con u, uα, uλ y uλα a las únicas soluciones de los problemas elı́pticos (1), (2), (3) y (4) respecti-
vamente, cuyas ecuaciones variacionales estan dadas por [5, 7]:

a(u, v) = L(v), ∀v ∈ V0, u ∈ K, (5)

aα(u, v) = Lα(v), ∀v ∈ V, u ∈ V, (6)

aλ(u, v) = L(v), ∀v ∈ V0, u ∈ K, (7)

aλα(u, v) = Lα(v), ∀v ∈ V, u ∈ V, (8)
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donde

V = H1(Ω), V0 = {v ∈ V : v
∣∣
Γ1

= 0}; K = v0 + V0, para dado v0 ∈ V, v0
∣∣
Γ1

= b;

(g, h)H =

∫

Ω
gh dx; (q, η)Q =

∫

Γ2

qη dγ; a(u, v) =

∫

Ω
∇u∇vdx; aα(u, v) = a(u, v) + α

∫

Γ1

uvdγ

aλ(u, v) = a(u, v) + λ

∫

Ω

uvdx; aλα(u, v) = a(u, v) + α

∫

Γ1

uv dγ + λ

∫

Ω
uv dx.

L(v) = (g, v)H − (q, v)Q; Lα(v) = L(v) + α

∫

Γ1

bvdγ.

Es bien conocido, ver [7], que las ecuaciones variacionales (5), (6), (7) y (8) tienen únicas soluciones.
Se formulan los siguientes problemas de control óptimo distribuido continuos [6, 10]:
Problema C [4]:

hallar g ∈ H tal que J(g) = mı́n
g∈H

J(g) (9)

donde J(g) = 1
2 ||ug − zd||2H + M

2 ||g||2H , con ug la única solución de (5), para cada g ∈ H .
Problema Cα, para cada α > 0, [4]:

hallar gα ∈ H tal que Jα(gα) = mı́n
g∈H

Jα(g) (10)

donde Jα(g) = 1
2 ||uαg − zd||2H + M

2 ||g||2H , con uαg la única solución de (6), para cada g ∈ H .
Problema Cλ, para cada λ > 0, [3]:

hallar gλ ∈ H tal que Jλ(gλ) = mı́n
g∈H

Jλ(g) (11)

donde Jλ(g) = 1
2 ||uλg − zd||2H + M

2 ||g||2H , con uλg la única solución de (7), para cada g ∈ H .
Problema Cλα, para cada λ > 0 y α > 0, [3]:

hallar gλα ∈ H tal que Jλα(g
λ
α) = mı́n

g∈H
Jλα(g) (12)

donde Jλα(g) =
1
2 ||uλαg − zd||2H + M

2 ||g||2H , con uλαg la única solución de (8), para cada g ∈ H .
Notar que los problemas C, Cα (para cada α > 0) tienen única solución g y gα respectivamente, cuyas

pruebas se pueden ver en [4]. De manera similar, siguiendo [3], se prueba que los problemas Cλ (para cada
λ > 0) y Cλα (para cada λ > 0, α > 0) tienen única solución gλ y gλα, respectivamente.

En relación a los problemas de control óptimo formulados anteriormente, se definen los estados adjuntos,
como las únicas soluciones de las siguientes ecuaciones variacionales [3, 4]:

pg ∈ V0 : a (pg, v) = (ug − zd, v)H , ∀v ∈ V0 (13)

pαg ∈ V : aλα (pαg, v) = (uαg − zd, v)H , ∀v ∈ V (14)

pλg ∈ V0 : aλ
(
pλg , v

)
=
(
uλg − zd, v

)
H
, ∀v ∈ V0 (15)

pλαg ∈ V : aλα

(
pλαg, v

)
=
(
uλαg − zd, v

)
H
, ∀v ∈ V. (16)

Siguiendo [1, 2], se considera el método de elementos finitos y un dominio poligonal Ω ⊂ Rn con
una triangulación regular con triángulos de Lagrange de tipo 1, constituido por elementos finitos afines
equivalentes de clase C0, siendo h el parámetro de aproximación que tiende a cero. Luego, se discretizan las
ecuaciones variacionales elı́pticas para los estados del sistema, los estados adjuntos y los funcionales costo.
En general, la solución de un problema elı́ptico mixto pertenece aHr(Ω) con 1 < r ≤ 3/2−ϵ (ϵ > 0), pero
existen ejemplos cuyas soluciones pertenecen Hr(Ω) con 2 ≤ r. Siguiendo [8, 9], se formulan problemas
de control óptimo discretos, denotados por Cλhα, Chα, Cλh y Ch.

El objetivo de este trabajo es probar la convergencia de las soluciones óptimas de los problemas Cλhα a
las soluciones óptimas de los problemas Cλh , cuando α → +∞, de éstas a las soluciones óptimas de los
problemas Cλ cuando h→ 0+ y finalmente, a las soluciones del problema C, cuando λ→ 0+.
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2. DISCRETIZACIÓN POR EL MÉTODO DE ELEMENTOS FINITOS

En esta sección se considera el método de elementos finitos, siendo h el parámetro de aproximación que
se puede tomar igual al lado más largo de los triángulos T ∈ τh y se aproximan V, V0 y K por:

Vh =
{
vh ∈ C0(Ω̄)/vh|T ∈ P1(T ), ∀T ∈ τh

}
, V0h = {vh ∈ Vh/vh = 0 sobre Γ1} , Kh = b+ V0h

donde P1 es el conjunto de los polinomios de grado menor o igual a 1. Sea πh : C0(Ω̄) → Vh el operador
de interpolación lineal correspondiente. Entonces, existe una constante c0 > 0 (independiente de h) tal que
∀v ∈ Hr(Ω), 1 < r ≤ 2, [1]:

∥v − πh(v)∥H ≤ c0hr∥v∥r y ∥v − πh(v)∥V ≤ c0hr−1∥v∥r. (17)

Se formulan los siguientes problemas de control óptimo discretos.
Problema Ch, para cada h > 0, [9]:

hallar gh ∈ H tal que Jh(gh) = mı́n
g∈H

Jh(g) (18)

donde Jh(g) = 1
2 ||uhg − zd||2H + M

2 ||g||2H , con uhg, para cada g ∈ H , la única solución de

uhg ∈ Kh : a (uhg, vh) = L(vh), ∀vh ∈ V0h.
Problema Chα, para cada h > 0, α > 0, [9]:

hallar ghα ∈ H tal que Jhα(ghα) = mı́n
g∈H

Jhα(g) (19)

donde Jhα(g) = 1
2 ||uhαg − zd||2H + M

2 ||g||2H con uhαg, para cada g ∈ H , la única solución de

uhαg ∈ Vh : aα (uhαg, vh) = Lα(vh), ∀vh ∈ Vh.
Problema Cλh , para λ > 0, h > 0:

hallar gλh ∈ H tal que Jλh (gh) = mı́n
g∈H

Jλh (g) (20)

donde Jλh (g) =
1
2

∥∥∥uλhg − zd
∥∥∥
2

H
+ M

2 ∥g∥2H , con uλhg, para cada g ∈ H , la única solución de

uλhg ∈ Vh : aλ
(
uλhg, vh

)
= L(vh), ∀vh ∈ Vh. (21)

Problema Cλhα, para λ > 0, h > 0, α > 0:

hallar gλhα ∈ H tal que Jλhα(ghα) = mı́n
g∈H

Jλhα(g) (22)

donde Jλhα(g) =
1
2

∥∥∥uλhαg − zd
∥∥∥
2

H
+ M

2 ∥g∥2H con uλhαg, para cada g ∈ H , la única solución de

uλhαg ∈ Vh : aλα

(
uλhαg, vh

)
= Lα(vh), ∀vh ∈ Vh. (23)

Los correspondientes estados adjuntos vinculados a los problemas de control óptimo discretos, se definen
como las soluciones de las siguientes ecuaciones variacionales.

phg ∈ V0h : a (phg, vh) = (uhg − zd, vh)H , ∀vh ∈ V0h (24)

phαg ∈ Vh : aλα (phαg, vh) = (uhαg − zd, vh)H , ∀vh ∈ Vh. (25)

pλhg ∈ V0h : aλ
(
pλhg, vh

)
=
(
uλhg − zd, vh

)
H
, ∀vh ∈ V0h (26)

pλhαg ∈ Vh : aλα

(
pλhαg, vh

)
=
(
uλhαg − zd, vh

)
H
, ∀vh ∈ Vh. (27)

Notar que las ecuaciones variacionales (24), (25), (26) y (27), tienen únicas soluciones.

Lema 1 Los problemas de control óptimo discretos (18), (19), (20) y (22), tienen únicas soluciones gh, ghα,
gλh y gλhα, respectivamente.

Prueba. La prueba resulta por un razonamiento similar al desarrollado en [4]. □
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3. COMPORTAMIENTO ASINTÓTICO DE LOS PROBLEMAS DE CONTROL ÓPTIMO

En esta sección se presentan los principales resultados de este artı́culo y se hace una breve referencia en
relación a sus pruebas.
Teorema 1 Sean λ > 0 y h > 0, se tiene que:
(i) Si gλh y gλhα son soluciones de (20) y (22), respectivamente, entonces ĺım

α→+∞
||gλhα − gλh||H = 0.

(ii) Si uλ
hgλh

y uλ
hαgλhα

son soluciones de (21) y (23), respectivamente, entonces ĺım
α→+∞

||uλ
hαgλhα

−uλ
hgλh
||V = 0.

(iii) Si pλ
hgλh

y pλ
hαgλhα

son soluciones de (26) y (27), respectivamente, entonces ĺım
α→+∞

||pλ
hαgλhα

−pλ
hgλh
||V = 0.

Prueba. Esta prueba resulta por un razonamiento similar al desarrollado en [4], aplicado a problemas de
control óptimo discretos. □
Teorema 2 Para λ > 0, se tiene que:
(i) Si gλ y gλh son las soluciones de (11) y (20), respectivamente, entonces ĺım

h→0+
||gλh − gλ||H = 0.

(ii) Si los estados directos uλ
hgλh

, uλ
gλ
∈ Hr(Ω) para 1 < r ≤ 2, entonces ĺım

h→0+
||uλ

hgλh
− uλ

gλ
||V = 0.

(iii) Si los estados adjuntos pλ
hgλh

, pλ
gλ
∈ Hr(Ω) para 1 < r ≤ 2, entonces ĺım

h→0+
||pλ

hgλh
− pλ

gλ
||V = 0.

Prueba. Se deduce que existen constantes positivas, c1, c2 y c3 independientes de h, tales que
||uλ

hgλh
||V ≤ c1, ||gλh||H ≤ c2 y ||pλ

hgλh
||V ≤ c3.

Luego, de las estimaciones (17), la unicidad de solución de las ecuaciones variacionales (7) y (15), la semi-
continuidad inferior débil del funcional Jλ y la unicidad de solución del problema de control óptimo (11),
se tiene que

gλh ⇀ gλ en H, uλ
hgλh

⇀ uλ
gλ

en V (fuerte en H), pλ
hgλh

⇀ pλ
gλ

en V (fuerte en H).

Finalmente, las convergencias fuertes en los correspondientes espacios funcionales, resultan de las conver-
gencias débiles, la coercividad de la forma bilineal aλ y las condiciones de optimalidad para los problemas
Cλ y Cλh . □
Teorema 3 (i) Si g y gλ son las soluciones de (9) y (11), respectivamente, entonces ĺım

λ→0+
||gλ − g||H = 0.

(ii) Si ug y uλ
gλ

son las soluciones de (5) y (7), respectivamente, entonces ĺım
λ→0+

||uλ
gλ
− ug||V = 0.

(iii) Si pg y pλ
gλ

son la soluciones de (13) y (15), respectivamente, entonces ĺım
λ→0+

||pλ
gλ
− pg||V = 0.

Prueba. Esta prueba resulta por un razonamiento similar al desarrollado en [3]. □
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