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Resumen: Se estudia una clase de inecuaciones hemivariacionales elipticas, las cuales originan un problema esta-
cionario de conduccién del calor con condicidn de frontera con subdiferencial multivaluado no monétono sobre una
porcién de la frontera descripta por el gradiente generalizado de Clarke de una funcién localmente Lipschitz. Se prueba
un resultado de existencia de solucién empleando la teoria de operadores pseudomondétonos. Se estudia la compara-
cion de soluciones y se obtienen condiciones suficientes que garantizan el comportamiento asintético de la solucién,
cuando el coeficiente de transferencia de calor tiende a infinito.
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1. INTRODUCCION

Se considera un dominio acotado © en R? cuya frontera regular I' consiste de la unién de tres porciones
disjuntas I';, ¢ = 1, 2, 3 con |I';| > 0, donde |I';| denota la medida de Hausdorff (d — 1)-dimensional de la
porcién I'; sobre I'. Se formulan los siguientes problemas elipticos mixtos:

ou
—Au =g en §, U‘Fl =0, _8_n‘r2 =q, U}Fg =0, (1)
ou ou )
—Au=g en €, u|r1 =0, —a—n’m =q, —a—n}rg € adj(u). 2)

donde g € L?(Q),q € L*(Ty) yb € H%(Fg), «v es una constante positiva y la funcién j: I's x R — R,
llamada superpotencial (potencial no convexo), es tal que j(z, ) es localmente Lipschitz para c.t.p. x € I's
y no necesariamente diferenciable. Puesto que en general j(z,-) no es convexo, la condicién multivaluada
sobre I's en (2) es descripta por una relacion no monétona expresada por el gradiente generalizado de
Clarke. Esta relacién multivaluada se cumple en ciertos problemas estacionarios de conduccion de calor (el
comportamiento de una membrana semipermeable de espesor finito, problemas de control de temperatura,
etc.). Problemas andlogos con relaciones de frontera multivaluadas monétonas maximales (cuando j(x, )
es una funcion convexa) fueron considerados en [1, 4].
Se usa la siguiente notacién

V=HYQ), Vo={veV]|v=0 sobre I'},

K={veV]|v=0 sobre I'1, v=">0 sobre I's}, Ky={veV |v=0 sobre I'y Ul's},

a(u,v) = /QVqu dz, aq(u,v) = a(u,v) +a1/7(u)7(v)df,

L(v) = /ng dx — /1“2 qy(v)dl', Ly(v) = L(v) + Oz/b'y(v) dr,
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donde v: V — L?(T) denota el operador traza sobre I'. En lo que sigue, se escribe u para la traza de una
funcién u € V sobre la frontera. De una forma estdndar, se obtiene la siguiente formulacion variacional del
problema (1):

hallar ue, € K tal que a(uoo,v) = L(v) paratodo v € Ky 3)

con a, una forma bilineal, simétrica, continua y coerciva con constante m, > 0, esto es
2 2
a(v,v) = ||v||y; = mallv|l}, paratodo v e Vg 4)

donde ||v||y y ||v||v; representan las normas sobre V' y Vj, respectivamente.
Se destaca que el problema (3) ha sido extensivamente estudiado en papers como [5, 11, 12, 13, 14].
Bajo la anterior notacion, la formulacién débil del problema eliptico (2) es la siguiente inecuacién hemi-
variacional eliptica:

hallar v € Vp tal que a(u,v) + a/ 7°(u;v) dT' > L(v) paratodo v € Vj. 5)
I's

La teoria de inecuaciones hemivariacionales ha sido propuesta en los afios 80 por Panagiotopoulos, ver [7,
8, 9]. En los dltimos afios, nuevas clases de inecuaciones hemivariacionales, variacionales y variacional-
hemivariacional han sido investigadas, ver [2, 6, 10], y esta teoria emerge como una nueva e interesante
rama de la matematica aplicada.

El trabajo es estructurado como sigue. En la Seccién 2 se da un nuevo resultado de existencia para el
problema (5) y en la Seccion 3, se establecen propiedades de comparacién y resultados de convergencia de
las soluciones del problema (5) a la solucién del problema (3), cuando el pardmetro « tiende a infinito.

2. EXISTENCIA DE SOLUCION

En esta seccién se dan conceptos preliminares y se proporciona un nuevo resultado de existencia de
solucién de la inecuacién hemivariacional eliptica (5).

Sea (X, || - ||x) un espacio de Banach reflexivo, X* es su dual, y (-,-) denota la dualidad. Para una
funcién real definida sobre X, se tiene la siguiente definicion [3, Section 2.1] y [6].

Definicion 1 Una funcion ¢: X — R es localmente Lipschitz, si para todo © € X existe U, un entorno de
x y una constante L, > 0 tal que

lo(y) — ¢(2)| < Ly|ly — 2||x paratodo y,z € U,.

Para una tal funcion, la derivada direccional (Clarke) generalizada de ¢ en un punto x € X en la direccion
v € X estd definida por

) —
Aziv) = limsup ply +2v) —ly)
y—x, \—0t A
El gradiente generalizado (subdiferencial) de p en x es un subconjunto de X* dado por
dp(x) ={¢ € X* | p*(2;v) > (¢,v) paratodo v € X}.
Abhora, se considera la siguiente hipdtesis:
H(j):j: T's x R — Res tal que
(a) j(-,7) es medible para todo r € R,
(b) j(x, ) is localmente Lipschitz para c.t.p. z € I's,
(c) existe ¢y, ¢; > 0 tal que |0j(x,r)| < co+ c1|r| paratodo r € R, a.e. x € I's,
(d) j°(x,7;6 —r) < O paratodo r € R, c.t.p. x € I's con una constante b € R.
Se obtiene existencia de solucion de la inecuacién hemivariational eliptica:
Hallar v € Vj tal que a(u,v) + a/ 7°(u;v) dl > f(v) paratodo v € Vp. (6)
I's

Este resultado se prueba en el teorema que se da a continuacién.
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Teorema 2 Si H(j) se satisface, f € V' y o > 0, entonces la inecuacion hemivariacional (6) tiene una
solucion.

Prueba. Se dard solo una idea de la prueba. Se considera A: Vy — V{;* definido por (Au,v) = a(u,v) para
u,v € Vp, el cual es un operador lineal, acotado y coercivo. Se define .J: L?(I'3) — R por

J(w) :/F j(z,w(x))dl paratodo w e L*(T'3)

y de H(j)(a)-(c), por [6, Corollary 4.15], se infiere que el funcional J satisface:

(pl) J estd bien definido y es Lipschitz continuo sobre subconjuntos acotados de L?(I'3), més atin es
localmente Lipschitz,

(P2) JO(w;2) < / §%(x,w(x); z(x)) dT para todo w, z € L*(I'3),
s

(03) [|0J(w)llr2(ry) < € + €1 [|w]| 12(ry) para todo w € L*(I'3) con é, & > 0.

Luego, se introduce el operador B: Vy — 2% definido por Bv = ay*0.J(yv) para todo v € Vj, donde
v*: LA(T) — V,; denota el adjunto del operador traza .

Se muestra que B es pseudomondtono y acotado de Vj a 2V0, ver [6, Definition 3.57]. En orden a
establecer pseudomonotonicidad del operador B, se considera [6, Proposition 3.58(ii)], y se prueba que B
es pseudomondétono generalizado.

Por otro lado, el operador A: Vj — V| es pseudomonétono, ver [6, Theorem 3.69], dado que es lineal,
acotado y no negativo. Por lo tanto, A es pseudomondétono y acotado como un operador multivaluado de
Vo a 2Y0, ver [6, Section 3.4]. Asi, dado que la suma de operadores multivaluados pseudomonétonos es
pseudomonoétono, ver [6, Proposition 3.59 (ii)], se infiere que A 4+ B es acotado y pseudomonétono.

Luego, se prueba que el operador A + B es coercivo y se concluye que el operador multivaluado A + B
es acotado, pseudomonétono, y coercivo, y por lo tanto suryectivo, ver [6, Proposition 3.61]. Se infiere que
existe u € Vj tal que (A + B)u > f.

En la etapa final de la prueba, se observa que cualquier solucién u € Vj de la inclusién (A + B)u > f
es una solucion al problema (6), lo que completa la prueba. O

3. COMPARACION Y COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE SOLUCIONES

En esta seccién se aborda la comparacién entre las soluciones al problema (5) y la solucién al problema
(3) y se investiga el comportamiento asint6tico de soluciones al problema (5) cuando ov — oo.

Para estudiar la comparacién, se formula la siguiente hipétesis sobre los datos
(Ho): g€ L*(Q),g<0en,qe L*Is),q > 0sobre 'y

y se da el siguiente resultado, cuya demostracion es omitida.
Teorema 3 Si H(j), (Hy) se satisfacen y b > 0, entonces
(a) uo, <b en (b)) uy < us en €,
donde u., € Vy es una solucion al problema (5) y uo, € K es la tinica solucion al problema (3).

Para el estudio del comportamiento asintdtico se considera la siguiente hipétesis adicional sobre el su-

perpotencial j
(Hy):  sij%ax,r;b—r) =0paratodor € R, c.t.p. x € I'3, entonces © = b

y se prueba el teorema que se da a continuacion.

Teorema 4 Se asume H(j), (Ho) y (H1). Sea {un} C Vo una sucesion de soluciones al problema (5) y
Uoo € K la tinica solucion al problema (3). Entonces ., — Us en 'V, cuando o — oo.
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Prueba. Se dara solo una idea de la prueba. En primer lugar, se prueba la estimacion sobre la sucesion
{un}en 'V, esto es

1
lually < llvlly + llucolly < —(Mllusc|lv + [ILllv+) + [lusclly = C, ()

a

donde C > 0 es independiente de «. Luego, se deduce que existe C'; > 0, independiente de «, tal que

—/ jo(ua;v) dI' < ﬁ (8)
I's

o
Se sigue de (7) que {u,} permanece en un subconjunto acotado de V. Luego, existe u* € V tal que
Uq — u* débil en V. cuando av — oo. Luego, se muestra que u* = u.. Para esto, primero se prueba que

u* €V satisface L(w —u*) < a(u*,w —u*) paratodo w € K )

y subsecuentemente, se muestra que u* € K. por lo tanto, se obtiene que u* = Uy y aqui Uq — Uso
débilmente en V', cuando o« — oc. Finalmente, se prueba la convergencia fuerte u, — u~ en V, cuando
a — oo. Para ello, de la desigualdad

a(Uoo — Ug, Uoo — Ug) < A(Uoos Uso — Ua) + L(tg — o) + a/ jo(ua;uoO — Ug) dl’
I's

y teniendo en cuenta que 1, = b sobre I's, por H(j)(d) y la coercividad de la forma a, se tiene
M |[too — tall?r < a(too,s Yoo — Ua) + L(Ua — Uso)-

Empleando la continuidad débil de ambos a(uq, ) y L, se concluye que u, — uso in V, cuando o — o0,
lo que completa la prueba. U
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