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Resumen: En este trabajo se consideran problemas elı́pticos con condiciones de frontera mixtas para las ecuaciones
de Poisson y Helmholtz. Se formulan problemas de control óptimo simultaneos distribuido-frontera, sobre la energı́a
interna g y el flujo de calor q, dependiendo de dos parámetros positivos, λ en la ecuación de Helmholtz y α en la
condición de Robin. Se obtienen resultados de existencia y unicidad del vector control óptimo, se dan las condiciones
de optimalidad de primer orden y se obtiene un esquema conmutativo de convergencia entre los controles óptimos,
los estados del sistema y estados adjuntos, cuando los parámetros λ → 0+ y α → +∞. Más aún, se prueba la doble
convergencia de las soluciones óptimas cuando (λ, α) → (0+, +∞), simultáneamente.
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1. INTRODUCCIÓN

Se considera un dominio acotado Ω en Rn, cuya frontera regular Γ consiste en la unión de dos porciones
disjuntas Γ1 y Γ2 con |Γi| > 0 (para i = 1, 2). Se denota con |Γi|, la medida de Hausdorff (n − 1)-
dimensional de la porción Γi en Γ. Se presentan los siguientes problemas elı́pticos mixtos [4]:

Problema P :
−∆u = g en Ω u

∣∣
Γ1

= b − ∂u

∂n

∣∣
Γ2

= q (1)

Problema Pα, para cada α > 0:

−∆u = g en Ω − ∂u

∂n

∣∣
Γ1

= α(u − b) − ∂u

∂n

∣∣
Γ2

= q (2)

Problema P λ, para cada λ > 0:

−∆u + λu = g en Ω u
∣∣
Γ1

= b − ∂u

∂n

∣∣
Γ2

= q (3)

Problema P λ
α , para cada λ > 0 y α > 0:

−∆u + λu = g en Ω − ∂u

∂n

∣∣
Γ1

= α(u − b) − ∂u

∂n

∣∣
Γ2

= q (4)

donde u es la temperatura en Ω, g es la energı́a interna en Ω, b es la temperatura sobre Γ1 para (1) y (3) y la
temperatura en un entorno externo de Γ1 para (2) y (4), q es el flujo de calor en Γ2 y α > 0 es el coeficiente
de transferencia de calor en Γ1, que satisfacen: g ∈ H = L2(Ω), q ∈ Q = L2(Γ2) y b ∈ H

1
2 (Γ1).

Se denotan con u, uα, uλ y uλ
α a las únicas soluciones de los problemas elı́pticos (1), (2), (3) y (4)

respectivamente, cuyas ecuaciones variacionales estan dadas por [5]:

a(u, v) = L(v), ∀v ∈ V0, u ∈ K, (5)

aα(u, v) = Lα(v), ∀v ∈ V, u ∈ V, (6)

aλ(u, v) = L(v), ∀v ∈ V0, u ∈ K, (7)
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aλ
α(u, v) = Lα(v), ∀v ∈ V, u ∈ V, (8)

donde
V = H1(Ω); Q = L2(Γ2); H = L2(Ω)

V0 = {v ∈ V : v
∣∣
Γ1

= 0}; K = v0 + V0, para dado v0 ∈ V, v0

∣∣
Γ1

= b;

(g, h)H =

∫

Ω
gh dx; (q, η)Q =

∫

Γ2

qη dγ; a(u, v) =

∫

Ω
∇u∇vdx; aα(u, v) = a(u, v)+α

∫

Γ1

uvdγ

aλ(u, v) = a(u, v) + λ

∫

Ω

uvdx; aλ
α(u, v) = a(u, v) + α

∫

Γ1

uv dγ + λ

∫

Ω
uv dx.

L(v) = (g, v)H − (q, v)Q; Lα(v) = L(v) + α

∫

Γ1

bvdγ.

Es bien conocido, ver [2, 6], que las ecuaciones variacionales (5), (6), (7) y (8 ) tienen únicas soluciones.
Se formulan los siguientes problemas de control óptimo C , Cα, Cλ y Cλ

α sobre g y q [1, 3, 7]:

Problema de control óptimo C [1]:

hallar (g, q) ∈ H × Q tal que J(g, q) = mı́n
g∈H,q∈Q

J(g, q) donde (9)

J(g, q) =
1

2
||ugq − zd||2H +

M1

2
||g||2H +

M2

2
||q||2Q (10)

con ugq la única solución de la ecuación variacional (5), para cada g ∈ H y q ∈ Q.

Problema de control óptimo Cα, para cada α > 0, [1]:

hallar (gα, qα) ∈ H × Q tal que Jα(gα, qα) = mı́n
g∈H,q∈Q

Jα(g, q), donde (11)

Jα(g, q) =
1

2
||uαgq − zd||2H +

M1

2
||g||2H +

M2

2
||q||2Q, (12)

con uαgq la única solución de la ecuación variacional (6), para cada g ∈ H y q ∈ Q.

Problema de control óptimo Cλ, para cada λ > 0:

hallar (gλ, qλ) ∈ H × Q tal que Jλ(gλ, qλ) = mı́n
g∈H,q∈Q

Jλ(g, q), donde (13)

Jλ(g, q) =
1

2
||uλ

gq − zd||2H +
M1

2
||g||2H +

M2

2
||q||2Q, (14)

con uλ
gq la única solución de la ecuación variacional (7), para cada g ∈ H y q ∈ Q.

Problema de control óptimo Cλ
α, para cada λ > 0 y α > 0:

hallar (gλ
α, qλ

α) ∈ H × Q tal que Jλ
α(gλ

α, qλ
α) = mı́n

g∈H,q∈Q
Jλ

α(g, q), donde (15)

Jλ
α(g, q) =

1

2
||uλ

αgq − zd||2H +
M1

2
||g||2H +

M2

2
||q||2Q, (16)

con uλ
αgq la única solución de la ecuación variacional (8), para cada g ∈ H y q ∈ Q.

En [1], siguiendo a [3, 7], se demostró la existencia y unicidad de las soluciones de los problemas de
control óptimo simultáneos C y Cα. De manera análoga se prueba la existencia y unicidad de las soluciones
óptimas para los problemas Cλ y Cλ

α.
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El objetivo de este trabajo es obtener el siguiente diagrama conmutativo que relaciona los problemas de
control óptimo simultáneos distribuido-frontera (Cλ

α), (Cλ), (Cα) y (C) de la siguiente manera:

Problema (Cα)

(gα, qα), uαgαqα
, pαgαqα

Problema (C)

(g, q), ug q, pg q

Problema (Cλ
α)

(gλ
α, qλ

α), uλ
αgλ

αqλ
α
, pλ

αgλ
αqλ

α

Problema (Cλ)

(gλ, qλ), uλ
gλqλ , pλ

gλqλ

λ → 0+ λ → 0+

α → +∞

α → +∞

(λ, α) → (0+,+∞)

2. CONDICIONES DE OPTIMALIDAD

En esta sección, se define el estado adjunto y se dan las condiciones de optimalidad de primer orden
para los problemas de control óptimo Cλ y Cλ

α. Para los problemas C y Cα, las ecuaciones adjuntas y las
condiciones de optimalidad están dadas en [1].

Se define el estado adjunto pλ
gq para el problema Cλ, para cada (g, q) ∈ H × Q, como la solución de la

ecuación variacional
aλ(p, v) =

(
uλ

gq − zd, v
)

H
, ∀ v ∈ V0, p ∈ V0 (17)

y la condición de optimalidad está dada por
(
pλ

gλqλ + M1g
λ, η

)
H

+
(
M2q

λ − pλ
gλqλ , ξ

)
Q

= 0, ∀(η, ξ) ∈ H × Q. (18)

Se define el estado adjunto pλ
αgq para el problema Cλ

α, para cada (g, q) ∈ H × Q, como la solución de

aλ
α(p, v) =

(
uλ

αgq − zd, v
)

H
, ∀ v ∈ V, p ∈ V. (19)

y la condición de optimalidad está dada por
(
pλ

αgλ
αqλ

α
+ M1g

λ
α, η

)
H

+
(
M2q

λ
α − pλ

αgλ
αqλ

α
, ξ

)
Q

= 0, ∀(η, ξ) ∈ H × Q. (20)

3. COMPORTAMIENTO ASINTÓTICO DE LOS PROBLEMAS DE CONTROL ÓPTIMO

En esta sección se presenta la convergencia fuerte para los controles óptimos, los estados del sistema
óptimos y los estados adjuntos óptimos de los problemas Cλ a C cuando λ → 0+, de los problemas Cλ

α a
Cα para α > 0 fijo, cuando λ → 0+, de los problemas Cλ

α a Cλ para λ > 0 fijo, cuando α → +∞. La
convergencia fuerte de las soluciones óptimas de Cα a C , cuando α → +∞, está probada en [1].

Teorema 1 Sean (gλ, qλ) ∈ H × Q y (g, q) ∈ H × Q las únicas soluciones de los problemas (13) y (9)
respectivamente, entonces uλ

gλqλ es fuertemente convergente a ug q en V , pλ
gλqλ es fuertemente convergente

a pg q en V y (gλ, qλ) es fuertemente convergente a (g, q) en H × Q, cuando λ → 0+.

Teorema 2 Sean (gλ
α, qλ

α) ∈ H ×Q y (gα, qα) ∈ H ×Q las únicas soluciones de los problemas (15) y (11)
respectivamente, para α > 0 fijo, entonces uλ

αgλ
αqλ

α
es fuertemente convergente a uαgαqα

en V , pλ
αgλ

αqλ
α

es

fuertemente convergente a pαgαqα
en V y (gλ

α, qλ
α) es fuertemente convergente a (gα, qα) en H ×Q, cuando

λ → 0+.

Teorema 3 Sean (gλ
α, qλ

α) ∈ H × Q y (gλ, qλ) ∈ H × Q las únicas soluciones de los problemas (15) y
(13) respectivamente, para λ > 0 fijo, entonces uλ

αgλ
αqλ

α
es fuertemente convergente a uλ

gλqλ en V , pλ
αgλ

αqλ
α

es

fuertemente convergente a pλ
gλqλ en V y (gλ

α, qλ
α) es fuertemente convergente a (gλ, qλ) en H × Q, cuando

α → +∞.
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4. DOBLE CONVERGENCIA DE (Cλ
α ) A (C) CUANDO (λ, α) → (0+,+∞)

En esta sección, se obtiene la doble convergencia de los problemas Cλ
α a C cuando (λ, α) → (0+,+∞),

simultáneamente.

Teorema 4 Se tienen los siguientes lı́mites:

ĺım
(λ,α)→(0+,+∞)

||(gλ
α, qλ

α) − (g, q)||H×Q = 0. (21)

ĺım
(λ,α)→(0+,+∞)

||uλ
αgλ

αqλ
α

− ug q||V = 0, ĺım
(λ,α)→(0+,+∞)

||pλ
αgλ

αqλ
α

− pg q||V = 0. (22)

Prueba. Se presenta un esquema de la prueba. Se obtiene que las sucesiones (gλ
α, qλ

α), uλ
αgλ

αqλ
α

y pλ
αgλ

αqλ
α

están acotadas independientemente de λ y α. Por lo tanto, cuando (λ, α) → (0+,+∞)

∃f ∈ H : gλ
α ⇀ f en H, ∃ρ ∈ Q : qλ

α ⇀ ρ en Q,

∃η ∈ V : uλ
αgλ

αqλ
α

⇀ η en V (en H fuerte), ∃ξ ∈ V : pλ
αgλ

αqλ
α

⇀ ξ en V (en H fuerte),

cuando α → +∞
∃fλ ∈ H : gλ

α ⇀ fλ en H, ∃ρλ ∈ Q : qλ
α ⇀ ρλ en Q,

∃ηλ ∈ V : uλ
αgλ

αqλ
α

⇀ ηλ en V (en H fuerte), ∃ξλ ∈ V : pλ
αgλ

αqλ
α

⇀ ξλ en V (en H fuerte),

cuando λ → 0+

∃fα ∈ H : gλ
α ⇀ fα en H, ∃ρα ∈ Q : qλ

α ⇀ ρα en Q,

∃ηα ∈ V : uλ
αgλ

αqλ
α

⇀ ηα en V (en H fuerte), ∃ξα ∈ V : pλ
αgλ

αqλ
α

⇀ ξα en V (en H fuerte).

Ahora, teniendo en cuenta que η = ηλ = b sobre Γ1 y ξ = ξλ = 0 sobre Γ1, por la unicidad de las soluciones
de los problemas (Cλ

α), (Cλ), (Cα) y (C), y la unicidad de las soluciones de las ecuaciones variacionales
correspondientes, se obtiene que

ηλ = uλ
fλρλ = uλ

gλqλ , ξλ = pλ
fλρλ = pλ

gλqλ , fλ = gλ, ρλ = qλ

ηα = uαfαρα = uαgαqα
, ξα = pαfαρα = pαgαqα

, fα = gα, ρα = qα.

Luego, usando [1], se tiene que

ĺım
α→+∞

||fα − g||H = 0, ĺım
α→+∞

||ρα − q||Q = 0

ĺım
α→+∞

||ηα − ug q||V = 0, ĺım
α→+∞

||ξα − pg q||V = 0

y por lo tanto los lı́mites dobles (21) y (22) se cumplen cuando (λ, α) → (0+,+∞). �
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