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Resumen: En este trabajo se consideran problemas elipticos con condiciones de frontera mixtas para las ecuaciones
de Poisson y Helmholtz. Se formulan problemas de control 6ptimo simultaneos distribuido-frontera, sobre la energia
interna g y el flujo de calor ¢, dependiendo de dos pardmetros positivos, A en la ecuacién de Helmholtz y « en la
condicion de Robin. Se obtienen resultados de existencia y unicidad del vector control 6ptimo, se dan las condiciones
de optimalidad de primer orden y se obtiene un esquema conmutativo de convergencia entre los controles 6ptimos,
los estados del sistema y estados adjuntos, cuando los pardmetros A — 0T y o — +o00. Més atin, se prueba la doble
convergencia de las soluciones 6ptimas cuando (), ) — (07, +00), simultdneamente.
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1. INTRODUCCION

Se considera un dominio acotado €2 en R™, cuya frontera regular I" consiste en la unién de dos porciones
disjuntas I'y y T'9 con |I';| > 0 (para ¢ = 1,2). Se denota con |I';|, la medida de Hausdorff (n — 1)-
dimensional de la porcion I'; en I'. Se presentan los siguientes problemas elipticos mixtos [4]:

= Problema P:

ou

—Au=g en{2 u‘rlzb —%‘m:q (1)

= Problema F,, para cada a > O:

ou ou

—Au=g en —8—n‘rlza(u—b) —%{m:q (2)

= Problema P*, para cada \ > 0:

ou
—Au+Adu=g enf) “rlzb —%‘m:q 3)
» Problema P}, paracada A >0y a > 0:
ou ou

—Au+Au=g enf —%‘Flza(u—b) %‘m:q 4)

donde u es la temperatura en §2, g es la energia interna en €2, b es la temperatura sobre I'; para (1) y (3) y la
temperatura en un entorno externo de I'; para (2) y (4), q es el flujo de calor en I's y o > 0 es el coeficiente
de transferencia de calor en I'y, que satisfacen: g € H = L?(2),q € Q = L*(I'y) yb € H%(Fl).

Se denotan con u, uq, u® y u;l\ a las unicas soluciones de los problemas elipticos (1), (2), (3) y (4)
respectivamente, cuyas ecuaciones variacionales estan dadas por [5]:

a(u,v) = L(v), YveVy, wueK, ®)
aa(U,'U) = La(v)a VweV, uelV, (6)
au,v) = L), YweVy uek, (7

101



MACT Vol. 9 (2023) G. Mazzieri, M. P. Saavedra, R. D. Spies, K. Temperini (Eds.)

ar(u,v) = Lo(v), YveV, uev, )]

«

donde
V=H'(Q); Q=L*T; H=L*Q)

Vo={veV: U‘Fl =0}; K =wvg+ Vp, paradado vy € V, U0|F1 =0,

(gvh)H:/Qghdx; (an)Q:/

I

gndvy;  a(u,v) = / VuVudz;  aq(u,v) :a(u,v)—i—a/uvd'y
Q
I

a*(u,v) = alu,v) + )\/uvdx; ar(u,v) = a(u,v) + a/ uv dy + )\/ uv dx.
Q I Q
L) = (9.0 — (@.0)0; Lalo) = L) +a [ boay.
Iy

Es bien conocido, ver [2, 6], que las ecuaciones variacionales (5), (6), (7) y (8 ) tienen Unicas soluciones.
Se formulan los siguientes problemas de control éptimo C, C,, C* y C2 sobre g y ¢ [1, 3, 7]:

= Problema de control éptimo C [1]:

hallar (g,9) € H xQ talque J(g,q) = min J(g,q) donde 9)
geH qeQ
1 M My

T(9:9) = Fllugq = zalltr + = llgllz + =~ lallg (10)

con w4, la tnica solucién de la ecuacién variacional (5), paracadag € Hy q € Q.

= Problema de control éptimo C,, para cada o > 0, [1]:

hallar (g,,,7,) € H x Q tal que J,(9,,7,) = min J,(g,q), donde (11)
9eH qeq
1 M,y My
Ja(9,0) = 5lluage = zall1r + =~ llgllFr + = Mlallo, (12)

con g4 la tnica solucién de la ecuacién variacional (6), paracadag € Hy g € Q.

= Problema de control 6ptimo C*, para cada \ > 0:

hallar (3,3") € H x Q tal que J@,q) = IlglanJ)‘(g, q), donde (13)
geH g€
1 M, My
Jg.q) :§||U;\q—2d||%{+7||9||%1+7||Q||22, (14)

con u;‘q la dnica solucién de la ecuacion variacional (7), paracadag € Hy q € Q.
= Problema de control éptimo C?, paracada A > 0y o > 0:

hallar (g),75) € H x Q talque J)(7a,7y) = min Ji(g,q), donde  (15)
geH geQ

1 M M.

A A 1 2

Ta(9,9) = 5lluage = zalltr + =gl + =5~ Mlallo, (16)
con uggq la dnica solucién de la ecuacion variacional (8), paracadag € H y q € Q.

En [1], siguiendo a [3, 7], se demostré la existencia y unicidad de las soluciones de los problemas de
control 6ptimo simultidneos C'y C,,. De manera andloga se prueba la existencia y unicidad de las soluciones
6ptimas para los problemas C* y C?2.
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El objetivo de este trabajo es obtener el siguiente diagrama conmutativo que relaciona los problemas de
control éptimo simulténeos distribuido-frontera (C2), (C*), (Cy) y (C) de la siguiente manera:

Problema (C,) a — 400 Problema (C)

(ga)qa)a uagaa(x’ payaqa (§7 q)’ U?ﬁa pﬁq

A 0F (Aa) = (0%, 400) | A—0*

N A a — 400 N A
ut_, N Uy s POse
(TasTa); aghg)’ paggqg R @7, g pg)\q)\

Problema (C2) Problema (C*)

2. CONDICIONES DE OPTIMALIDAD

En esta seccidn, se define el estado adjunto y se dan las condiciones de optimalidad de primer orden
para los problemas de control 6ptimo C* y C2. Para los problemas C'y C,, las ecuaciones adjuntas y las
condiciones de optimalidad estdn dadas en [1].

Se define el estado adjunto pg‘q para el problema C*, para cada (g, q) € H x Q, como la solucién de la
ecuacion variacional

o) = (u)y—z2a0) . VvEVs peVh (17)
y la condicién de optimalidad estd dada por
A - XA _
(g + 207" m)  + (Mo =P €) =0, Vn€) € H x Q. (18)

Se define el estado adjunto pggq para el problema C?, para cada (g, q) € H x @, como la solucién de
A —_ (A
a,(p,v) = (uagq—zd,v)H, YoveV, peV. (19)
y la condicién de optimalidad estd dada por

(pf@m - M@ém)H - (Mﬁé —pf@éqg,é)cz =0, V(n,§)eHxQ. (20)

3. COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE LOS PROBLEMAS DE CONTROL OPTIMO

En esta seccidn se presenta la convergencia fuerte para los controles dptimos, los estados del sistema
6ptimos y los estados adjuntos 6ptimos de los problemas C* a C' cuando A — 07, de los problemas C2 a
C,, para a > 0 fijo, cuando A — 0%, de los problemas C? a C* para A > 0 fijo, cuando o — +o0. La
convergencia fuerte de las soluciones 6ptimas de C,, a C, cuando o« — +00, estd probada en [1].

Teorema 1 Sean (gA,qA) € HxQy (9,9 € H x Q las tnicas soluciones de los problemas (13) y (9)
respectivamente, entonces u;*aA es fuertemente convergente a ugq en 'V, pgkﬁ* es fuertemente convergente

apggenV'y (9*,7") es fuertemente convergente a (G,q) en H x Q, cuando X\ — 07F.

Teorema 2 Sean (gé, Gé) € HxQy(9,,7,) € H xQ las unicas soluciones de los problemas (15) y (11)
respectivamente, para « > 0 fijo, entonces uz\y§>‘§>‘ es fuertemente convergente a ung g enV, pZ\@AT es
fuertemente convergente a pog_ g, en'V'y (70, 7)) es fuertemente convergente a (., q,,) en H x Q, cuando
A— 0t

Teorema 3 Sean (gg,qg) e HxQy (yA,gA) € H x Q las unicas soluciones de los problemas (15) y

13) respectivamente, para \ > 0 fijo, entonces u’\_A_A es fuertemente convergente a uf‘A_A enV, )‘_A_A es
P p 4 agad 8 9°q Pagrg

fuertemente convergente a pgka* en V'y (G, q)) es fuertemente convergente a (3, q) en H x Q, cuando
a — +00.
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4. DOBLE CONVERGENCIA DE (C?) A (C) CUANDO (A, ) — (07, +00)
En esta seccién, se obtiene la doble convergencia de los problemas C a C cuando (\, ) — (07, +00),
simultdneamente.

Teorema 4 Se tienen los siguientes limites:

li o) — (9.7 = 0. 21
()\,a)%l(%}*ﬂ,oo) H(g(l qa) (g q)HHXQ ( )

lim W sox — ugglly =0 lim A oy —paallv = 0. 22
()\’a)*)(0+7+oo) H agéqé g‘IHV ’ (A,a)a(0+,+oo) Hpagéqé pquV ( )
Prueba. Se presenta un esquema de la prueba. Se obtiene que las sucesiones (gg,qg), ug‘@wA y p;\@W

estdn acotadas independientemente de \ y «. Por lo tanto, cuando (\,a) — (0T, +00)
EIfGH:gg\ééfenH, ElpEQ:qgépenQ,
dneV: uggé@ —nen V(en H fuerte), 3 €V : pggé@ — ¢ en V(en H fuerte),
cuando v — +00
Elf)‘eH:ggéf)‘enH, Elp)‘EQzﬁgépAenQ,
I eV i wd =1 enVienHfuerte), 3I* €V : p, , — ¢ en V(en H fuerte),

aGaTa agada
cuando A — 0T
fa €H : Gh— faen H, 3p, €Q : G — paen Q,
e €V i ud = nsenVienHfuerte), 3¢, €V : p . — &, en V(en H fuerte).

agada agada
Ahora, teniendo en cuenta que = 1* = bsobre I'; y € = £€* = 0 sobre I';, por la unicidad de las soluciones
de los problemas (C2), (C), (C,) y (C), y la unicidad de las soluciones de las ecuaciones variacionales

correspondientes, se obtiene que

= u?*/ﬂ* - “2*6*’ ¢ :p?*p* Zpéth =79 =7
Mo = U‘Oéfapa = ua§a§a> ‘foz = pafapa = pagaaa’ fO& = ?a? Pa = qa.

Luego, usando [1], se tiene que

lim_[Ifa=glla =0, lim_[lpa —allg =0

a——+o0
Jm e = ugglly =0, lm_|[[¢a —pgqlly =0
y por lo tanto los limites dobles (21) y (22) se cumplen cuando (A, ) — (0T, +00). O
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