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1. PLANTEO DEL PROBLEMA

Consideremos el problema de la distribucién estacionaria de temperatura @
en un cuerpo  con una fuente de eneraia interna de densidad a.

Supondremos que 1 C RrR"

tieme una frontera suficientementa reqgular
A=, LTy , con I'y y T; disjuntos gy de medida (n—1) dimensiornzl positiva

¢ Fi ' >0,1 = 1,2) g admitiremos el caso 'y = &

Asumiremos, ademas, sin pérdida de a=neralidad. aue la temperatura de

camhio de fase del material es 09, que sobre I'y e ® = b »> 0 u sobre ', u T, el
flyo 25 q vy 0 respectivamenta.
Yamos a generalizar agul los resultados obtenidos en [S] para el casn a = 0.

Obtendremos condiciones necesarias u/o suficientes que relacionaran los datos B,

a4y g9 para qgue =] material presente una o dos fases.

Si definimos la temperatura estacionaria por:

G,(x) < O . x € N}, (fase sodlida) ,
8(x) = o , X € L (frontera libre) , 1
6.(x) > 0 . X € 0, (fase liguida) ,

con N =0, U Oy UL, entonces se deben satisfacer las siguientes condiciones:
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(

—k; 80; =9 en O; (=142 ,
R a9 3o

2y =92 =0 , kl'a_n_l =k2§ﬁg
92=b sobre r1 ,

-k 2% - si ©@ >0 socbre I

‘237 79 " 2z
39, oA

_k‘a_n_q si & <0 sobrel; ,
39 —

sobre 4 ,

(2)

donde ki > 0 es el coeficiente da conductividad térmica de la fase | (i=1 fase

solida , i=2 fase liquida) ¥ n es la normal exterior a I';. [, 0 L seaun corresponda.

98 _ p
- n
I3 .
o /’L‘/r" WK /4-' pa P
Iy Ty
ni L .ﬂ; ——-—}
{ 1idod e 390 _ a
9=b>0 (\{quido) (solido 135
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Ty
FIGURA 1

Este problema resulta equivalente a ( [1] ,[4] )

/

— Q=9 =n ,
julrl‘-'—'B.

au _ _ du —
L_E\_r'wlrz—q’ Bn|rs_0’

¢C))

siendo u=ulx) la nueva funcion incoanita, definida de la siguiente manera

N

u=k; 8" —k; 98— enn

4)
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2. FORMMLACION VARIACIONAL
Sea

]

aluV) = J VYu Vv dx ,
f

{L(v):[gvdx— avdY (=LggV)
N

I's

~

son L € Vo’ (por ej.a € LAY , 9 € LAy B € HYAr) |
£l problema (3) admite la siguiente formulacidén variacional ( [2], [4] ):

u €Kg , aluw) =LWV) , Vv €Yy ,

g tambien, su eguivalente

uEKB , Jw) € J(v) , VV&KB ,

) = alv,v) — L)

-

La unica solucidon de (5) puede caracterizarse oor

UBQQ = lp + Uq + ug en & ,

donde ug ., Ug Y ug son respectivamente las unicas soluciores de

UB € KB ’ a(UB,V) =0 B v € '\.}0

uqg € Vo , alugV) = — J- gvd? , Vv €Y,
r;
ug € Vo , alugwv) = J avdx , v € Yo
0

En el caso B,ay g constantes, resulta

qug=B—qu1+gu2 en £,

donde u,; 4 U, quedan definidas por los siguientes problamas:
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Ay =0en ,
K
Uilr =0, UIEVO ’
< 0 4 (14
aLll ” - . ]
—a_ﬁ- { rz =1 , a(Up\.) = vdT , Yyv € \-'Q
- \ r:'.
ey =0
- 'ra = ,
~—
o
~—
- Auz =1 en N , a
Usa € VO '
ﬁuzlr1=0, 5 (15)
a(uz.\v;) - J- v dx s ‘Vl“, C_ \'.'0
AUa
W pur,=% . X f
Ademas, por el principio del maximo ( [(2)[3] ), u; 9 Uy son funciones positivas
en !
3. PROPIEDADES GENERALES DE LA SOLUCION
223 u = upg,, la unica solucién del problema (6) para los dates BE VL oY
q £ Lz(l’z) y a € LA, se demuestran las siquientes propiedades:

Propiedad 1

i)Si B; B (Ob; ¢<b,) sobrel; .o, ¢ 9,

sntonces:

=u; en )

Wy = u < u
1 Bjaog; Baazgz

i) Si alguna de las tres desigualdades para

dezizualdad para u; tambisn lo es.

Demostracion

i) 51 w = (upy — uy)™ , usando v u + w €

ohtiene que

0 £ alw,w)
Iz
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sobre 'y .2, € 3, en §2
(18)
B; . g; 6 9; es estricta. la
Kp, para i = 1,Z en (5) ,se
i

J.(gl—gz)wdx—-I(ql—qz)wd‘YSO.



es decir w = 0 en 1 y por ende u; € up en

ii) Si se supone u; = u, , resulta de alup — uyw) = 0 que g, =3,5L%M)

w

A; = q ELAT,)

Propiedad 2

SiB>0,a>0 vy a 20 resulta:

uT™ #0 en & uT 0 sobreTl, . 1?7
Demostracion

Se deduce trivialmente de la ecuacion

J gu” dx 4+ au",u" ) = I qu- dv (18

h r,
Definicion 4
Fara cada B € HY2I') , B > 0, =e definen las funcicnes

Fpg 'R 2 R/

= =1 -
FBg!_q) = ‘T(UBQQ) =3 a('“'qu , qug) J 9 Upag dy + 0 J YBAg a7 19
r;
donds g € L2 u
- = 1 y -
FBQ(c_:) = J(L'qu) =2 a(uBag , uBag) —-g J Upag dx + Q Upgg d z0)
[§) r.
donde a € L3,
Teorema 1
Las funciones FBg u FEQ verifican
; I} p _ -
i) FBg €EC(KR) y F Bg(q) = J Upnag a7 , (Z1)
Iz
i) Fgy € ¢'R) y Frp @ = - J Upqg X (22)
N

Demostracion



Probaremos solo ii). E1 caso i) se prueba en forma similar u el resultado es

idéntico al obtenido en (S] para el casoa =0 .

La funcion a - IUBQQ dx es continua uya aue a partir d= las
N

dasiaualdades de Cauchu-Schwarz 4 de Poincare-Friederichs (con cte. €443 resultan

L/2
1 Q| C() I h i

W Upgg+h) ~ YBag v < : : @3
N RE<L0))
(4]

donde @ la constante de coercividad de la forma bilineal a sobre Vo ¥4 h € R.

Es facil verificar ademas que

Fo - F
Balg+h) Bag _ i -
h = - 2 ( UBQ(Q +h) + '.JBQQ ) dx ’ ‘\-5)

)

y por ende, FBQ € cYR) con F'Ba dafinido por (22).

tHas aun, F'Ba @s una funcion estrictamente decreciente como consscuencia

‘'de la propiedad 1.
Corolario 1
D Sean B € HYAr) , By » 0, 30 € L% , 9,30 y ao € R* tales aue
F'Bogoic‘@) < 0 ; entonces upy, MO €S de sgigno constamte en }, p2ra Lodo
B e HY4r) , g € LAy , 9 g € L% que verifican 0 <B £ B, 0 I3 <g; v

OD<ay £ Inf aix) .
x € rz

i) S=an B, € HY4r) , B, >0, a, € LATpY w3, €R tales aus F’
k4 _ ) .
zntonces tigga MO s de signa constante en {2 para todo B = HY 2(I‘l), a e Lz'.I‘.ZJ o

a € L% aue verifican 0 (B B, .,a; £a y sug alx} £ a4 .
Demostracion

Resulta inmediata del teorema 1 y de las propiedades 1y 2 . (La propiedad 2

ge tica soOlo en el caso i).



S: se suponen q, g ctes, B > 0 fijo , el casc i) queda representzdo por la

\\‘
AN
dos fases

a/
N
N

siguiente fiaura

Yo
i

do d

FIGURA 2
El caso ii) repite 1la misma figura resmplazando (9,5, G Por (9, a,)

Definicion 2 : Funcion Flujo Critico
Si consideramos B > 0 y cte. sobre I'y , q constante scbre I'; 4w a € L%M |

podemos definir la funcion flujo critico por

ae : R*x L) 2 R,
(B.9). » an(B,@) (26)

tal que
¥ paracadaB >0y a <acBa, uggg 20 en Nt (una sola fase),

¥ para cada B > 09 a > ac(Bg), upgyy 25 d2 signo no constante en (1 ( dos

fasae),

Dbservacion 1

Camo consecuencia de la propiedad 1, la funcion Fluio Critico es mondtona

en 2] siguiente sentido:

w0 <By £B,u vaya, € LA, g, < 0, resulta az(Ba, < as(B;.9;) (27)

En el caso aque g y4 aq son ctes. y B > 0 fijo, ze tiene la siguiente

representacion
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(U, 4 ug estan definidas por (14) y (12) respectivamente) .

an

(dos {ases)

e

e

/
A = QC(B,Q)

—

/

YBqg 2 0 (uns fase)

FIGURA 3

Corolario 2

i) S2an B > 0 constante y 3 € L%, r
c
a) Flggl@ <0 & a > aB + E% )
o, = alujuy) = J uy, d7 >0
s
Cq = alugu,) = J a u, dx _j ug d7
N Iy

QQ(B) =

b ag® -+ ?d‘f > 0B, vg €LAM ,g>0,D € RY,

. . C .
decir que, si q > go(B) + C—? entonces Upggq NO €5 de signo constanta en N

36
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ii) Sean B > O constante y q € L2 (I'p), resulta

c
2 Fpgl@ >0 & 9 < gl —aB . (33)
con
cy = aluaug) = J ugdx >0 . (34)
Q
Cq = — aluug) = — J Ug dx = J q u; d7 . (35)
N r;
. =Blal (36)
30(B) o >0 . €

c
b) Gig < — goB) + E'c;' ,» @Ntoncas ug,g NO @5 da signo conatanta an O . (37

Demostracion

i)a) Da (9), (14) y (21) resulta

2
Fpa@ = - % alugugy) + a alugu,) — %— aluguy) + Blg Il | - J‘ a dx] (33)
v lueao (4]
Fég(q) =alugu,) + BIT, | —oaluguy) =cg +BIT; I —agnr, (39)

Como c; > 0, se obtiene (28).

b) Resulta de i) y de la propiedad 2, teniendo en cuenta que, para a > 0
Co
cg:J‘guxdx>D y por lo tanto aqu(B) +EE1'>D-

N

ii) Se prueba de forma similar 3 la parte 1) considerandn que

2
FBq(g) = — % aluguy) — gl alupug) + B 1IN T] + B J adY + % a uq d7 40
r'Z ri
u de alli
FEq'® = — aluzup) 2 — aluzug) ~B 1 Q1 , (41>

Es remarcable que en este caso no se requiere que q Yy g sean positivas o

no neaativas como sucede en el item i).

Corolario 3

Si B, a u g son constantes, se define la funcion
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F:R*'XR? 4R

(B,0,9) =+ F(B,ag9 = J"-’qu’ = FBg‘“’ = FBq(g’ 42)
nue verifica
F(B,a.g)=—%¥q2+cuag-%gz+8ll‘2lq—Blnlg. 42)

con ¢, Y cp definidas por (29) y (34) respectivamente y

C12=3(U‘,U2)=IU1dX=IU2d7 >0 44)
0 2
Y
Ve
g—%(B;q;g)=—C‘Q+szg+B'r2' )
{%E(B.G,Q)=Cua—-czg—Blnl ) (45)
oF - _
a-§(B.cx.g) =il 1a Ittg
Ademas resulta:
D =cyecp ~ cf, > 0, esto es, para B > 0 dado
grafico F = {(a.g.z) €ER/z = F(B,q,g)} es un paraboloide eliotico 4 las
rectas

11)—010+C129+B|r2|=0

(46)
lI)caa—-—caag—-BiNI =0,
=a nter=ecan en el punto (q‘, g‘) definido por
q;=Blr2|C2—lﬂ|C12 )
D
47
gl=B|r2|C12—ln|C1
- D
i) acB) < ao® + Z2g ¥ B €R*, g €RT U (0} (48
P Cg &+
) K ! , (49
iuac(Bg)<qt(B)+a—59‘vB€R g €R
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[ag
o b a=a,(B + =3 g

Cq

) [
a=a.® + 22 g

q= Qc (ng)

Oy

FIGURA 4

Demostracion

Las identidades (43) y (43) se obtienen trivialmente de (38)-(41).

i) Sa tiene que

0< Cn‘_ ( s ) = »d “ H oa H 3 ] = C ‘:-1
1 aluy.uz I Vuy Vua dx £ 1l Vu, L 2 Vug L2 Jc, <2

Y COmo 0
\

en N

(]
o

div Vu; = 8u,

? = no existe C / Vu, = CVu,

div Vu, = 8uz; = -4 en N}

resulta
D=CC, —C%.>0
Fara obtener (47) se resuelve el sistema lineal (46)

ii) y iii) resultan respectivamente de (32) y (37

Propiedad 3
Sean B, q, g ctes. v



Qo(B) = —B— > B __ —&® >0 , (SO

Inf u, Sup u,
r, | P
Svip Ug Inf u,
M = lnf. Uy 2 Sup uy =m> 0 S
Resulta:
1) 3oB) + mg £ acBm £ QB +Ma , VYa 20 . (52}
i) €1 uy | r, = % ©s constante, luego ag(B,0) = a% = Qp(B) = QuB) . (32

i } = 5 | = &, SOn constantes, luea
iii) Si u, r, @y 9 U lp, 2 s A0
@
) B 2 , o . (54)
ac(B,g) = & + &3 a9 Yg 2

Demostracion

Si Upgg MO es de signo constante en N, por Propiedad Z, para B >0, g 2 0

4 a >0, existe x € I'; tal que

uBag(x) =B —qux) + gux) ¢ 0

Luego
( L d ~r
clj>-8——+?%x—';—2—i)>qo(8)+mg>o ,0sea 8, +m3 {a=B3x VYV ar0
1

B + Supug
Si > [ g = — 2
Sig20yag > QeB) + Ma l”rf o >0 , lueao

2

"'qu(’X) 0, ¥Yx&€Tl; 9 acB® <QnaB) + Mg , w220

Da (52) se obtienen trivialmente (§3) y (54).

4. EJEMPLOS

Daremos a continuacion tres ejemplos en los aue la solucion se conoce

axplicitamente para B > 0, qy g ctes.

Ejemplo 1

Se considera:
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nmZ 0O =mOxy ¥Owuw) % >0

'90>O ’
(33)
Fy =00 X0Wal, Fa = (xg) X (0ol , Ta = O,xq) X (D) U Oxa) X {Ya) .
Se obtiene:
) 2
Uy = x , Ux(xy) = Xg X — % ,
Xo do x§ Yo
Ciy =Xo Y , C2 ] + Cyp = 5 '
4,z
D =c;ca —Cila = "')12"" y 11 =% , T2l =mu ,
0 B _
108 -5 9 -5 =0
X
(a',q') = — 2B ' 6.B ’
( Xp xg
r
X
x§+—2-?9, vex-2E8 |
- xo
asB.@) = { (56)
9% +A—-2Bg V¥V 95 - 2,
~ X0
Ejemplo 2
Se congidera:
n=2 ,0<ry<r; , T3 =2, r,w: coordinadas polares en R?
ns{(r,w):m(r‘("z} '
4r1={(r,w):r=r110$u<2“) ' (57)
rz={(r,w):r=r,,0$u<2n} y g = @
——

Se obtiene:

uy(r) = ra log

)
Cc
",
RS
I
Nl
Pt
0
1
i)
-
]
S
o

J definiendo



c=;-} ;a(c):(cz-i)-zmgc . ﬂ(c)-(1+cz>logc—(cz-1) .

MNe) =2ciloge — 2 - 1

resulta:

c1=2wrglogc , cu=-ﬂ_%1__°_[2c:logc—(cz— 1)

4
ez =gdt4c’loac -2c®’- v - ©*- 17

2
D=cyc, —»cfz = '"Trf c?e? - 1 g ,
iol=xe¢i -rd Ml =2nr,; ,
10 q — B -2 _ _Ei_fif__._p_. g =0
L rp log c 2 4clogc 3=
~ _‘2 4 PR ¢ 2 - {3 ¢ 2 -—
1) g — 5 A _1)29 _ry (4 ¢ loo fi (c L-z (3 ¢ i a=0
(2c°logc —(c"-DIr; o 4c(2cloge —(@" - 1))
(g"q’) = 4 B atc) ; _B_ L i - Tic) ale) ] ,
( ri? -ppe T2 logc @® - 1) gic) loa ¢ )
/
B Lfz_ - L, 3B
re loga c 2 4cloac T ri 7
an(B.a) =< (58)
-2 Q¥ -1, Vag¢- —2B
q Zc ri Y
donde Q(g) esta definida implicitamente por
Fz
HoQ =B + a 4*ca2c21ogq—11+11-_-0. (59)

Ejemplo 3
Sa2 consideran los mismos datos aque en el ejemplo 2 pero para n =3

Se obtienea:
? —r}

u,_(r‘):rg(L—- z

r

N~

ra i i
)p Ug(F):—,—B-(F,—‘—r—.)—
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3

c‘=41|r‘1c3(c—1) , c,,a%xr:cz(c—1)2(2c+1) '

5 2 3 2
c,=33451|r1(c—1) (3c” +6c” +3¢c + 1

D=C1°2—C‘§z=iﬂ2r‘§(c—1)‘03(4c2+7c+4) ,

43
IQI=%'n(r‘g—r‘i),ll"|=4nr§,
B _rple-1@c + 1 _
I a ryc(c — 1) 6cC g =0
2 2 2 5 o3 2 y
1) a 2B +c + 1 2rp Se” 46" +3 e + 1) 0
220~ . - ; =
reflec-10D@2c+ D 15c2@2¢c + 1

@hah = (= 180 B (¢ + 1) . _ 128 (c® $+23c +i) )
B rf(c—i)‘(4c‘+7c+4) Pt cie D@ +7c +4) 7

/
R rye —1@2c + 1) e
riclc - + € c g .9929
B = { BO)
riy 8 N -
g = @ -Qa) , LA BT
L

Observamos que, en los tres ejemplos, fijado B > 0 , la arafica de2 a-(B.a

coincide con lader;, W a 2 qQ, (@, > a¥), es decir, para los g tales aua a-(B.a 0.
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