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Este  cu rso  i n t e n s i v o ,  d i c t a d o  en l a  Facu l tad  de C ienc ias  Exactas e  I n  - 
g e n l e r i a  de ROSARIO, forma p a r t e  d e l  c i c l o  que f u e r a  i n i c i a d o  e l  afio pasa- 

do por e l  P r o f .  P. Bernhard ( l n t r o d u c c i 6 n  a  l a  T e o r i a  de Con t ro l  Optimo , 
cuaderno ~ ' 4  de e s t a  ~ e r i e )  y que serd cont inuado en e l  afio 1973 p o r e 1  Pro - 
f e s o r  A. Bensoussan con e l  d e s a r r o l l o  d e l  tema Teor ia  Moderna de Con t ro l  Oe 
timo. Todo e l l o  como p a r t e  d e l  acuerdo de a s i s t e n c i a  t i c n i c a  y c i e n t i f i c a  

que v i n c u  l a  a1 7nnLLtuA de Rechmche d47n~omaR;ique a d*AultomaR;ique ( I RIA) 

de F ranc ia  con e l  Ce&o de MatemhZca Apkkada y C ~ c d o  d& Tnnt iXuto de 

M a t d c a  IiBe.ppo Lev i i i  . 

La p u b l i c a c i 6 n  d e l  curso,  a  cargo de l a  Un ive rs idad  de Rosar io,  ha su - 
mado un m o t i v o  mbs de s a t i s f a c c i 6 n  a  l a  ta rea  r e a l i z a d a ;  me cabe a s i  agra-  

decer l a  acer tada l a b o r  de quienes l o  redac ta ron  e  i n t e r v i n i e r o n  en l a s d i s  - 
t i n t a s  etapas de l a  misma. 



I NTRODUCC I ON : (*) 

E l  considerable desarrollo de l a  automatizaci6n de 10s procesos de pro - 
ducci6n, de l a s  dqu inas  de computaci6n, del  control au tod t i co ,  e tc .  ... , 
han necesitado e l  desarrollo de disciplinas m a t d t i c a s  com son: l a  Autod - 
tics, l a  I n f o d t i c a  y l a  Investigaci6n Operativa. 

Estas disciplinas u t i l i zan  l a s  matedt icas  para poder representaryana - 
l i z a r  10s sistemas. Entendems por sistema un conjunto de componentes e l e  - 
mentales que est%n conectados s e g h  una estruc tura detenninada. 

AdemZis es  necesario conocer con intuiciBn f i s i c a  e l  sistema 6 proceso 

que se  va a regular 6 representar, y l a  tecnologia que exis te  para hacer e l  

control y l a  regulaci6n. 

En e l  pasado han sido desarrollados empiricamente sistemas m y  buenos, 

10s cuales tienen l a  estructura de feed-back; un ejemplo de e l l o  es l a  CLeg 
a y h ,  inventada 3 siglos  antes de Cristo: 

Queremos una indicaci6n precisa de l a  hora; para e l l o  usamos un r e c i  - 
piente A con un flotador que indicarg en un tablero l a  hora. Para que l a  

velocidad de subida del indicador sea constante es necesario que e l  recipiez 

t e  s e  alimente regulannente con agua. Presentarems 2 soluciones. 

Una.primera solucidn es utilizando uri gr i fo,  soluci6n no muy buenapues 

e l  caudal de sal ida de agua no es constante por depender de l a  presi6n. 

sub ida 

(*) Estas notas constituyen una resumida prescntaciSn de 10s temas que con mayor 

amplitud s e r h  tratados en P. FAURRE: "Elements d'htomatique", DUNOD, prSximo a aparg 

cer . 



4 

La esquematizaci6n de l a  primera soluci6n es : 

h a  segunda soluci6n es u t i l i z a r  un nuevo recipiente B con un f lo ta-  

dor e l  cual tiene l a  misidn de impedir l a  salida de agua cuando se ha logra - 

Cantidad de Agua Veloc idad de sub ida grifo - 
- 

do una al tura adecuada. 

- 

h es l a  al tura del  agua que tiene e l  recipiente B cuando e l  f lo ta-  
0 

dor obstruye l a  salida y h l a  altura real .  

E l  objetivo de este  sistema es que h permanezca prgcticamente cons - 
tante e igual a ho , con 10 cual se  consigue que e l  caudal que en t raene l  

recipiente A (que depende de h) sea constante. 

Esquematizando esta  segunda soluci6n tenemos: 

Otros ejernplos de util izaci6n del feed-back se desarrollaron durantela 

h nivel h 

revoluci6n industrial  corn ser  e l  regulador de Watt para l a  mgquina de va - 
por . 

f lotador 

cant idad - 
de agua 

Veloc idad * 
de subida 



Teoria Usual De Control  

Nos ocuparemos de descr ib i r  3 sistemas d i n h i c o s :  Retardo, Capacidad 

6 Integrador y Constante de tiempo, y estudiaremos sobre e l l o s  10s efectos 

de feed- backs (proporcional , in tegral  y derivado) . 
Sea un sistema d i n h i c o  (*) : t a l  que 

y ( t )  = f ( u ( t o ; t ) ;  t )  ; donde: 

u: es  l a  excitacibn (control 6 imput) . 
y: e s  l a  observaci6n (salida 6 out-put) . 

DEF.:  Un sistema dinihico es  un R&u~da cuando 3 T > 0 / y ( t )  = u ( t  - T) 

Y t. A l a  constante T l a  llamamos retardo. 

Veamos algunos e j emplos de l a  r ea l  idad, que responden a es  t a  def i n i  - 
c i6n. 

a)  C l N T A  TRANSPORTADORA: 

y: medida de l  peso de 10s ma- 
t e r i a l e s  . 

(*) Para mayor informaci6n ver Cap. I curso de P. BERNHARD. (Publicaci6n N04  de e s  - 
t a  misma Serie CUADERNOS). 



En las minas es frecuente transportar 10s materiales mediante una cin- 

ta transportadora que circula a una velocidad v constante. Se quiere co- 

nocer el: peso de 10s materiales que caen de la tolva. Si se 10s pesaran en 

el momento de la calda, esta medida estaria modificada por el impulso; por 

lo cual se coloca la balanza a una distancia L , existiendo de este modo 
L un retardo T = - en la medida y . v 

REACTOR 

r fluido 

c) DUCHA: 

barras 

I accionador I 
u: temperatura interna. 

y: medida de la temperatura del fluldo. 

posici6n de 10s 

frla y caliente. 

temperatura del 

robinctes 

agua . 

del 



d) INYECCION DE MEDICAMENTO: 

u: dosis  de medicamento inyectado 

y: concentraci6n de l  medicamento en e l  6rgano tratado.  

-L 

OBSE RVAC I ON : 

Existe siempre un retardo cuando s e  necesita un dato sobre un f luido que 

c i r cu l a  . Casos par t icu la res  de e s t a  observaci6n son 10s e j  emplos . b) ,c) , d) . 

- 
coraz6n 

REGLILAC I ON : 

E l  problema de l a  regulaci6n consis te  en e l e g i r  e l  control  u ( t )  de ma- 

nera que l a  sa l ida  y ( t )  s e  mantenga lo  d s  cercana posible a un valor ob- 

j e t ivo  y constante. 
C 

u - 
w 

Una solucidn s e r i a  e l e g i r  u ( t )  = yc con l o  cual e l  problem e s t a r i a  r e  - 
suel to  matemgticamente; peropresen tae l  inconveniente de s e r  m y  sensible a 

l a s  perturbac iones como veremos m5s adelante. 

t ratado 
J 

Otra soluci6n consis te  en tomar u ( t )  en funci6n de l a  ~ e k d  de Emotr. 

e ( t )  = Yc - y ( t )  6 sea  u ( t )  = f ( e ( t )  ; t )  con f a detexminar. 

drgano 

Esto queda representado por e l  s iguiente diagrama funcional: 

Y 

? retardo 
). T 

Y ( t )  

A 

Anal icemos d i s t  in tas  soluc iones : 

i )  CONTROL PROPORCIONAL D E L  RETARDO: 

Est5 def inido por l a  ley: u ( t )  = urn + k. e ( t )  donde: 

u = c t e .  m 
k = c t e  (> 0) llamada ganancia d d  cord~ol .  

Esquem5t icamente: 



Teniendo en cuenta que y ( t )  = u ( t  -T) , e ( t )  = yc - y ( t )  resul t a  : 

que es l a  ecuacidn de l a  seiial de error en e l  control proporcional. 

Para que y ( t )  = yc (e( t )  = 0) sea solucibn de l a  ecuacibn es condicibn 

necesaria que sea yc = u . rn 

Por l o  tanto l a  ecuaci6n queda reducida a:  

Veamos que l a  estabilidad depende de k. 

Nos interesa averiguar e l  valor de k para e l  cual e ( t )  = s e n ( ~ t + v )  es  

solucidn de ( I  - 1) . Para que 6sto ocurra debe se r  : k= 1 ; wT = .rr . 
Si  llamamos con T e l  period0 de oscilacibn del  error en e l  control pro 

P - 
porcional entonces resulta que: 

Tomando valor absoluto en (1-1) tenemos 1 e ( t )  1 = k 1 e (t-T) 1 , l o  cual nos 

indica que: 

a) k > 1 sistema no-estable 
b) 0 < k < 1 sistema estable. 

t 
T .rr t Seiialemos que tambi6n e ( t )  = (k) . sen(T + 9) resulta solucibn de 

(1-1), como puede verificarse.  

Observernos para 10s dist intos  valores de k e l  crecimiento y decrecimien - 
to de l a  amp1 itud de l a s  soluciones . 

E l  caso k = 1 representa "la frontera" entre l a  estabilidad y l a  ines- 

t ab i l  idad. 



Analicemos l a  b e r u i b i l i d a d  a l a s  perturbaciones en e l  control proporcio- 

nal.  Supongamos que por razones exteriores l a  constante u se modifica en m 
u + Aum . Con es ta  perturbacidn l a  ecuacidn del sistema es:  m 

y l a  ecuacidn de l a  sefial de error  es: 

que es l inea l  no homogenea. 

Una solucidn part icular  de (1-2) es l a  constante em 
- - - -  

1 +k que se l l a  - 

Por l o  tanto una solucidn de (1-2) es: 

t 

Ziefinimos e l  amum2guamieYLtu a como e l  cociente entre 2 m"ximos relat ivos 

consecutivos de e ( t )  - em . Por l o  tanto a = k2 . 



CONCLUSION: 

a) Si queremos un comportamiento estable y amortiguado debe ser k < 1 y 

pequefio . 
b) Si queremos precisidn del sistema, es decir el error asintdtico em pg 

quefio, k debe ser grande. 

Estas exigencias contradictorias sobre la eleccidn de k nos llevan a1 

dilema estabilidad-precisi6n. iQud podemos hacer?. En la pr5ctica general- 

mente se tom k = 1 / 2  resultando: 

En cambio si hubidramos hecho un control del tipo u(t) = urn + n u  (open 
m 

loop) resultarza em - - - durn (em = 1 0 0 %  nu,). 

ii) CONTROL INTEGRAL DEL RETARDO: 

t 
EstL definido por la ley: u(t) = I e(a) dci 

T r 

donde r r  se llama tiempo de Integraci6n. 

EsquenGt icamente: 

y(t) 
t T * r 

retardo 
T 



(1-3) e s  l a  ecuacidn d i fe renc ia l  con retardo de l a  sefial de e r ro r  en e l  con - 
t r o l  in tegral  del  retardo.  

Analicems l a  es tabi l idad del  sistema y su vinculacidn con rr . iPara 

qu6 valor de rr ,  e ( t )  = sen(wt + q )  es  solucidn?. Ello ocurre cuando wrr=l - 

S i  T, e s  e l  periodo de oscilacidn del  e r ro r  en e l  control  in tegra l  en- 
J. 

2n - 4 T  . tonces r e su l t a  TI = - - 
(i! 

Analizaremos ahora l o  que sucede cuando ex is te  perturbaci6n Au = c t e .  
m 

En es t e  caso r e su l t a  l a  siguiente ecuacidn de e r ror :  

que coincide con l a  de l  sistema s i n  perturbaciones (1-3). 

Por l o  tanto en e l  control  in tegra l ,  a1  ~ r o d u c i r s e  una perturbacidn 

A %  = c t e  , e l  e r ro r  as in td t ico  e s  em = 0 .  

E l  inconveniente del  control  in tegral  respecto a1 proporcional e s q u e e l  

sistema e s  m5s lento  (TI = 2 T ) , per0 es  superior en l o  concerniente a 
P 

l a  sensibil idad a l a s  perturbaciones constantes. De aqui surge l a  idea de 

u t i l i z a r  una combinacidn de 10s 2 controles anter iores  que se r5  e l :  

i i i )  CONTROL PROPORC l ONAL E l NTEGRAL ( P .  I . ) D E L  RETARDO: 

Consiste en ap l ica r  un control  que tenga l a  siguiente ley: 

d~ - de como - - - - d t  d t 

entonces r e s u l t a :  

que es  l a  ecuacidn diferencia l  de l a  sefial de e r ro r  en e l  control  P . I .  

iPara qu6 valores de r r  y k e s  e ( t )  = sen(wt + Q) soluci6n de 

(I-4)?.  

De j amos como e j e rc ic io  ve r i f  i c a r  que e l l o  ocurre cuando k = - cos w t ; 



cot wT ' r = - ,obtenibndose un perlodo de oscilacidn T con 2T 5Tp;  I < 4~ 
W P . I .  - 

y un error asintdtico e = 0 para A U  = c te .  
OD 

1-2. C A P A C I D A D  0 INTEGRADOR 

D E F .  : Un sistema d i n h i c o  es una Capacidad o ZvLtegudoa cuando y ( t )  = 

* = u);  esquendticamente: u(a)da (6 l o  que es equivalente, dt 

Vearnos dos ejemplos que responden a esta  definicidn: 

a) E l  integrador m%s sencil lo es e l  recipiente de seccidn S que recibe un 

c ier to  caudal D de agua donde l a  a l tura  h del llquido sigue las iguien  - 
a t  

t e  ley: h( t )  = 9 D(a)da 

b) l NTEGRADOR E L E C T R O N  I CO: 
C 

L 

I 
u ( t ) :  tensi6n de y ( t )  : tens idn de 

entrada s a l  ida 



REGULAC l ON PROPORC l ONAL DE UNA CAPAC I DAD. 

Supongamos que queremos regular una capacidad a un valor objetivo cons- 

tante yc mediante un control proporcional del tip0 u(t) = k.e(t) , donde 
e (t) = yc - y(t) es la seiial de error. 

Por lo tanto 

d d d - =e(t) = xy(t) = u(t) = k.e(t) =r ze(t) + k.e(t) = 0 . 
Integrando la ecuacidn diferencial , suponiendo la condicidn inicial 

e (0) = eo , se tiene que e(t) = eo . e -kt 
Se llama f iempo de aupuu.ta at 5 9 a1 tiempo tr en el cual e(tr) = 

gr ande : 

a) ' Cos to elevado . 

I 

b) El modelo matehtico puede no ser representativo del sistema real. 

L 

1 - 3 .  C O N S T A N T E  DE T I E M P O  
d 

DE F. : Un sistema dinhico es una Com.tan;te de Tienrpo cuando T . y (t) + 

+ y(t) = u(t) , donde T = cte se llama constante de tiempo. 

t 
1 

3 Lo deseable es que k sea lo suficientemente grande para que tr(= ) 

resulte pequeiio . Pero existen varios inconvenientes para un k demasiado 

V e m s  como responde este modelo a una excitaci6n u(t) representado 

por el siguiente grsfico: 
u 
1 - 

u 
0 

Y (t) 

t 

1 



S i  partiendo de un valor de equi l ib r io  y ( t )  = u + t 5 t l  , e l  con- 
0 - 

t r o l  u ( t )  e s  llevado bruscamente a1  valor ul en e l  ins tante  t l  enton- 
d~ ces debems resolver: T + y ( t )  = u ; y ( t l )  = uo , obteni8ndose como 

1 
soluc ibn: 

Nos in teresa  h a l l a r  e l  valor de tr para e l  cual  s e  obtiene u - y( t r )=  
1 

= 0,05 (ul - u0) 6 sea que tr = t l  + T . log 20 = t l  + 3T . 
OBSERVAC I ON: 

A e s t e  sistema se  l o  puede considerar en forma aproximada como un modelo 

de retardo con 3T como per'lodo de retardo.  

EJEMPLO: EL TERMOMETRO 

Se t i ene  que: 

resul  tando 

6 sea 

u: temperatura de l  l iquido dentro del  

recipiente.  

y: temperatura marcada por e l  t e d m e  - 
t r o .  

Q: energ'la que pasa de l  l iquido a l t e r  - 
m6me t ro  . 

(c = c te )  , 

(k = c te )  , 

1 que represents un sistema d i n h i c o  que e s  una constante de t i e m p o c o n T = z .  

La regulacidn l a  estudiaremos en 1 -4 como par te  de un sistema m5s rea  - 
l i s t a .  



1-4 .  CONTROL PROPORC I ONAL,  l  NTEGRAL Y D E R l  VADO ( P .  I  . D . )  

dx Queremos regular una capacidad - - 
d t  - u cuyo out-put x se mide con un 

instrumento que funciona como una constante de tiempo T 2 + y = x . 

Por l o  tanto l a  ecuaci6n del modelo es: 

- u 

i Q u B  control u( t )  debems usar para obtener y( t )  - yc?. 

u x cons tante  

Supondrems, s i n  perdida de generalidad, yc = 0 . 

Y w 

CONTROL PROPORC I ONAL:  

Consiste en tomar u( t )  = k e ( t )  = - k y( t )  . Por l o  tanto l a  ecuacidn d i  - 
ferencial del  sistema es: 

constant e 

de tiempo 

T I 

Querems que l i m  y( t )  = yc = 0 , l o  cual es equivalente a pedir que 
t +  +as 

X =, 

l a s  raices del polinomio carac ter i s t ice  tengan parte rea l  negativa. 

Para preveer c i e r t a s  condiciones, corn ser  estabilidad y precisitjn, gene - 
ralmente un solo grado de l iber tad (que en nuestro caso es k) no basta, por 

l o  cual consideraremos e l  siguiente control P.D. 

CONTROL PROPORCIONAL Y DERIVADO ( P . D . ) :  

de 6 sea Consiste en tomar una ley de control: u ( t )  = k e ( t )  + kt  . 



u( t )  = - k y ( t )  - k t  . (k ; kt  c tes )  . 
Por l o  tanto l a  ecuaci6n diferencial  del  sistema ser5: 

De e s t a  manera conseguimos 2 grados de l iber tad  (que son k y k t )  l o  que 

nos permite f i j a r  arbitrariamente l a s  ra ices  del  polinomio carac te r i s t ico .  

CONTROL PROPORC I  O N A L ,  l N T E G R A L  Y D E R l  VADO ( P .  I  . D .  ) 

Consiste en tomar l a  siguiente ley de control:  

donde : 

T s e  llama tiempo de integraci6n r '  

'd : s e  llama tiempo de derivaci6n. 

1-2.  SISTEMAS DINAMICOS LINEALES - REPRESENTACION EXTERNA 

2-1.  S l S T E M A  D l N A M l C O  L I N E A L  Y E S T A C I O N A R I O  

Sea : 

con y ( t )  = f (u(.) ; t )  un sistema d i n h i c o ,  donde u(.)  indica todos 10s 

valores asumidos por u hasta e l  instante t. (*) 

Un sistema d i n h i c o  es f i n e d  cuando l a  funci6n f es  l i nea l  en u , e s  

dec ir  

NQ es  necesario que u( t )  e y ( t )  Sean escalares sin0 que s e  puede sup0 - 
ner u ( t )  E IRm e y ( t )  E IRp . 

Como ejemplo de sistemas d i n h i c o s  l ineales  tenemos : 

Se puede dems t ra r  que en e l  caso de sistemas d i n h i c o s  l inea les  ex is te  

una funci6n h ( t  ; T) , llamada R u p u u t a  at impLLes.0 5 R u p u u X a  impLLes iva  

(*) Para mayor infomci6n ver Cap. I curso de P. BERNHAFU), publicaci6n N O 4  de es- 

t a  misma Serie CUADERNOS. 



d e l  b h i e m a  que ~ e r i f i c a :  r t 

E l  nombre de h ( t ; ~ )  surge del hecho de que s i  tenemos un input 

u(a) = 6(a - T) (6: delta de Dirac) e l  output resulta 

TambiGn se ha visto que en 10s sistemas c u d u  l a  respuesta impulsiva 

resultaba nula s i  e l  impulso se realizaba a posteriori del instante en estu - 
dio ( h ( t ; ~ )  = O  +t t <  T) . 

Un sistema d inh ico  es u$ac ionah io  cuando es invariante por una t ras la  - 
ci6n temporal (es decir: s i  u(t)  --* y(t)  , entonces u(t+T) --* y(t+T) ,+ T) . 

Enes te  caso se tiene h ( t ; ~ )  = h(t+T;.r+T) V T .  

Por l o  tanto en un sistema l ineal  y estacionario h ( t  ; T )  = h( t -T ; 0) 

(que notaremos h( t -T))  , es decir que h ( t  ; T )  depende de una sola variz  

ble que es t- T y l a  salida y(t)  resulta: 
t 

y(t)  = h ( t - T ) U ( T ) ~ T  con u(t)  E T(m,y(t)e R~ y h(t-T) m a t r i z  p x  m .  
- m 

Esto puede representarsc como e l  product0 de convoluci6n y = h * u  . 
E J E R C I  C I  0: 

Hallar h( t -T)  para 10s 3 ejemplos de sistemas dinhicos  lineales c i t a  - 
dos anteriormente. 

2-2 .  F U N C I O N E S  P R O P I A S  DE UNA TRANSFORMACION L I N E A L  Y E S T A C I O N A R I A .  

Dado e l  sistema y( t )  = It h ( t - T ) . u ( T ) ~ T  = f(u(.)  ; t )  , diremos que 
- 43 

u(t)  es una @ ~ n c i 6 n  ph0pi.a de f cuando 3 X e C t a l  que y(t)  = X u( t ) .  

TEOREMA. La6 d u n ~ i o n u  est ban 6unc ionu  p n o p h  de $ o h  &A h ~ 6 o h . m ~  - 
c i o n u  diniimica6 f i n e d u  y u t a c i o n a h i a b  V s e C . 
DEM. : 

a) Si  e l  sistema fuese un retardo las  funciones est resultarian funcio- 

nes propias V s E C , tomando = e ST , donde T es e l  retardo. 

b) Sea y(t)  = f (u( . )  ; t )  un sistema d inh ico  l ineal  y estacionario. 

s t  ST Consideremos u(t)  = e y uT(t) = u(t+T) = e . u(t)  . 



Entonces : 
ST ST 

f(u(.) ; t+T) = f(y(.) ; t) = f(e .u(.) ; t) = e . f(u() ; t) V t , 

en particular para t = 0 tenemos: 

Es decir que eST es una funcidn propia de f (considerando a T como 
variable), valiendo este razonamiento Y s e C . 

2-3 .  TRANSFORMAC l ON DE LAPLACE.  (;:) 

Una funci6n f (t) y su transformada F(s) estgn ligadas por: 

c+ico 
st 

f (t) = 2-'(~(s)) = 1 ( e . F(s)ds (**) ,oo< Resco 
ZIT1 1 

c-ico 
donde (oo ;o ) representa la banda de convergencia de F(s) . 

1 
Esta Gltima relacidn expresa a f(t) como combinacidn lineal de las fun - 

ciones e St ; de aqui la utilidad que brinda para el estudio de sistemas li - 
neales la transfomacidn de Laplace. 

Veamos a1gunas.interpretaciones de h(t-T): 

a) para cualquier sistema lineal y estacionario: 

h(t-T) U(T) d~ = (h*u) (t) . 
- w 

Entonces Y (s) = H (s) . U (s) donde, 

H(s) = s(h(t)) llamada &~noi6n de Zxanc,denencia d &  bhXema. 

b) Supongarnos que excitamos un sistema lineal, estacionario y estable con 

una entrada armdnica u(t) = j (t) . sen wt donde: 

1 O s i t < O  
j (t) = \ 1 

es la funci6n de Heaviside . 
s i t,O - 

Por ser el sistema estable se verifica lim h(t) = 0 , lo cual equi - 
t + +a, 

(*) Para mayor informacidn ver Cap. I curso de P. BERNHARD, publicacidn N O 4  de es- 

t a  misma serie  CUADERNOS. 

(**) i es e l  cmplejo que verifica i2 = - 1 



vale a que 10s polos de H(s) tengan parte rea l  negativa. 

donde H,(s) es  l a  parte del desarrollo en fracciones simples que contie- 

ne a l o s ~ p o l o s  de H(s) ; por l o  tanto lim hl ( t )  = l i m  2-' (H (s)) = 0.  
t + + m  t + + m  

1 

Anti- t ransfomndo ( I  - 5) resul ta :  

y ( t )  = j ( t )  . I ~ ( i w )  I . sen(wt + Arg H(iw)) + hl ( t )  , 
es decir que hemos obtenido una respuesta que con e l  correr del tiempo "se 

hace" am6nica, siendo ( ~ ( i w )  I y Arg H(iw) l a  amplitud y l a  fase am6- 

nica del sistema. 

u ( t )  = j ( t )  . sen w t  

2-4. REPRESENTACION ESQUEMATICA DE S I S T E M A S  L I N E A L E S  

Existen dos formas de representar esquem5ticamente a 10s sistemas l inea - 
l e s  : 

\ i) por diagrama funcional 

1 ii) por diagrama de f lujo 

En principio no aportan m5s informacidn que un conjunto de relacionesma - 
tem5ticas; per0 su ventaja reside en que podemos ver l a  estructura y l a s  r e  - 
laciones de causa y efecto presentes en e l  sistema. 

i )  DIAGRAMA FUNCIONAL :  

La relaci6n Y(s) = His) . U(s) est5 representada griificamente por: 

Y(s) 
D 



Las reglas  para l a  representaci6n son l a s  siguientes:  

i i )  DIAGRAMA DE FLUJO: 

S'lmbo lo  

u 

Las reglas para l a  representaci6n son l a s  siguientes:  

S igni  f icado 

Variable u 

Transformaci6n l i n e a l  con l a  

funci6n de transferencia H 

Sumador 

Y = U  - u  + U  
1 2 3 

La variable de sa l ida  e s  igual 

a l a  suma algebraica de l a s  va - 
r iab les  de entradas afectadas 

cada una con e l  signo indicado. 

Shbo lo  

U  
0 

Y  

Signif icado 

Variable U  

Transformaci6n 1 ineal  

Y = H . U  

Sumador 



ALGEBRA DE MAN l P U L A C l  ON DE LOS DIAGRAMAS F l I N C I  ONAL Y DE F L U J O :  

Lo que se  tratari i  es,  usando l a s  reglas de cada diagrams, transfonnar un 

sistema en otro  equivalente cuya representaci6n griifica sea m%s sencilla.Pa - 
r a  e l l o  veamos algunos ejemplos: 

4 

Por l o  tanto e l  sistema equivalente es: 

0 sea que l a  funci6n de transferencia del  nuevo sistema (equivalente) es : 

H = H2 . H1 

Para poder manipularlo matemsticamente conviene agregar algunas variables 

intennedias, como se r  E y V . 

Por lo  tanto e l  sistema equivalente es: 



c) Dejamos como ejercicio ha l la r  e l  sistema equivalente de: 

d) Veamos cual es e l  diagrarna funcional y de f lu jo  de l a  regulaci6n propor - 
cional del retardo. 

diagrama funcional diagrama de f lu jo  



e )  La rep resen tac ih  gr5fica del  feed-back es l a  siguiente: 

diagrama funcional I diagrama de f l u j o  

que s e g h  vimos en e l  ejemplo b) e l  sistema equivalente es: 

diagrama funcional 1 diagrama de f lu jo  

REGLA DE MASON: 

Si  un diagrama es  complicado, tarrlbi6n l o  ser5 descr ibir lo  matemiiticamen - 
t e ;  para esos casos resul ta  G t i l  l a  llarnada Regla de Mason (*), que iremos 

presentando sobre e l  siguiente ejemplo: 

(*) Ver R. DORF 'Nodern Control System", p5g. 48-51 . 



Y E l  objetivo es hal lar  H = - , o sea l a  funcidn de transferencia del sis u - 
tema equivalente a1 dado. SegGn l a  regla de Mason: 

donde l a  sumatoria debe realizarse sobre todos 10s caminos dis t intos  d e l d i a  - 

grams que unen U con Y . Llamamos cumino a una sucesidn de curvas (llneas) 

donde cada punto del mismo es recorrido una sola vez. 

En nuestro ejemplo existen dos caminos que unen U con Y ; e l los  son: 

c l )  1 - 2 - 3 - 4 - 8  

c ) 1 - 5 - 6 - 7 - 8  
2 

Pk: es e l  producto de todas l a s  funciones.de transferencia que estgnsobreel 

camino k : , P, = G, . G , .  G3  . G, 

1 P2 = GS . G 6  . G  
7 0 ~ 8  

Sea Li l a  ganancia del bucle i del sistema: 

A = 1 - (ganancias de 10s bucles) + (producto de l a s  ganancias de 2 

bucles no contiguos) - C (product0 de l a s  ganancias de 3 bucles no con - 
t i p s )  + ..... 

A es  llamado e l  d e t h n a n ; t e  d e l  g/riihico. 

Por l o  tanto: 

A 1 - (L1 + L2 + L3 + L4) + (L1L3 + L1L4 + L2L3. + L2L4) . 
A es  e l  detenninante del grgfico s i n  10s bucles que tienen puntos en comb k : 

con e l  camino k . 

0 sea que l a  funci6n de transferencia del sistema equivalente a1 dado re- 

su l t a  ser: 



2-5. REPRESENTAC l ON GRAF l CA DE L A  FUNC l ON DE TRANSFERENC l A 

Sabemos que representa l a  re laci6n 

Y (s) = H(s) . U(s) , donde H(s) e s  l a  funci6n de transferencia de l  sistema. 

Queremos representar  H(s) que e s  una funci6n compleja de var iable  com- 

p l e j a ;  para e l l o  necesitamos un espacio de 4 dimensiones. Como H(s) = 

= s ( h ( t ) )  es  una funci6n holomorfa en su respectiva banda de convergen - 
c i a ,  para carac te r iza r la  basta conocer 10s valores de H(s) sobre una cur-  

va cerrada d e l  plano comple j o , por e j  emplo e l  e j  e Im s . 
- 

Observemos que H(?) = H(s) , por l o  cual  e s  suf i c ien te  representar 

li(iw) para w 2 0 ; para e l l o  expondremos 10s s i p i e n t e s  diagramas: 

i )  DIAGRAMA DE NYQUIST:  

Consiste en representar  H(iw) , variando w de 0 a + a  , en e l  

plano H(s) 

i i )  DIAGRAMA DE BLACK: 

Consiste en representar H(iw) , variando w de 0 a +a , e n e l p l a  - 
no log H(iw) , teniendo en cuenta que: 

log H(iw) = log l ~ ( i w )  1 + i Arg H(iw) 



LOGAR l TM l 

Arg H(iw) 

Consiste en representar H(iw) , variando w de 0 a +m , mediante 

l a s  2 curvas siguientes: 

a) Cmva de Ampt.ihd: log lH(iw) 1 ref erido a log .U . 
b) Cmva de F a e :  Arg H(iw) referido a log w . 

iv) D l  AGRAMA DE POLOS Y CEROS : 

Se u t i l i z a  en 61 caso en que H(s) es una h c i 6 n  racional en l a  varla - 
ble compleja s ; es decir: 

E l  m6todo consiste en representar en e l  plano complejo s l a  posici6n 

de sus ceros (0) y l a  de sus polos (x) , destacando en e l  diagramalacons - 



tante k.  

son las representaciones de un sistema derivado e integral respectivamen- 

te. 

EJERC I C 10: 

Hallar las 4 representaciones para: 

a) La constante de tiempo. 

b) Sistemas cuyas func iones de transf erencias Sean: 

con on = .cte y 5 parhetro. 

2-6. SENSlBlLlDAD DE LOS SERVOMECANISMOS. 

Supongamos tener un sistema dinhico lineal con funcidn de transferen- 

cia H(s) . 

~Qu$ regulacidn debemos realizar para que la funci6n de transferenciaT(s) 

del nuevo sistema sea aproximadamente 1 ? . (Deseamos que Iy - U) . 



Esta condici6n es v5lida en general para un c ier to  dominio de frecuen- 

c ias  especif icadas , por e j  emplo w e (0 ; a) . 
i )  SOLUCION S I N  BUCLE: 

Consideremos e l  sistema 

con K(s) a determinar de modo que: 

i i )  SOLUCION CON BUCLE: 

con G (s) a determinar de manera que: 

Consideremos e l  sistema: 

6 sea H(s) . G(s) >> 1 +f w e  ( 0 ; a )  . 
Hasta ahora e l  problem fue resuelto m t d t i c a m e n t e ;  per0 es importan- 

t e  saber qu6 sucede cuando se  producen variaciones en H(s) , es decir  

cuando existen perturbaciones. 

Analizaremos corno iraria T(s) ante variaciones de H(s) ; pretendemos 

que variaciones de H(s) no generen grandes variaciones de T (s) , o sea 

que S sea pequefio; definiendo S cow: 

G 

H 3T S = y  - llamada d u n d n  de a e n a i b U a d  respecto a l a s  variaciones 3H 
de H . 

Calculemos l a  funci6n de sensibilidad en 10s 2 casos: 

H Ic 
Y 



i i )  T = 
H . G  - - H aT2 - S 2 - . m -  1 

2 1 + H . G  1 + H . G  << 1 
7 

OBSERVAC I ON: 

Comparando 10s casos i )  y i i )  s e  puede apreciar  l a  hpo r t anc i a .de  10s bu - 
c l e s  en 10s problems de l a  Teor'la de l  Control. 

2-7 .  PROPIEDADES DE SEGUNDO ORDEN DE LOS S I S T E M A S  L I N E A L E S  

Llamamos as2 aquellas propiedades que se  expresan en tErminos de y2,u2 

e y u  . 
a)  SERALES DE E N E R G I A  F I N I T A :  

Sea f ( t )  una funci6n escalar .  

Diremos que f e s  una ~ e M d  de E n m g h  Finita cuando 

Para una seiial de energia f i n i t a  f s e  define l a  FunCi6n de Comdaci6n 

- m 
OBSERVACION:  

- - m - .. 
b) S i  designamos con f l a  funcibn: f ( t )  = f ( - t )  , entonces resu l ta :  .. 

Para una seiial de energia f i n i t a  f s e  define e l  Espectno de Enmgh  m f f  
como l a  transformada de Laplace de Cff ; 6 sea: 

Adeds,  teniendo en cuenta que g ( f  ( t ) )  = F(-s) , resu l ta :  

PROP l EDADES DE L A  F l I N C l O N  DE CORRELACION C f f  : 

i )  Cff es  simetrica, e s  decir :  Cff(-T) = C f f ( ~ )  . 
i i )  Cff es  una funci6n de h e d  pos.&vo, e s  decir :  



- 1 i i i )  Ef -Cff (0)  = %  ( f f ( i ~ ) d ~  . 

PROPIEDADES DEL  E W E C T R O  DE E N E R G I A  
$ f f  : 

i i )  (ff es simbtrica, es decir: bff(-s)  = bff  (s) . 
i i i )  ( (iw) = F(iw).F(-iw) = F(iw).F(iw) = I ~ ( i w )  l 2  2 0 V w 8 IF? f f 

Sean y,u sefiales de energla f i n i t a ;  entonces se define l a  funci6n de  

Co/zn&ci6n Ctuzada por: r +a 

y e l  EapeotrLa Cmzada por: 

blediante un procedimiento similar a l o  hecho anteriormente se t iene: 

rn,(s) = Y(s) . U(-s) 
OBSERVAC I ON: 

Todo lo  anterior se puede generalizar considerando funciones vectoria- 

les  de variable r ea l ;  definiendo para y E , u e IF?m : 

' C  = ~ * m Y ( t + ~ ) . ~ ' ( t ) d t  : Funci6n de Correlaci6n Cruzada 
P - 00 

( (s) = %(C ( t ) )  = Y(s).Uf(-s):  Espectro Cruzado. , P P 

donde u' es l a  traspuesta de u ; CP , bP matrices p x m . 
Supongamos tener 2 sistemas lineales: 

de 10s cuales conocems l a  funci6n de correlaci6n cruzada de l a s  entradas 

u1 p U 2  
; es decir mu . 

1 2  

iPodremos saber algo sobre l a  funci6n de correlaci6n cruzada de l a s  sa - 
l idas,  ?. 

( ~ 1 ~ 2  



(s) = Y1 (s) . Y; (-5) = (H1 (s) . U1 (s)) . (H2 (-S) . U2 (-S) )' = 

= H1 (s) . U1 (s) . U'  (-s) . H (-s) = H (s) . $ (s) . H'  (-s) . 
2 2 1 

1 2  
2 

0 sea: 

Adenlgs antitransfomando, resulta:  

Para dar una interpretaci6n f l s i c a  del espectro de energla, consideremos 

e l  siguiente ejemplo llamado di la%a paclabanh.  

Sea un sistema d i n h i c o  l inea l  

donde H(s) , funci6n de transfe - 
rencia del sistema, t iene l a  siguiente representaci6n grgfica: 

Supongamos que $uu es conocido. 

Como $ ('s) = H(s) . $uu (s) . H' (-s) entonces resul ta :  
W 

$ (iw) = H(iw) . $ (iw) . H(-iw) = H(iw) . H(iw) . $,(iw) = I H ( ~ u ) ~  2 .  $uu(iw) 
W uu 

Por l o  tanto: 

Oseaque :  E = -  A donde A = sR2 $ ( iw) dw puede interpretarse 
Y r '  uu 

zomo l a  contribuci6n a l a  energla t o t a l  de l a  s e a l  u debido a l a s  f re -  
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cuencias u E [ol; n2] . 

b) SEFJALES DE P O T E N C I A  F I N I T A :  

Una funci6n escalar f ( t )  es una S e i d  de Putencia F i n i t a  cuando 

- I 

pff - lim - 
2, 1, I f ( t ) I 2  dt < +m . 

T +  + w  

A d d s  se  define: 

1 C f f ( ~ )  = lim 2T 
f ( t  + T) . f ( t )d t  Funci6n de Cumelaci6n 

T +  + w  

OBSERVAC I ON: 

i )  S i  f es una s e a l  de energla f i n i t a ,  entonces f es una s e h l  de po - 
tencia cero (Pff = 0) . 

i i )  Pff < +a - C f f  + V (*I 

i i i )  Sean 2 sistemas d inh icos  lineales: 

entonces (s) = H1 (s) . mu (s) . Hi(-S) . 
m y 1 ~ 2  1 2  

(*) N. Wiener, "The Fourier Integral  and its Applications"' Dover. 



E J E M P L O :  F I L T R O  A D A P T A D O R .  

Queremos detectar l a  presencia de una sefial y en una sefial disponible 

z = y + r  

donde r es un ruido de espectro mrr(io) 

Suponemos que l a  sefial y f ina l iza  en e l  instante T (y(t)  = 0 V t >  T) 

y queremos que e l  cociente 

seiial transmitida a1 instante T 

valor cuadrgtico del ruido transmit ido 

sea mikimo. 

seiial transmit ida a1 ins tante T = h x y (T) = I k1 (io> (io) eioT 
27T dw . 

valor cuadrgtico del ruido = - J I ~ ( i w ) l ~  mrr(iw)dw . 
2 T l  

Por l a  des igualdad de Schhrart z- obtenemos : 

valiendo e l  igual s6l0 s i :  

iwT 
H(iw) = k ( ~ ( ~ ~ 1  ) con k constante compleja. 

m r r  (iw) 

Obviamente gsta es  l a  funci6n de transferencia del f i l t r o  adaptador. 

I NTRODUCC I ON: 

La kprrueatuci6n 'Iuttmna de un sistema d i n h i c o  l inea l  es t5  dada por: 

donde: x e IR" ; y e IRp ; u e IRm ; F ma t r i z  n x n  ; G ma t r i z  n x m ;  

H matriz p x n ; J m a t r i z  p x m , 

Sea @ ( t  ; t ) l a  M W z  Fundameatat del sistema de ecuaciones l ineales  
0 



homogeneo: k ( t )  = F(t)  .x( t )  ; es  decir  @ ( t  ; t ) es una matriz rl x n que 
0 

ver i f ica  l a s  siguientes condiciones : 

( m(t ; t  ) = I (matriz unidad n x n) . 
0 0 

Por lo tanto l a  soluci6n general del  sistema l inea l  no homog6neo viene da - 
da por: t 

x ( t )  = m(t ; t ) . 5  + 
0 

I m(t ; a )  .G(a) .u(a)da 
- t 

con 5 = x ( t  ) . o 
0 

OBSERVACION: t 

x( to)  = 5 = 0 x( t )  = m(t ; a) .G(a) .u(a)da - 
0 

y ( t )  = J ( t ) . u ( t )  + it H(t) .m(t ; a )  .G(a) .u(a)da . 
0 

S i  consideramos un impulso u( t )  = 6 ( t -  B) , y recordamos que 
t 

y( t )  = [ h ( t  ; a) .u(ct)dct 
-t 

0 
entonces resul  t a  : 

CASO ESTACIONARIO:  

E l  sistema d i h i c o  l inea l  (1-5) s e  dice EsZacionahio cuando l a s  matrices 

F,G,H,J no dependen del  tiempo, es  decir  s i  son matrices constantes. 

En e l  caso estacionario l a  matriz fundamental adopta una forma muy pa r t i -  

cular :  
+CO ( t - t o )  k 

o ( t ; t )  = e F( t - to)  = I + C k! . F k 
0 

k= 1 

CALCULO DE L A  FUNCION DE TRANSFERENCIA DE UN S ISTEMA L I N E A L  ESTACIONARIO 

a) En e l  caso estacionario (1-6) adopta l a  siguiente forma: 

6 .  sea: 
h ( t )  = ~ . e ~ * ~  . G + J . 6(t)  ( I  - 7) 

Transformando ( I  -7) obtenemos como funci6n de transferencia: 

b) Transfomndo e l  sistema: = F.x + G.u 
= H.x + J . u  

tenemos : \ x ( o )  = 5 



f (s I-F) . X(S) = G . U(s) + 5 

Para el caso en que x(0) = 5 = 0 , entonces tenemos: 

o sea que la funcidn de transferencia del sistema es: 

3 - 1 .  C O N T R O L A B I L I D A D  (*) 

Sea el sistema dinhico diferencial lineal (1-5) : 

Nos preguntamos si de cualquier estado 5 podems ir a cualquier estado 

; es decir si es posible de cualquier estado inicial 5 en el to ir 

a cualquier otro estado 11 en un tiempo futuro oportuno. 

El sistema (1-5) es C o m h o h b t e  en t cuando para todo par de estados 
0 

5 ; 11 existen T y una funcidn de control u(to ; T) tal que: 

vale decir: 

L 
0 

Si esto no sucede el sistema se dirl no controlable en to . Las condi- 
ciones necesarias y suficientes para la controlabilidad est5.n dadas por 10s 

siguientes teoremas: 

(*) Para mayor informaci6n ver Cap. I ,  curso de P. BERNHARD, publicaci6n N O 4  de es - 
t a  misma Serie CUADERNOS. 



TEOREMA 1 ( C R I T E R l  0 DE CONTROLAB I L I DAD) . 

solo a x  l a  rnGctniz - t 
t ( t  ; t o )  = m(t ; a) .  G(a) . G1(a) m l ( t ;  a)da 

't 
a dedinida poai;tiva. o 

OBSERVAC ION:  

Una m a t r i z  A es dedinida poaiLiva (A > 0) cuando l a  forma cuadr5tica 

asociada ~ ( x )  = xlAx > 0 # x  # 0 . 
A es a d - d e b i n i d a  poa&va (A - 2 0) cuando ~ ( x )  = xlAx 2 - 0 #x. 

Queda as? definida l a  siguiente relaci6n de orden: 

A > B ( A z B )  A - B > O ( A - B 2 0 )  - . 
TEOREMA 2 (CRITERI 0 DE CONTROLAB l L l DAD PARA E L  CASO ESTAC I ONARI 0) 

E l  ahtema ( 7 - 5 )  a t a c i o n d o  a conxkolable a x  y aolo a x  l a  rncr;Dtiz 
@ =  ((G)(FG) ... (Fn-l . G)) 

LLene mngo n ( a  aea &ango rnZximo) . 
3-2. OBSERVAB I L I DAD: 

cons ideremos e l  siguiente sistema d i n h i c o  l inea l  : 

E l  sistema (1-8) se  d i r5  obnenvable en e l  instante to s i  conociendo 

l a  sal ida y ( t  ; T )  podemos determinar e l  estado in i c i a l  del sistema 
0 

x( to)  = 5 ; en cuyo caso s e r l :  

y ( t )  = H(t) . ~ ( t  ; t o )  . 5 

En e s t e  caso 10s c r i t e r ios  vienen dados por 10s siguientes teoremas: 

TEOREMA 1 ( C R I T E R I  0 DE OBSERVAB I L I DAD) . 
E l  aAZema (1-6) u obaenvable en t a x  y aolo a i  la m W z  

0 
rt  

TEOREMA 2 ( C R I T E R I O  DE O B S E R V A B I L I D A D  PARA E L  CASO EsTACIONARIO) .  



u 

f iefle tungo n [ 6 b eu tango rn6x,hC 1 . 

1-4 .  ESTAB 1 LIDAD Y COMPENSAC ION a 

Antes de de f in i r  matedticamente l a s  d i s t i n t a s  c lases  de es tabi l idad d i  - 
renlos (intuitivamente) que un sistema e s  es tab le  respecto a una trayecto- 

r i a  cuando a pequefias perturbaciones en l a s  condiciones i n i c i a l e s  corres - 
ponden pequefios cambios de l a  t rayector ia .  

4 - 1 .  E S T A B l L l D A D  DE L I A P U N O V .  

Consideremos e l  s iguiente sistema de ecuaciones di ferencia les  jc = f (x; t )  , 
donde s i n  pgrdida de generalidad supondremos que f ( 0 ; t )  = 0 6 seaque po- 

demos e l e g i r  x ( t )  = 0 + t  como t rayector ia  de referencia.  

i) D E F I N I C I O N :  

E l  sistema i = f (x ; t )  e s  utabLe en e l  sentido de Liapunov (L-uta - 
beel con respecto a l a  t rayector ia  x ( t )  = 0 cuando + to , + E > O  3 

n > 0  t a l  que s i  ( ( x ( t o ) I 1  < n entonces l i x ( t ) ( I  < E Y t > t  . 
0 

Una noci6n de es tabi l idad mucho m5s fue r t e  consiste en ex ig i r  q u e e l s i s  - 
tema retorne hacia la  t rayector ia  x ( t )  = 0  asint6ticamente. 

i i )  D E F I N I C I O N :  

E l  sistema i = f (x; t )  e s  a~irtt6ficamertte u t abLe  en e l  sentido de Liapu - 
nov (L-ultabLe aAirtt6aco) con respecto a l a  t rayector ia  x ( t )  = 0  cuando 

se  ver i f ican  l a s  siguientes condiciones: 

a) e l  sistema i = f (x ; t )  e s  L-estable. 



b) +tt 
0 

3 R t a l  que s i  ( 1  x ( to)  I (  < R entonces l i m  ( 1  x ( t )  1 )  = 0 
t + + w  

Adem5s s i  R y Q son independientes del instante to ,es decir existen 

R y Q vzlidos 4 t , entonces l a  L-estabilidad asint6t ica se dice u L -  
0 

dome. 

Tarnbi6n puede ocurr i r  que l a  condicidn b) se verifique + R  (R = +a) , 
en cuyo caso diremos que l a  estabilidad es g l o b a t .  S i  en cambio R es  f i n i  - 
to  l a  condicidn b) nos dice que l a  trayectoria cuya condici6n in ic ia l  x ( t  ) 

0 

se encuentre fuera de una c i e r t a  banda de valores, no necesariamente tende- 

r5 asint6ticamente a cero; en este  caso l a  estabilidad se dice Locat. 

4 - 2 .  METODO DE L IAPUNOV.  

D E F I N I C I O N :  a : R+ U{Ol + R es  una dunci6n de d u e  b cuando se ver i  - 
f ican: 

i )  a es continua, mondtona no decreciente. 

i i )  a(x) 2 0  - 4 x  - 2 0  y a(x) = 0 c+ x = 0 . 
E l  m6todo de Liapunov es un mgtodo general que permite establecer l a  es- 

tabilidad de un sistema diferencial cualquiera i = f (x ; t )  . con f (0 ; t)=O. 

Consiste en poner en evidencia para e l  sistema una funcidn escalar V(x ; t )  

llamada func i6n de Liapunov. 

D E F I N I C I O N :  V(x; t )  es una dunci6n de Lhpunov para e l  sistema i = f ( x ; t )  

cuando se verifican l a s  siguientes condiciones: 

a) V(x ; t )  es positiva en e l  sentido de Liapunov, es decir: 

i )  V(0 ; t )  = 0 

i i )  3 a;B funciones de clase k  / a(ll xll ) < V(x ; t )  < ~(11 xll) 4 t  . 

Enunciaremos 2 teoremas de Liapunov que nos darh una condici6n suficien - 
t e  para que e l  sistema sea L-estable y L-estable asint6tico. 

1 "TEOREMA DE L I  APUNOV. 

Si exin& V(x ; t )  dunci6n de Lhpunov paha  el A ~ ~ W U  i = f ( x  ; t )  con 

W(x ; t )  5 - 0 4 x 4 t , entoncen eX ~A&zrna en L-entabLe. 

2"TEOREMA DE L IAPUNOV.  

Si exinze V(x ; t )  dunci6n de Lhpunov paha  e.t ~ - i n t e m a  ?. = f (x ; t )  con 

( x ; t )  - ( x )  , donde y eb una dunCiondeCeabe k ,  entoncen eX 
~AZema eb L-ebakbLe mint6.Cico. 

Para interpretar mejor estos teoremas veamos algunos ejemplos: 



.. 
a) Sea la ecuacidn diferencial de 2" orden xl + g(xl) = 0 , donde g es 

una funcidn continua que verifica m x < g (xl) 5 m2xl . 
1 1 =  

El sistema equivalente es: 

i 2 =-g(xl) 

Consideremos 
- X1 

G(xl) = g(a)darO +xl . 
-0 

xz 
Entonces V(x ; t) = G(xl) + - es una funcidn de Liapunov. 

2 

d 
w(x;t) = V(X ; t) = g(xl) . il + x . i = g(xl) .x2 - x2 . g(xl) = 0 . 

2 2 

Aplicando el 1" Teorema de Liapunov el sistema resulta L-estable. 

b) ECUAC l ON DE VAN DER POOL: 

.. 
x + ~ ( 1  -x:)il + X  = 0 , con c > O .  
1 1 

El sistema equivalente est5 dado por: 

I x = - x - &(I - x;)x2 
2 1 

llx112 - x; + x; V(x; t) =- - resulta ser una funci6n de Liapunov. 
2 2 

Considerando lxl( < 1 , tenemos W(x;t) L O  . 
Entonces por 1" Teorema de Liapunov el sistema es L-estable. 

TEOREMA: 

Sea & n&tema 2 = f (x) , con f (0) = 0 . 
S i  exinze V(x ; t) durici6n de Lhpunov, hiendo W(x; t) 5 - 0 ,hi r e6 

& mayok c i d o  Lihite covLtenido en R = {x / W(x) = 0 1 , evLtonce6 m- 
yec.totLian ;tienden a r . 

Vearnos una aplicacidn de este teorema. 

Sea la ecuacidn diferencial il + ail + 2 bxl + 3x: = 0 , con a; b > 0. 

El sistema equivalente est5 dado por: 



Los estados de equilibrio son: 

b x 
Tomando 1 x 1 < T 2 , V(x) = - +-bx2 + x3 results una funcidn dde Liapu 

2 1 1 - 

nov para el sistema respecto de x = 
* 

X 
R ={x/w(x) = o}={x = ( o l )  / x l  < k }  2 

Entonces r = es el mayor ciclo limite contenido en R ;por 

lo tanto el sistema es L-estable asintdtico a r . 

4-3 .  A P L l C A C l O N  DE L A  T E O R I A  DE L l A P l l N O V  A  LOS S I S T E M A S  L I N E A L E S  

Sea el sistema de ecuaciones diferenciales lineales = F(t) . x . En - 
tonces x(t) = ~ ( t ;  to) .xO es la solucidn que verifica x(tO) = xO sien - 
do @(t; to) la matriz fundamental . 

Para 10s sistemas de este tip0 se tiene el siguiente 

TEOREMA: 

i) EL n h t e m a  f i n e d  i = F(t) .x en L-ec,tabLe n i  y noLo n i  4 t 
0 

3 

M > 0 / I ( @  (t;to) 1 1  M +t > t 
0 

ii) EL n h t e m a  f i n e d  i = F(t) . x ec, L-en tab le  a i n t 6 ; t i c o  n i  y noLo n i  

Definiremos una nueva nocidn de estabilidad. 

El sistema 1 ineal = F (t) . x es L - u t a b L c  a s i n t 8 a c o  e x p o n e n o i d  cuan - 



Veamos corn construir  una funcidn de Liapunov cuadr5tica para 10s s i s t e  - 
mas l ineales .  

Sea V(x;t) = x '  . P(t)  . x 

\ P(t)  es  una matriz simgtrica n x n . 
donde : 

3 a ; ~  > 0 / a I ~ p ( t )  - 5 - B I  . 
d 

W(x;t) = V(x;t) = x'  (F'P + P + PF) x = - x l  Q(t) . x 

donde : - Q(t) = P + F'P + PF 

se  llama Ecuacizn de Liapunav. 

De 10s 2 teoremas de Liapunov se  deducen, para e l  caso l inea l ,  10s: 

TEOREMA 1 :  

S i  exinten m W c u  P;Q que v d d i c u n  (7-91 y ( 7 - 1 0 )  aienda Q 2 0 , 
entancu e l  ahtemu u L-utable .  

TEOREMA 2: 

S i  exinten mm%cu P;Q que v h d i c a n  ( 7 - 9 )  y ( 7 - I d ) ,  y e x h t e  Y > 0 

ta t  que Q 2 - Y I , entancu eL ahtema u L-utable  m i n t t f i c a .  

Ademgs s e  ver i f ica  e l  siguiente: 

TEOREMA 3 :  

S i  eL ahtema ic = F(t)  . x u L-u;table miutt8fica expanenciae, entan- 

c u  V r n a z  Q(t) / yI & Q ( t )  2 61,con y , 6  > 0 3P(t) m ~ z a o k h -  
Cion de [I-101 / a1 I P(t)  2 B I  con a;B > 0 . 
DEMOSTRAC I ON: 

+'= 
Sea P(t)  = m 1 ( r ; t ) .  Q ( T ) .  m ( ~ ; t ) d ~  . 

t 

Debido a que e l  sistema es  L-estable as intdt ico exponencial l a  matriz 

P(t)  e s t 5  bien definida y a d e d s  ver i f ica  a 1  5 - P(t)  5 - B I , con a;B > 0. 

= - Q(t)  - F1( t ) .P ( t )  - P(t) .F( t )  d sea que P sa t i s face  (1-10) . 
EJEMPLO: 

Consideremos l a  ecuacibn: 2 + a ( t )  . i l  + x = 0 , con a ( t )  2 0 4 t . 
1 1 - 



El sistema equivalente es: 

X 
2 

9 

x = - x - a(t)x2 
2 1 

0 
Consider0 P =  I, matriz que verifica (I-9), y Q(t)= 

Como arnbas matrices satisfacen (1-1 0) , resulta por Teorema 1 que el sis - 
tema es L-estable. 

iQu6 sucede cuando existen perturbaciones en 10s coeficientes?. 

Sea el sistema k = A(t) . x , L-estable asint6tico exponencial. Si con - 
sidero Q = I , entonces por Teorema 3 3 P(t) ; a ,B > 0 / 

P + A I P + P A = -  I 

Supongamos que existe una perturbacidn B(t) , 6 sea que el sistema se 
transforma en: i = [~(t) + ~(t)] . x 
V(x;t) = x'. P(t)x es una funci6n de Liapunov, siendo 

= x'.[A'P + B'P + P + PA + PB] .x = x'.[B'P + PB - I] . x . 
Entonces si la perturbaci6n B(t) verifica B'P + PB - I < 0 (para lo ' resulta por aplicaci6n del 1 " Teore cual es suf iciente pedir ( 1  B 1 1  < 28 ) , - 

ma de Liapunov que el sistema perturbado es L-estable. 

CASO ESTACIONARIO:  

En 10s sistemas lineales estacionarios la ecuaci6n de Liapunov (1-1 0) re. - 
sul ta : F'P + PF = - Q (1-1 1) 

y 10s anteriores teoremas se resumen en el siguiente: 

TEOREMA: 

a) S i  eX ~hXema 1; = F.x u L-esXable abint6fic0, entancu 4 Q > 0 3 

P > 0 que sa.t%bacen (1-771 . 
b) S i  exinZen P;Q > 0 que u d d i c a n  (1-77 ) ;  e m n c u  el bhtema u L-uXa - 

ble abintbfica. 

OBSERVACION: Para averiguar si un sistema lineal estacionario es 6 no L-es- 



table asint6tico podemos seguir el siguiente procedimiento: 

i) Tomr una matriz Q > 0 cualquiera (por ejemplo Q = I). 

ii) Resolver la ecuaci6n (1-1-1) con incdgnita P . 
iii) Averiguar si: P > 0 . 
iv) P > 0 'P sistema L-estable asint6tico 

P J 0 - sistema no L-estable asint6tico. 
Consideremos m sistem dinhico dado por su representaci6n externa: 

y(t)=f(u(to;t);t) donde f(0;t) = O  . 
4 € > 0  3 n > o  / El sistema es 8780-enXabCe cuando + t 

0 

si llu(t) 1 1  < n + t > t entonces lly(t) 1 1  < E +t > t ; es decir 
0 0 

que a una entrada de pequeiia amplitud le corresponde una salida de peque- 

fia amplitud. 

TEOREMA:  , t 

L 
DEMOSTRAC I ON: o 

4 't to , + € > O  . 
Sea (lu(t)I) < n + t > t 

0 
t - t 

entonces Jly(t)l( [ lh(t;~)I. llu(~)IId~ < u J jh(t;~))dr < n ~ .  
-t -t 
0 0 

E tomando n = tenemos lly(t)l( < E + t > t , con lo cual el 
0 

sistema resulta BIBO-estable. 

(*) BIB0 proviene del ingles: bounded input, bounded output. 



T 
-) Supongarnos por e l  absurdo que + k  3 T / I Ih(T;r) )dr  > k . 

Entonces tomando e l  s iguiente input: t ,. 

nos queda que: 
T T T 

YO = / ~ ( T ; T ) u ( T ) ~ T  = I 1 ~ ( T ; T )  1 . T I . ~ T  = n $ h ( ~ ; r ) d r >  n . k ,  
t t 
0 0 

t 
0 

l o  cual  e s  una contradiccidn por s e r  e l  sistema BIBO-estable. 

COROLAR 10: 

Un sistema l i n e a l  y estacionario e s  BIBO-estable +I., ~ * q h ( ~ ) ( d ~  < + m  - h e Ll(O;+m) . 
O B S E R V A C I O N :  Sea e l  sistema l i n e a l  y estacionario:  

Sabemos que h ( t -B)  = H.@(t;B) .G , donde @(t;B) = e ~ ( t -  B) 

e s  dec i r  que : h(r )  = N. eFr . G . 
Entonces : 

donde X~ son 10s autovalores de l a  m a t r i z  F , y ai ( r )  son polinomios . 
Por l o  tanto: 

e l  sistema es  BIBO-estable c-, h e L1 (O;+m) o Re X i  < 0 +k i o 

ea e l  sistema e s  L-estable as intdt ico.  

4-5. C R l T E R l O  DE N Y Q U I S T :  

Supongamos tener un sistema d i n h i c o  l i n e a l  y estacionario 

de l  cual  conocemos su  funcidn de transferencia H(s) por a l g h  diagramade 

10s v is tos  anteriormente (por e j  emplo, diagrama de Nyquist) . 
Nos preguntamos s i  con l a  informacidn que nos d5 e l  diagrama representa - 

t ivo de H(s) podemos determinar s i  H(s) e s  o no es tab le ;  para respon - 
der a l a  pregunta nos apoyaremos en e l  s iguiente:  

TEOREMA DE CAUCHY: 

Sea C unu cmva c m a d u  en ct plano complejo. 



Sea F 6unCi6n holornotr6a que fiene z cmoa y p potoa en d irtt&otr 

de C (contadoa con A M  trapectivan rnWpLic idada1  . 
Evdonca d niimmo de v e c a  que F(C) ( h a g e n  de C potr F ) g h a  aete  - 

dedotr d d  ortigen, en ct ptano cornptejo h a g e n  de F , en ae&do c o W o  

a $a agujnn d d  t r d o j ,  a i g u d  a:  p - z 

plano s plano F(s) 

Consideremos e l  siguiente sistema con H(s) una funcidn racional . 

es l a  funci6n de transferencia del  sistema equivalente. donde T = - 
1 +H 

Los polos de T son 10s ceros de (1 +H) . 

Y 

Pretendemos que T(s) sea estable,  es  decir  que 10s polos de T(s) ten- 

gan parte r ea l  negativa, l o  cual equivale a que 10s ceros de ( 1  + H) ten- 

gan parte rea l  negativa. E s  decir  que s i  z es  e l  nihero de ceros de (l+H) 

con parte rea l  no negativa entonces debe s e r  z = 0 . 
Vamos a apl icar  e l  teorema de Cauchy antes enunciado; para e l l o  constru- 

yams una adecuada curva cerrada C en e l  plano complejo de l a  variable s.  

H 
i 

Sea C l a  curva contorno del semi-plano Res 2 0 , que puede def inir-  

se como l a  uni6n del  e j e Im s con l a  semi-circunf erencia de radio R = +a 

a l a  derecha. 

Y 

(u; y escalares) 

Entonces, teniendo en cuenta que 10s polos de H son 10s polosde(l+H),  



resul  t a  : 

TEOREMA DE N Y Q U I S T :  

EL ~ h z e m a  a a x a b l e  (T(s) a a t a b l e )  cuando el n h a o  de v u W  de 

H(C) ukhededok d e l  puvLto &co (-  1 ) a i g u d  a p ( n h a o  de poLob 

i n a t a b l a  de H(s)) . 
DEMOSTRAC I ON: 

T(s) e s  es table  0 = z ( n h e r o  de ceros inestables de (1 + M ) )  - 
e l  n h e r o  de veces que (1 + H) (C) g i r a  alrededor de l  origen e s  (p - z) - 

nero de veces que H(C) g i r a  alrededor de l  punto (- 1 ) es  p . 

Hallar l a  reg la  para la  es tabi l idad d e l  s i s t e m  en las o t ras  3 represen - 

i )  S i  H(s) es  es tab le  (p = 0) , entonces : 
I 

T e s  es tab le  H(C) no envuelve a1 punto (- 1)  . 
i i )  S i  H(s) es  es tab le  y H(m) = 0 , entonces: 

T e s  es tab le  - e l  lugar de Nyquist de H(s) v6 a1 punto (- 1) a 

su izquierda. 

EJEMPLO:  Im H(iw) Im H(iw) 

( , )~+oo  w=+ m 

Re H (iw) Re H(iw) 

E J E R C I C I O :  
ines t ab le  es table  



tac iones . 
GRADOS DE E S T A B  I L I DAD: 

Consideremos e l  anter ior  sistema m 
y supongarnos que sea es table ,  es  decir  que e l  lugar de Nyquist de H(s) t i e  - 
ne a1 punto (-1 ) a su izquierda. Im H(iw) 

Re H(iw) 

Pretendemos que e l  lugar de Nyquist de H(s) no .este cerca del punto 

(-1) , pues cualquier mdi f icac i6n  del sistema l o  harla inestable. 

Una t a l  mcdificaci6n podrla se r :  

con k 9 I . 
Se define por matrgen de ganancia a1 n h e r o  r e a l  A , de manera que e l  

product0 de A por e l  lugar de Nyquist de H(s) pase por e l p u n t o c r l t i c o  

(- 1 ) . Gr5f icamente tenems : 
Im H(iw) 

- 1 
I 
I Re H ( i w )  



E l  margen de ganancia A nos d5 una idea de hasta cuanto es  posible mo - 
d i f i c a r  e l  m6dulo de l a  funci6n de transferencia H(s) . 

Otra posible modificaci6n de l  sistema e s  re tardar lo  con una constante de 

retardo T ; es  decir :  

Como un retardo t iene por funci6n de transferencia e -ST , entonces l a  
- ST del  sistema equivalente e s  e .H(s) . Esto se  traduce en una rotaci6n de 

(-wT) del  lugar de Nyquist de H(s) . 
Se define por rn-en de Jase a1 Bngulo mm que se  debe ro t a r  a1  lugar 

de Nyquist de H(sJ para que 6s te  pase por e l  punto c r l t i c o  ( -  1 )  ; es  de - 
c i r  que mrn nos d5 e l  Bngulo mBximo de rotaci6n para e l  cual  e l  s i s temas i  - 
ga siendo es table .  

GrBficamente tenems: 

La teorza clBsica de servomecanismos estudia l a s  reglas para construi r  

sistemas con margen de ganancia A y margen de fase  0, grandes, p u e s s i  

e l  sistema e s  es tab le  tenemos: 



4-6 .  C O M P E N S A C I O N  DE SERVOMECANISMOS.  

Sea un sistema con funcidn de transferencia H(s) . Queremos construi r  

un regulador G de manera que e l  sistema 

Consideremos u = u (cte)  ; deseamos que l a  sa l ida  y ( t )  sea  aproxima 
0 - 

damente igual a uo . 
Para l a  es tabi l idad e l  lugar de Nyquist de H(s) .G(s) debe pasar a la 

G? 

derecha del  punto (- 1) (cuanto m5s l e  j os mej or)  . 
En cambio para l a  precisi6n debe s e r  yen - uo , l o  cual  s e  traduce en 

que G (0) .H(O) sea  grande, pues de 

sea precis0 y es table .  

D 

Y(s) = H(s) G(s) U(s) = H(s) . G (s) - uo 

1 +H(s) G (s) l+H(s)G(s) s 

resul  t a :  

= l i m  y ( t ) =  l i m s . Y ( s ) =  l i m u o .  H(s) . G(s) - 
Ycn 

- 
t -+ + a  s - + o  s -+ o 1 +H(s) G (s) 

H 

o sea que H(0) . G(0) debe s e r  grande . 

Y 

Hay d i s t i n t a s  maneras de r ea l i za r  l a  compensacidn: 

a) COMPENSAC l  ON PROPORC I ONAL.  

Consiste en e l e g i r  G(s) = G o  . 
Para la es tabi l idad debe s e r  G o  menor que e l  margende ganancia. En 

cambio para la precisidn debe s e r  Go.H(0) grande. 

E s  por e s t e  dilema que la  compensacidn proporcional puede no dar una 

respuesta s a t i s f ac to r i a .  U n a  compensacidn &s general s e  puede l o g r a r a  

travgs de una funcidn G(s) que depende explicitamente de l a  frecuen- 

c i a  s . De e s t a  f o m  mediante defomaciones de l  lugar de Nyquist de 

H(s) . G(s) podremos mejorar l a  es tabi l idad s i n  perder precisidn o vice  - 
versa. 

b) COMPENSAC l  ON D E R I  VADA. 

l+aT. s 
Consiste en tomar: G(s) = G o  . , + T.s con T; a > 1 c t e s  , siendo 

su diagrama de ceros y polos: 



y su lugar de Nyquist: 

w=o 

Llamamos dtecuenoias chA2cas o de tesonanoia a aquellas frecuencias 

w = o para l as  cuales H(io) est5 pr6xim a1 punto (-1 ) . r 

Conocidas las  frecuencias crzticas trataremos de ajustar l a s  constan - 
tes a y T de manera de lograr que dichas frecuencias correspondanava - 
lores positivos y mfiximos del Arg G(io) . Esto se traduce en una rota - 
ci6n del lugar de Nyquist de H(s) , con l o  que se logra mayor estabi- 

lidad, s in  disminuir l a  precisi6n que viene dada por Go .H(O) . 

I 
I m  H(iw) 

Este sistema tiene como funci6n de transferencia: 

H(s) = Go . l+aT.s 

1 + T . s  



donde : 

1 L 

c) COMPENSACION I N T E G R A L :  

Consiste en tomar: G(s) = G . 
0 

con T ;  b > 1 c t e s  , 
l+b.T.s 

siendo su diagrama de ceros y polos: 

y su lugar de Nyquist: I Go 

Este t ip0  de compensaci6n amenta l a  precisi6n s i n  a l t e r a r  l a  e s t a b i l i -  

dad. 

d) COMPENSAC l ON l NTEGRAL Y D E R I  VADA: 

S i  querernos me jorar simult5neamente precisidn y es tabi l idad u s m s  una 

compensaci6n mixta de l  t ipo: 

4-7. T E O R I A  DE POPOV: (*) 

E l  c r i t e r i o  de Nyquist e s  para sistemas con feed-back constante e igua l  

a 1 ; en cambio l a  teor ia  de Popov l o  generaliza para sistemas con feed-back 

(*) Para un a d l i s i s  detallado de es te  tema ver: Aizeman and Gantmacher: "Absolu- 

t e  Stabi l i ty  of Regulator", I-iolden Day. 



no necesariamente lineal. 

Sea el sistema 
x = F.x + G.u 

y = H.x 

con u = - IJJ (y) , siendo IJJ una funcidn no necesariamente lineal que veri - 
fica y'. $(y) 2 0 . 

DE F I N I C I ON : Una funci6n de transferencia H(s) se llama p a a d v a  4 e d  cuan - 
do (Re s 2 0 -- Re H(s) 2 0) (*) 

LEMA: La funci6n de transterencia H. (sI - F) . G es positiva real o 

se verifican las siguientes condiciones: 

i) F es asint6ticamente estable. 

( ii) 3 P;Q > 0 / F'P + PF = - Q  

P simgtrica P.G = H' 

TEOREMA DE POPOV: 

S i  l a  6unciSn de fiau26denenoia H. (sl - F) -' .G es poa.itiva k e d ,  e a o n c u  
p a  Xoda deed-back IJJ con y' .IJI(~) 2 - 0 Xenemaa L-esXabUad aniM;t6&ca. 

DEMOSTRACION:  Sea V =  xf.P.x . 
Corn = F.x + G.u = F.x - G.+(y) = F.x - G.IJJ(~) 

d resulta W = - V  = ~'.P.x + x'.P.~ = - x  '.Q.x - 2 .(Hx)' . p(Hx) < dt 

Por ser Q > 0 , entonces el sistema es L-estable asint6tico. 

C R l T E R l O  D E L  C I RCULO: 

Sea el sistema 

* i A = ( a )  entonces Re A = (Re a. .) 
1 3  



donde la  funci6n $ satisface: 

k y  L $(Y) L K.Y 

E l  chi;tma deL &c&a dice lo  siguiente: 

E l  sistema es estable cuando su lugar de Nyquist deja a1 circulo C a 

su izquierda. 



F i l  t  r a d o s  E s t a d i s t i c o s  

I I - 1 . NOC I ONES I NTRODUCTOR I AS (* ) 

1 - 1  . ALGllNOS CONCEPTOS SOBRE VARl ABLE ALEATORI A: 

Una variable aleatoria expresa 10s resultados de una experiencia alea - 
toria,  es decir de una experiencia donde 10s resultados no pueden ser  pre- 

vistos de antemano de un mod0 determinlstico, per0 se l e  puede asociar una 

medida de su verosimilitud que llamaremos paobab&dad y l a  simbolizarems 

con l a  l e t ra  P . 
Una variable aleatoria X queda caracterizada por su ~ u n C i 6 n  de din;ttl/i - 

bucian de paababUdad  : 
F (x) = P (X x) 

que expresa l a  probabilidad de que l a  variable aleatoria X tome valores 

menores o iguales que uno dado (x) . 
Si esta  funci6n es derivable, llamarems ~ u n c i ' a n  de d e w i d a d  de paobubi - 

Nos interesa considerar 10s siguientes 2 momentos de l a  variable aleato - 
r i a  X: 

u p m a n z a  r n a ; t ~ c a :  E(XI = J * m X  . d ~ ( x )  
-00 

l**) 

VECTOR ALEATOR I 0  

E s  un vector donde cada componente es una variable aleatoria escalar 

(*) Para mayor infomci6n ver por ejemplo Sixto RPos, 'N6todos Estadisticos", Mc 

Graw-Hill, 5ta. ed. 

(**) La integral debe considerarse en e l  sentido de St ie l t jes .  



pecificarse l a  funcidn de distribucidn conjunta: 

6 en e l  caso de que exis ta ,  l a  funci6n de densidad conjunta: 

La esperanza rnatem5tica de un vector a leator io se  define por: 

y l a  m&z de covahiancia por: 

C, = E([X - E(x)] . '[x - E(x)] ' )  = 

[ X , - E ( X ~ ) ] ~ .  . . . . . . . . . . . [X 1 -E(X 1 )I. [xn-E(Xn)] 

[X n -E(X n )] . [X -E(X )I . . . [xn-~(xn)] 
1 1 

que es una m a t r i z  semi-definida posit iva.  

OBSERVACION:  (*) 

C es r < n (en cuyo caso l a  distribucidn llSi e l  rango de l a  rnatriz rn 
se llama singular) exis te  un hiperplano L de dimensi6n r en e l  cua1,con 

probabilidad 1 , estP toda l a  masa de l a  distribuci6n. 

S i  e l  rango de Ern es n (caso regular) , no exis te  t a l  hiperplano de 

dimensi6n r < n" . 
En l o  que sigue supondremos, salvo especificaci6n en contrario , es ta r  

f rente  a problems regulares. 

VECTOR A L E A T O R I O  GAUSSIANO,  NORMAL 0 DE LAPLACE:  

Un vector a leator io de esperanza m y covariancia C se dice Gaud iuno ,  

(*) Sixto Rios, W6todos Estadisticos", Mc Graw-Hill, Sta. ed., p. 176. 



N o m d  6 de Laphce cuando su funcidn de densidad es: 

1 - 1 
dF (x) 1 - - ( x - m ) l . ~  .(x-m) 

= p(x) = . e 2 

dx n 1 
(2a)T . ( c 1-2 

donde Icl= de tmrinantede  l a m a t r i z  c . 
PROP I EDAD: 

Dada una particidn del vector a leator io gaussiano 

res  gaussianos) , con: 

(3 
donde 

donde 

- - 
' i j  

nos planteamos e l  problem de estimar X cuando X es conocido, o sea 
A 1 2 

buscamos un ua%adok de X1 (XI) en funcidn de X2.  

Puede demostrarse que e l  mejor estirnador estg dado por: 

ver i f  ica : 
-9 

i )  X1 es un vector aleatorio gaussiano, por ser  combinacidn l inea l  de 

vectores gaussianos. 

i i )  E(X ) = o . 
1 - - - 

i i i )  E(X1 .Xi) = C l l  - - 1 
5 2  C22  C21 

- 
Por l o  tanto 10s vectores X y X son independientes (son nomalesycon 

1 2 
covariancia nula) . - 

En consecuencia l a  esperanza de X condicionada a X2 resu l ta  igual a - 1 
E(X,) , o sea 

E(A, / x,) = ~ ( 2 ~ )  = o . 
E s  decir: 

A 

0 = E(? / X  ) =  E(X - X  / X ) =  E(x1/X2) - E ( i  / X )  
1 2  1 1 2  1 2  

y como E (X / X ) = X (pues para X f i j o  resulta X1 constante), 
1 2 1 2 



t enemos : A 

- 1 E(X1/X2) = X  1 = m  1 + C L (X2 -m2) . 
12 22 

E J E M P L O :  

Considerems el vector aleatorio X = (El) , donde Xl es la altura me - 
2 

dida en an. y X2 el peso en kg. de una persona de una determinada pobla- 

Supongamos que: 

Sabemos que el peso de una determinada persona es de 65 kg; querems es- 
timar su altura. 

El mejor estimador est5 dado por: 

con una covariancia de error 

Si no hubi6ramos conocido X , la estimacidn habrla estado dada por 
2 

E(X1) = 1 7 0  an y la covariancia de error habria sido L = 1 0 0  . 
1 1  

1-2.  F U N C I O N E S  E S T O C A S T I C A S .  

Muchos fenGmenos, tales como ruido en las comunicaciones telefbnicas,con - 
sum de electricidad, etc. no pueden ser descriptos con una sola variable - a 
leatoria, ya que 6stos dependen de un parhetro t que es el tiempo. 

Llamarernos ~ u n c i 6 n  6 pkocuo uXociWLco a una familia de variables alea - 
toria X(t) (a cada instante t le corresponde una variable aleatoria 

X(t)) 
Una funci6n estoc5stica queda caracterizada por el conjunto de las fun- 

ciones de distribuci6n; 

Estas funciones deben verificar condiciones de compatibilidad, por ejem- 

plo : 

Otra f o m  de describir una funci6n estocaistica es a travgs de la: 



REPRESENTAC l ON EXTERNA:  

Denominamos treptruentaci6n exXmna del proceso y ( t )  , a1 conjunto for-  

mado por 10s 2 primeros mementos: 

donde : 

OBSERVAC I ON: 

Diremos que y ( t )  es gaussiana o normal cuando l o  Sean cada una de l a s  

Fn 
La descripcidn externa proporciona mucho menos i n f o m c i d n  que l a  tota-  

l idad de l a s  funciones de distr ibucidn conjuntas, s i n  embargo en e l  caso de 

una funcidn estociistica gaussiana, conocer su descripcidn externa equivale 

a conocer e l  proceso completo. 

TRANSFORMACION L I N E A L  DE FUNCIONES E S T O C A S T I C A S :  

Sea u ( t )  una funcidn estocls t ica  de representacidn externa {mu(t) ; 

A ( t  ; s)  } , a l a  cual l e  aplicamos una transformacidn l inea l  

Entonces y ( t )  es  una nueva funcidn estociistica cuya representacidn ex - 
terna viene dada por: 

t (*I t 

~ ( t )  = E(y(t))  = B ( h(t;a)u(a)da) = ( h( t ; a )  E(u(a))da = 

to  t ft  0 

(*) Supondrmos que s e  ver i f ican l a s  hipdtesis de l  teorema de Fubini, para que l a  
integral  y l a  esperanza puedan s e r  pennutadas. 



S 

= E / h ( t ; a )  • [ ~ ( a )  - mU(a)] .[u(B) - mU(6)] * h l  (s ;  B)dad~ = 

to  to 

= [ / h( t ;a )  . Auu(a;6) .hl (s; 6)d.d~ . 
t 

0 0 

De e s t a  manera es  posible calcular  la representacidn externa de y ( t )  co - 
nociendo l a  representacidn externa de u ( t )  y l a  respuesta a1 impulso 

h ( t  ; s )  . 
De l a  m i s m a  forma podemos de f in i r  l a  c a v d a n c i a  ctruzada ent re  2 sefiales 

S i  y l  ( t )  , y, ( t )  resu l  t an  de una transformacidn l i n e a l  de u ( t )  ; u ( t )  
1 2 

respectivamente: 
r t  

s e  obtiene, en forma an5loga a l o  hecho anter iomente ,  

CASO E S T A C I O N A R I O :  

Una funcidn es tocast ica  s e  llama a l t a c i a n d a  cuando su representaci6n es  

invariante por traslaciones en e l  tiempo; e s  decir  si:  

Utilizando su representacidn externa tenernos : 

( my(t) = 5 = c t e  

Sea y ( t )  = I h ( t -a )  .u(a) .& una transformacidn l i n e a l  y estaciona- 
: w 

r i a  de u ( t )  en y ( t )  ; s i  u ( t )  e s  estacionaria entonces y ( t )  r e su l t a  

tambign es tacionar ia ,  pues: 

L +a +a 

m ( t )  = 1 h(t-a )  .mu(.) .da = ( h(6) .\(t-6) .d6 = ( h(6) .mu.d6 = c t e  
Y 

-a 0 0 



- - J  a h(a) .Auu(t-S+B-a) .ht (B) . d a . d ~  = A W ( t - s )  

6 sea: 
t o o  +al 

h(a) .Auu(t+B-a) .ht (8) .da.dB (11-1) 

ESPECTROS. 

D E F I N I C I O N :  Se llama upecdxo S (s) de l a  funci6n estocgstica estaciona- 
W 

r i a  y ( t )  a l a  transformada de Laplace de l a  matriz de covariancia A ( t )  , 
W 

es  decir:  

W 
Adeds, transformando l a  expresidn ( I  I - 1 ) , resul ta :  

donde 

Llamaremos teptruer1&zci8n upec;ftLae de l a  funci6n estoc5stica estaciona- 

r i a  y ( t )  a1  conjunto: 

Se demuestra que las condiciones para que una matriz pueda s e r  considera - 

da un espectro son: 

i i )  S(Sj = S(s) 

i i i )  S(iw) 2 0  - t F w ~ 0  . 
EJEMPLOS: 

a) SEflAL DEL TELEGRAFO: 

Estamos ante  una s e a l  que asumeuno de dos niveles posibles. Los cam- 

bios de nivel  de l a  seiial se  producen en tiempos t , t , . , t  . Estos tiem n - 
pos s e  distribuyen s e g h  una ley de Poisson, es decir  que l a  probabilidadde 

que haya un cambio de nivel  de l a  sefial en un intervalo de amplitud d t  es 

~ d t  (A constante) y l a  probabilidad de que haya m5s de un cambio de nivel  

en un intervalo de amplitud d t  es  cero. En e s t e  caso, l a  probabilidad de 

que no haya cambio de nivel  de l a  seiial en e l  intervalo LO, t] es e- A t  . 
A cada tianpo ti va asociada una variable a lea tor ia  Ai que toma 10s 

1 valores 1 y -1 , ambos con probabilidad 7 . 



Consideramos e l  siguiente proceso estoc5stico u( t )  : 

para t = ti , ~ ( t )  = Ai 

para t .  < t < ti+l , ~ ( t )  conserva e l  valor que asumib en ti . 
1 

Por ejemplo, s i  resul-ta Ai = 1 ,  u(t)  tom en ti e l  valor 1 Y 10 

conserva hasta que se produce un cambio de sefial en cuyo caso tom e l  valor 

correspondiente a *i+ 1 

Para este proceso se verifica que: 

E(u(t)) = 0 

E(u(t+r) .u(t)) = e - 1  . B(A?) + (1 - e-4'1) . E ( A ~ . A . )  = e -4 T I  
1 3  

donde : 

e - 1  ' 1  : es l a  probabilidad de que no haya sefial entre t y t + r  . 
~2 : es e l  valor del producto u(t+r) .u(t)  en e l  caso de que no haya se i - 

fial entre t y t + r  . E(A?) = 1 
1 

I -e-Al ' 1 : es l a  probabilidad de que haya sefial entre t y t + r  . 
A..A.(i#j): es e l  valor del producto u(t+r) .u(t)  en e l  caso de que ha- 

1 3  
ya seflal entre t y t + r  . E(A..A.) = 0 a1 ser Ai y A varia- 

1 3  j 
bles independientes. . . 

Observemos que esta represeritacibn externa corresponde a un proceso no 



gaussiano . 
b) RU l DO BLANCO: 

Un ruido blanco es una seiial r ( t )  que t iene por func i6n de correlac i6n 

A T )  = k. 6 (T) ; siendo, en consecuencia, su espectro Srr (s) = k (cons- 

tante) . E (r  ( t + ~ )  . r ( t )  ) = k. 6 (T) nos e s t5  indicando que para 2 tiempos t y 
t + ~  , aunque T sea m y  pequefio, 10s valores de r son independientes. 

c) Sea: 

con u un ruido blanco que verif ica  SuU(s) = k2 . 
Entonces resul t a  de ( I  I - 2) : 

6 sea: k2 -It( ~ ~ ( t )  = S-'(S (s)) = T e  
W 

Observernos que l a  funci6n de correlaci6n es salvo constante de proporcio - 
nalidad, l a  misma que l a  de l a  seiial del  telggrafo, aunque 10s procesos son 

m y  diferentes . 
Esto nos dermestra que conocer l a  representaci6n externa no proporciona su - 

f ic ien te  informaci6n corn para conocer l a  totalidad del proceso 

d) M O V l M l E N T O  BROWNIANO: 

Para dar una definici6n rigurosa del ruido blanco, ( lo  harems 116s adelan - 
te)  deberemos u t i l i z a r  o t ra  funci6n estoc5stica: e l  movimiento browniano 6 

proceso de Wiener-Levy . 
Para introducir es te  t ip0 de proceso analicemos e l  siguiente ejemplo: 

Sea y( t)  l a  funci6n estoc5stica que representa en e l  instante t l a  po - 
sici6n de un borracho, que en e l  tiempo t = 0 sa le  de un caf 6 ubicado en e l  

origen de coordenadas. 



Consideremos l a  variable a lea tor ia  gaussiana h ( t 2 ; t l )  = y( t2 )  - y ( t  ) 
1 

que sat isface:  

i )  E ( A ( ~  ; t  ) )  = 0 
2 1 

i i )  E(a2(t  ;t ) )  = I t2-tl 1 
2 1 

i i i )  s i  ( t l ; t 2 )  n ( t 3 ; t 4 )  = 4 entonces a ( t  ; t  ) y a ( t  ; t  ) son indepen 
2 1 4 3 - 

dientes, e s  decir  que 10s movimientos que hace e l  borracho en interva - 
10s de tiempo disyuntos son independientes. 

Se puede demostrar que ex is te  un proceso estoc5stico que ver i f ica  todas 

e s t a s  propiedades, y que es  justamente e l  proceso de Wiener-Levy 6 movimien - 
t o  browniano. 

E J E R C I  C I O :  Demostrar que: 

E(y( t ) )  = 0 ; E(y(t) .y(s))  = min ( t , s )  donde y ( t )  = a (t;O) . 
PROP l EDADES D E L  PROCESO DE W I ENER-LEVY.  (*) 

i) l a s  trayectorias,  con probabilidad 1 , son continuas. 

i i )  l a s  trayectorias,  con probabilidad 1 ,  no son funciones de variaci6naco - 
tada . 

i i i )  l a s  trayectorias,  con probabilidad 1 , no tienen derivada en n i n g h  pun - 
t o .  

11 -2 .  FILTRO DE WIENER 
2 - 1 .  E L  PROBLEMA D E L  F I L T R A D O .  

Dadas 2 funciones estoc5sticas y ( t )  , z ( t )  con z ( t )  desconocida, e l  

problema de l  f i l t r a d o  consiste en buscar h ( t ; s )  de manera que: 
r t  

L 
0 

dE l a  mej or. estimaci6n de z ( t )  , conociendo 10s valores de l  input y desde 

t a t .  
0 

(*) Ver Doob, "Stochastic Processes". 



Para que e l  problem tenga sentido debe e x i s t i r  y se r  conocida l a  corre- 

laci6n entre  z ( t )  e y ( t )  . 
Consideraremos como mejor estimacidn de z ( t )  aquella que minimice l a  ma - 

t r i z  de covariancia del  error  i ( t )  = z ( t )  - ; ( t)  , o sea aquella que haga 

E(i  ( t )  . Z ' ( t )  ) = minimo . 
Por l o  tanto e l  f i l t r o  ser5 e l  6ptimo s i  l a  matriz C = ~ ( i ( t )  . Z '  ( t ) )  

cumple que para todo o t ro  f i l t r o  de es ta  forma, con matriz de covariancia de 

error  C , resu l ta  C 5 - C en e l  sentido mencionado en 1-4-3 .  

Esto es  equivalente a que: 

y '  .E(Z(t) . Z '  ( t ) )  .y = E(y' .Z(t) . Z '  ( t )  . y t )  = E(I( y '  .Z(t) ) I 2  ) 
sea minimo y y  . 

A t a l  h( t ; s )  se lo  llama diL&a utad.ln;tica 6p;tima. 

2-2. E C U A C I O N  DE WIENER-HOPF-BOOTON.  

De acuerdo con l o  dicho anteriormente buscamos e l  ? (t)  = 1 h ( t ; a ) ~ ( a ) d a  

6ptimo es decir  t a l  que: L 
0 

y f . ~ ( Z ( t ) . Z ' ( t ) ) y  = mlnimo + y ,  

suponiendo conocida l a  descripci6n externa conjunta de y ( t )  , z ( t )  : 

' j y ( t ; s )  = E(y(t) * Y '  (5)) 

Ay,(t;s) = E(y(t) . z '  (s))  

AZz(t;s) = E(z(t)  . z '  (s))  

( my = E(y(t))  , mZ = E(z( t ) )  (que supondremos nulas, es  decir  v=mZ = 0) 

Por l o  tanto: 
F ,-t 

y t . E ( i ( t ) . i ' ( t ) ) . y  = y ' . ~ L ( z ( t )  
- J+ 

h( t ;a )  .y(a)da) . (z' ( t )  - 

C 

p Z y ( t ;  B) .h' ( t ;  B)dB + 

Supongamos que h* ( t ; s )  minimice $(h) , entonces resu l ta  que fl 
calculada en h ( t  ; s )  = h* ( t  ; s )  + h .g (s) t iene,  corn funci6n de h , su m i  - 
nimo en h = 0 + g ( s )  ; o seaque  s i  

@(A) = d ( h *  + hog) 

tenemo s & ( A  = 0) = 0 dh +g(s> 



Por l o  tanto 

L 

= . i t [  J' g(a) ~ ( a ; t ~ h  + F Y B ; ~ )  g l ( ~ ) d ~  = o I Ug ( 4  (11-4) 
-t 

to 0 
donde t 

F(a;t) = [ AW(a;6) h*' ( t  ;k)dk - Ayz(a;t) . 
L. 
0 

Como l a  expresi6n (11-4) debe verificarse + y , resulta que: 

t t 
J g(a) ~ ( a ; t ) b  + ( F' ( ~ ; t )  g1 ( B ) ~ B  = 0 

to 
t 

0 0 

0 

Tomando en (I1 - 5) gij (a) = 

0 

0 

tenemos que F(T ; t )  = 0 +f T e [t ; t] , 6 sea 
0 

que se  llama ecuuci6n de Wiena-BooXon, la cual es equivalente a: 

t 
L. 
0 t 

= I h*(t;fi) E(y(8) Y ' (a l ldl  = I h*(t;B) AW(B;a)dB 

to to 

l a  ecuaci6n (11-6) se  transforma en: 

0 sea: 
A- (t ;a) = 0 Ya e [t ; t ]  , 

0 
(11-7) 

z Y 
l o  cual nos expresa que e l  error no est5 correlacionado con las  observa - 



ciones y . 
l NTERPRETAC l ON GEOMETRI CA: 

Sea Y e l  sub-espacio generado por e l  conjunto de l as  variables aleato 

r i a s  que son l a s  observaciones €y(6) / 6 e [t ; t] ) . 
0 

Cano 2 es una combinaci6n l ineal  de l as  observaciones, resulta que 

2 E y . La ecuaci6n (11-7) nos dice que e l  error de estimaci6n i debe ser  

ortogonal a y , es decir que Z(t) es l a  proyecci6n de z( t)  sobre y . 

CASO ESTAC l ONARl 0 DE LA ECUAC l ON DE w I ENER-BOOTON: 

En e l  caso estacionario l a  ecuaci6n (11-6) de Wiener-Booton se transfor - 
ma en: t 

A ( t-a) - J h*(t-6) A (B-a)dB = 0 
W 

W a l t  
ZY - w 

6 sea: t 
Azy(t) - h*(t-8) A ( 6 ) d ~  = 0 

W 
Y t  L - 0 , (11-8) 

- w 

que se denomina ecuaciBn de Wiena-ffopd. 

2-3. RESOLUCION DE LA ECUACION DE WIENER-HOPF. 

Si la  ecuaci6n de Wiener-Hopf fuese v5lida 4 t  , entonces transforman - 
do por Laplace l a  ecuaci6n (11-8) tendriamos: 

6 sea 

SZy(s) - H* (s) . SW(s) = 0 

Pero como l a  ecuaci6n (11-8) solo se verifica -tF t 2 0 , deberemos resol- 

verla de otro modo. Para e l lo  veamos algunos conceptos previos. 

i )  FACTORIZACION DE ESPECTROS: 

Para todo espectro S (s) existe una d4ctottizacc6n dumte de manera 
W 

que : 

+ 
donde e l  factor S (s) tiene l as  siguientes propiedades: 

W 



a) S' (s) es  t r e d z a b l e ,  es  decir  2-' (s' ) ( t )  = 0 Y t < O  . 
W W 

b) S* (s) es  a t a b l e ,  e s  decir  10s polos de S+ (s) tienen par te  r ea l  ne 
W W - 

gat  iva . 
c) (s&(s)) -' es  real izable  y es table .  

+ 
Notaremos S' (s) = (SW(-5))' 

W 

i i )  PARTE R E A L I Z A B L E  DE UNA FUNC I ON: 

Llamamos pnh/te treaeizable de l a  funcidn f ( t )  a la funci6n 

y pcmte a ~ - t r e d i z a b l e  de f ( t )  a :  

Aden& def inirnos : 
(F(s))+ = d e ( f + ( t ) )  

( F ( s ) ) - =  d e ( f - ( t ) )  

Aplicando es tas  definiciones tenemos l a  siguiente propiedad: 

L E  MA : 

S i  F+ = G+ entonces resu l ta  (F.D)+ = (G.D)+ Y D = D  - 

i i i )  RESOLUC ION DE L A  ECUACION: 

Ahora estamos en condiciones de resolver l a  ecuacidn de Wiener-Hopf: 

;w 

o sea que tenemos: 

I+ + 

Aplicando e l  lema an te r ior  con l a  matriz (s&(s))-' , resu l ta  que 

por s e r  H(s) , S* (s)  real izables .  
W - - 

0 sea 

H(s) = I S  Z Y ( S  s W + [ s (s) 1 - I  

EJEMPLO: 
1 

Consideremos una sefial escalar  z de espectro SZi(s) = - . 1 - s 2  



z =i y 4-1 H (s) ? 2 * 

Con una s e k l  disponible y = z + r , donde r es un ruido de espectro 

Srr (s) = k2 . 
Supongamos adem5s que SrZ(s) = 0 . 
Por l o  tanto: 

o sea que 
2 5 2  + k 2 =  SW(5) = - l+k2(1-s2) = k'b b+s b-s 

= (k K)  ( k ~ )  
1 - s 2  1 -s2 1 - s 2  

1 donde b 2 =  1 + -  . 
k2 

La factorizaci6n fuer te  de S (s) es tg  dada por: 
W 

Corn 1 
Syz(s) = ' Z + r ,  (s) = SZz(s) + SrZ(s) = - 1 - s 2  

tenemos : 
I 1  1 -5  I = .  I 1 - - 1 

+ ( I - s ~  ' k(b-s) )+ tk( i+s)(b-s)  + k(b+i)( i+s)  ' 

La funci6n de transferencia del f i l t r o  viene dada por (11-9), o sea: 

H(s) = {S (s)  [ S  (s)]-I) . {st ( s )K1  = 1 l+s - - 
ZY W + W k(b+l ) (1 +s) k(b+s) 

1 - 1 - -  1 - 1 , resulta:  
k2(b+l ) 1+-  + 1  

k2 '< dT$ - 1 

H(s) = 

2-4. FACTOR1 ZAC l ON DE ESPECTROS RAC I ONALES . 
METODO GENERAL PARA CALCLILAR E L  FACTOR FLIERTE (METODO DE D A V I S )  

Sea S(s) una m a t r i z  racional n x n (es decir  sus elementos son fun- 



ciones racionales en l a  variable s) que sat isface:  

S(s) = S' (-s) 

Queremos que: 
S(s) = s+(S) . s - ( s )  = s+(S) . [s+(-s ) ] '  

donde S+ (s) , S- (s) Sean realizables y estables . 
+ 

Para calcular S (s) , haremos adecuadas transfomaciones sucesivas de 

S(s) hasta l legar  a una matriz Q constante y definida posit iva.  E l  proce - 
so a seguir es e l  siguiente: 

sea So (s) = S(s) , 
luego multiplicando por factores Ti(s) estables con det Ti(s) # 0 para 

todo Re s j 0 se  obt ienen: 

T,(s). S m - l ( ~ ) . T ' ( - s )  = Q = L . L 1 >  0 (matrizcons m -. 
tante) . 

Entonces podemos tomar: 

~ ' ( s )  = T;'(s). ... . ( s  . L 

Para real izar  l a s  anteriores t ransfomciones se u t i l izan  2 t ipos de fac - 
tores : 

con a(s) realizable, estable, a(s) # 0 +Re s 2 0 , 
s iendo 

( det Di (a (s) ) = a (s) 



con ai(s) real izables ,  es tables  4F i , 
s iendo : - 1 L ( a ( ~ ) , . . .  a ( s ) ; ~ ~ + ~ ( s )  ,... ;a (s)) = 

J -1 n 

= L - ( s ) ,  . a ( S ) ; - ~ ~ + ~ ( S )  ,... ; - a n ( s ) )  j -1 

d e t  L .  (a (s) , . . . ; a (s) , a j  (s] , . . . ; an(s)) = 1 . 
J 1 j -1 

EJEMPLO: 

Sea : -2s2  + 5 

(s+l)  ( - s+ l )  (-s+2) (s+2) (s+l)  (s+2) (-s+3) 

-2 s  + 3 2 

(-S+l) (-s+2) (s+3) 

Dejamos como e je rc ic io  ver i f  icar  que S(s) e s  un espectro, e s  decir  que 

S (s) ver i f  i ca  1 as 3 condic iones de ( I1  - 1 0) . 
1" ETAPA: SUPRES l ON DE LOS POLOS DE S ( s )  . 

Realizando l a s  siguientes transformaciones: 

s e  obtiene: 
-2s2+ 5 

-2 s  + 3 2 

2" ETAPA:  REDUCCION A LlNA MATRIZ  DE DETERMINANTE CONSTANTE. 

En nuestro ejemplo de t  S2 (s) = 1 . 
En e l  caso general tenemos: 

de t  Sk[s) = ak . n(s-b)  (s+b) 
b 

pues Sk(s) e s  una matriz de polinanios en s y 10s ceros de de t  Sk(s) 

son sim6tricos respecto del  e j e  Im s . 
Para l l ega r  a urn matriz de determinante constante, transformaremos l a  



rnatr iz  S (s) de manera de ir eliminando sus ceros. k 

Sea b un cero del det Sk(s) ; por lo tanto Sk(b) es UM matriz s in  - 
gular , o sea que existe una llnea p . ( f i l a  6 colmna) de manera que: 

3 

Considerando como factor : 

l a  rna t r i z  Sk+l (5) = Tk+l (s) Sk(s) Ti+1 (-s) 

tiene l a  propiedad de no tener a f b como ceros de su determinante . Por l o  

tanto repitiendo es te  proceso para todos 10s ceros (my0 nhe ro  es  f in i to  ) , 
se l lega a una matriz de determinante constante. 

3 "  ETAPA: FACTOR1 ZAC l ON DE UNA MATRl Z POL l NOMl AL DE DETERMI NANTE CONSTANTE. 

Vamos a explicar e l  caso general en e l  ejemplo: 

Como e l  detenninante es constante (=I) , l a  m a t r i z  

es singular. En consecuencia se verifica 

donde p es l a  lfnea que tiene e l  t6nnino de mayor grado y p l a  restan 
1 2 

- 
t e .  

-~onnamos la. matriz L (-s) = ( L  -; ) 
1 

con l a  que obtenemos: 

que es  una matriz constante. 

En general, habr8; que repet ir  e l  procedimiento d s  veces, per0 a1 f i n  llg 

garemos a una matriz constante. 

4 "  ETAPA: CONCLUS I ON. 

E l  factor fuerte  es: 



1 

s+(s) = Dl ( (s+l) (s+2)) D2 (h) Ll (s) (: :) - - 
- - 

- - 6 6 
(3s+5) - S 

6 6 
(s+l ) (s+2) (s+l ) (s+2) 

- - 
3 - 1 - 
6 - JS 
s+3 s+ 3 - 4 

ya que una factorizaci6n de la matriz constante es: 

11-3: FZLTRO DE KALMAN. 
3-1 : I N T R O D U C C  I O N .  

En un problema de f iltrado estadistico uno de 10s objetivos d s  impor- 

tantes es tratar de conseguir un filtro recursivo. Para aclarar este punto 

supongamos, por ejemplo, que queremos estimar una magnitud x desconocida, 

para lo cual hacemos n medidas: 

donde wi es el error en la medicibn i que verifica: 

Sabemos que el mejor estimador es : 

~i obtenemos una nueva observaci6n yn+l , el estimador correspondiente 

6 

lo que implica, que para calcular x ~ + ~  , debemos volver a hacer todos 10s 
c~lculos. Para evitar este inconveniente observemos que: 



Esta es una fdrmul a f i e m i v a  que da l a  nueva e s t  imacidn en fun- 

cidn de l a  nueva observaci6n y n+l y de l a  estimacidn anterior gn . Es-  

to  evi ta  e l  inconveniente de conservar l a s  observaciones anteriores.  

Nos interesa estudiar cuales son 10s problemas del f i l t r ado  que admiten 

una estimacidn recursiva. 

En e l  f i l t r o  de Wiener, l a  estimacidn es: 

C 
0 

que no es recursivo . 
3 .2 :  RUlDO BLANCO - INTEGRAL ESTOCASTICA DE I T O .  

Llamamos MavhievLto Bfiawniano o pf iacao  de Wienm-Levy (vectorial) a 

un proceso estoc5stico V(t) que verif ica:  

b) ~ ( t .  ; t . )  = V(t .)  - V(t .) es gaussiano 
1 J  1 J 

+ t i  t j , 

d) E(a( t .  ; t . )  .a1 ( t i ; t j ) )  = I Q(t)dt , con Q(t) 2 0 . 1 J  - t 
j 

e) S i  1,J son intervalos de tiempos ta les  que I f l  J = (p , entonces 

INTEGRAL ESTOCASTICA. 

Dado V(t) un movimiento browniano escalar con: 

queremos dar sentido a: t 

If = f(a).dV(a) . 
'0 

Cmo V(t) no es de variacidn acotada, (p5g .61) , no podemos aplicar i n  - 
tegl-al de S t i e l t j e s .  

Para def in i r  If , analicemos 10s siguientes casos: 
t 

i )  S i  f (a) = 1 a , entonces def inimos If = dV(a) = V(t) - V(0) . 
0 

i i )  S i  f es una Euncidn escalera, es decir : 

donde x ( t .  ;t 
J j+ l>  

es l a  funcidn caracter ls t ica del intervalo. ( t . ; t  ) ,en  
J j+1 



tonces definimos: 

Del mismo mod0 s i  g(a) = C di x (a) es otra funcidn escalera, 
( t i  ; ti+l 

entonces : i 

De esta manera hems definido urn aplicacidn I ,  que a cada funcidn esca - 
lera f l e  asigna urn variable aleatoria If . 

De l a  def inicidn de movimiento b r m i a n o  se deduce que: 

La expresidn (11-1 1) nos indica que l a  aplicacidn I conserva l a  norma. 

i i i )  Sea f e L2(0;t). 

Como e l  conjunto de las  funciones escaleras es denso en L2(O;t) , exis - 
t e  un a sucesidn de funciones escaler a s  (fn)n e N t a l  que fn  -+ f en L2. 

A 1  ser fn  una funcidn escalera, conocemos 
I G  ii) 

Par ser (fnIne N una sucesidn de Cauchy e I una aplicacidn que conserva 
l a  norma , tenenos que ( I  %) es una sucesidn de Cauchy en un espacio 

n e N  
aleatorio cornpleto y por lo  tanto existe un elemento I , del espacio alea - 
torio a1 cual converge ; por o t r a  parte es f5ci l  verif icar que este l'lmite es 

independiente de l a  sucesidn elegida. 

t 
( *  . 1 1  represents la noma e n e l  espacio ~ ~ ( 0 , t ) = { f / l  1 f (a ) l2  da - - 

' 0 



Ent onces def inimos : 
I f =  lim I 

+ fn 

var iable  a lea tor ia  que ver i f  ica :  

Consideremos un movimiento browniano no estacionario que ver i f ique:  
4- 

" j 
E(n( t i ; t -121 J = Q(o)da , con Q(G) 2 0  . 

-I 

Podemos def i n i r  de l a  miska maner a una aplicacidn de L2 (0; t ;Q) (*) en e l  

espacio de var iables  a lea tor ias  , t 

con l a s  propiedades precedentes A 

CASO VECTOR1 A L  

Podemos considerar tanbien un movimiento browniano vector ia l  V(a) de d i  - 
mensidn n t a l  que 

1 

dmde Q(a) es  una matriz ' def inida posi t iva .  

Entmces s i  +(a)  y $(a)  sonmatr ices  mxn  y p x n  , l a s  i n t e g r a -  

l e s  estoc5sticas 

= f 2 b ( a ) . d v / a )  I$ = j2 $(a) .dv(a) 
+ t ,  s. 

1 1 

son vectores de dimensidn m y p. 

Se demuestra que: 
2 

9 

'I 

donde ( r l ;  '2) = ( t l  ; t 2 )  n (s,  ; s2)  1 

RUl DO BLANCO: 

S i  reemplazamos l a  expresidn dV(a) por v(a)da nos queda: 
t t 

I f  = ( f(a)dV(a) = / f ( a )  .v(a)da , 
0 0 

t 
(*) E s  decir f B L2(O;t;Q) si $ If 1 Qda < - que da la  no- de f . 

0 



donde v se llama &do bhnco .  

E l  ruido blanco v no t iene sentido s i  no es t5  como integmndo. Veamos 

qu6 condiciones debe cumplir v , para que se  verifiquen l a s  propiedades 

conocidas para If . 
Sean : t 

= df g(B).v(B)dB 

a) como sabemos que: 

E(If) = 0 = J~ f ( 4  E(v(a) )h  
3 

entonces debe verificarse que: 

b) como sabemos que: 

entonces para que se verifique l a  igualdad debe ser :  

E(v(a). ~ ( 6 ) )  = 6 (a-B) 

c)  en e l  caso general se  obtiene que: 

E(v(a). v1 (B))  = (?(a). 6 (a-B) . 
OBSERVAC I ON: 

Tambign pueden introducirse integrales estoc5sticas relat ivas  a funcio- 

nes estoc5s t icas ,  surgiendo d i s  t in tos  tipos : integral  de I to ,  integr a1 de 

Stratanovich y otros.  

Pero estas  generalizaciones coinciden en e l  caso l inea l  y/6 detenninis- 

t ico.  

3-3. S I S T E M A  L I N E A L  E X C I T A D O  POR UN R U l D O  BLANCO. 

Sea l a  ecuaci6n diferencial estociistica: 

x = F(t1.x + v( t )  1 x( to)  = Xo 

donde x ( t )  es un vector aleatorio y v( t )  un ruido blanco que verifican: 

= 0 

E(v(t) . v1 (s))  = Q(t)  . 6(t-s)  , con Q(t)  2 0 

E(x(to) .vl (s)) = 0 4s 1 - to 



Por definicidn l a  solucidn de e s t a  ecuaci6n e s  e l  proceso estoc5stico: 

L 
0 

siendo e l  Gltimo sumando una integral  de I t o  y @(t ;a)  l a  m a t r i z  de t r ans i  - 
ci6n correspondiente a l a  matriz de coeficientes F( t )  . 

, PROPIEDADES. 

a) COVARlANClA  DE x ( t )  

Como 
x ( t )  . x l ( s )  = m(t;t ) .x .xl.m' ( s ; t  ) + 

0 0 0  0 0 0 
It m(t;a) .v(a) .xl . m l  ( s ; t  )da 

entonces teniendo en cuenta l a s  hipdtesis hechas, resul ta :  

I min(t ; s )  
A(t;s) =E(x(t )  .xl  (s))  = m(t;t ) . A  . m l  ( s ; t  ) + 

0 0 0 
@(t ;a )  .Q(a) . m l  (s;a)da . 

t 
b) V A R l A N C l A  DE x ( t ) .  o 

C 

0 
Derivando respecto de t , resu l ta  e l  siguiente algoritmo que se  adapta me - 
jor  para se r  usado en computadora. 

d - ~ ( t )  = F(t)  . ~ ( t )  + A(t) . h" ( t )  + Q(t) I d t  

h t o )  = A  o 

c) x ( t )  es un proceso de Markov. 

3-4 .  PROCESOS DE MARKOV. 

Un proceso ,estocbstico vector ia l  x ( t )  sedenominaun paoceso de MCUL~OV 

s i  s e  ver i f ica  que: 

P{x(t) / x ( s l ) ;  x ( sp ) ;  . . . ; x(sn) 1 = P{x(t) / x ( s l ) l  t>sl>S2>* .>S n 

De es ta  definicidn concluimos que e l  estado de un sistema d i h i c o  l i  
neal excitado por un ruido blanco constituye un proceso de Markov,puesx(t) 

queda deteminado conociendo x(s  ) , a1  se r  : 
,t 

donde v(a) es  un ruido blanco indepeidiente de x ( t )  en [s ; t] . 
1 

Reclprocamente s e  puede demostrar e l  siguiente: 



TEOREMA: 

Loa p&ocecsoa uto&;L;icoa gau6aLanob de Makov pueden am comidmadoa 

( bajo k ip6 . t ecsh  ba6;tautte g e n m d u )  coma ecsahioa de un ahtema f i n e d  ex- 

ci/tado po& un m i d o  blanco . (*) 

Demos un lineamiento de l a  demstracibn: 

Sea x ( t )  un proceso gaussiano de Markov con E(x(t) ) = 0 , entonces 

Ptx(t) / x(s) ;  x(u)) = Ptx(t) / x(s))  4 t > s > u  9 

d sea Elx(t) / x(s) ;  x(u)l  = Etx(t) / x(s ) l  = A(t;s).Am' (s ,s) .  x(s) 

donde A(t;s) = Eix(t) .  X '  (s) 1 . 
coma x ( t )  - ~ t x ( t )  / x(s) ;  x(u) J = x( t )  - ~ ( t ; s )  . A - I  (s,s). X(S) , es 
independiente de x(u) , resul ta  que: 

o sea: 
A(t;u) - ~ ( t ; s )  .A- '  (s;s)  .A(s;u) = 0 V t > s > u  

que representa una condici6n necesaria y suficiente para que x( t )  sea 

rnarkoviano. 

Sea @ ( t  ;u) = A(t;u) .A- '  (u;u) , entonces l a  condicidn anterior se  es- 

presa por : 
@(t;u)  = @ ( t ; s )  . @(s;u) v t > S > U  . 

Esta propiedad de @ , nos induce a pensar que constituye l a  matriz 

de transicidn de un sistema d i n h i c o ;  puede demostrarse que de m p l i r s e  

c i e r t a s  condiciones adicionales (por ejemplo , s i  l a  derivada de @ ( t  ;s) en 

t existe) , exis te  F(t)  que satisface: 

Def iniendo e l  proceso : I ( t )  = @(O; t )  . x( t )  - x(0) (que es de Wiener- 
rt 

Levy) , y V(t) = J @ ( a ;  0) . d I ( a )  (que es tambign de Wiener-Levy) se 
to 

demuestra que e l  proceso in ic i a l  x( t )  es solucidn de: 

i = F ( t ) . x + v ( t )  , 
donde v ( t )  es e l  ruido blanco asociado a V(t) . 

a (*) Por ej enplo, una condici6n suficiente es que exista - A (t ,s) 1 = 
a t+ 



3-5. PROCESOS CON R E P R E S E N T A C I  ON DE GAUSS-MARKOV. 

Se dir'a que un proceso no-markoviano y ( t )  t i ene  una treptruevl/tacc6n dc 

Gaua-Mmhav s i  ex is te  un proceso de Gauss-Markov x ( t )  , que satisfaga:  

~ ( t )  = H(t )*  x ( t )  + ~ ( t )  , 
donde w(t) es  un ruido blanco. 

Estos procesos son 10s que admiten un f i l t r o  recursivo; m k  precisamen - 
t e :  

Existe un f i l t r o  estad'lstico recursivo para un problema de f i l t rado  

s l  y solo s l  ex i s t e  una representaci6n de Gauss-Markov para ( , es  de- 

c i r  s i :  

con v , w ruidos blancos. 

Estos son 10s procesos que t r a t a  e l  f i l t r o  de Kalman. 

3-6 .  F I L T R O  DE KALMAN. 

i )  CASO DE O B S E R V A C I  ONES D l  S C R E T A S .  

a) E L  PROBLEMA: 

Sea e l  sistema dirdmico: 
= F.x + v (11-1 2) 

que sa t i s face :  

I E{v(a) 1 = 0 

E{v(a).vt(B)) = Q(a). &(a-6) con Q(a) 2 0 

En 10s instantes  t < t < . .  , tenemos l a s  observaciones: 
1 

do nde 

E l  problema consiste en calcular  e l  mejor estimador: 

x ( t )  = E{x(t) / y ( t l )  ;. . . ; y ( t  .)  1 para t .  < t < ti+, 
1 1 =  

Esquedticamente queda expresado por: 

b) S O L U C I  ON: 

Sea i i~t ' ,  = x ( t )  - %(t )  e l  e r ror ,  y 



~ ( t )  = E I % ( ~ ) .  g t ( t ) )  l a  covariancia del error. 
Analizaremos por separado 10s siguientes cases 

b ) E N  E L  I N S T A N T E  I N l C l A L  ( t  = t o ) :  
1 

Es evidente que 
;(to) = E{x(to)} = 0 

c( to)  = ~ { i ( t  o ) .  ? ' ( to)}  = E{x(t o ) .  xt ( to )}  = A o . 
b ) ENTRE DOS OBSERVACI  ONES ( t i  < t < t i+ l )  : 2 

Sea r un instante t a l  que: 
t .  .< r < t < ti+l 

Corn0 : 1 

x( t )  = @ ( t ; f )  .x(T) + jt @(t;o) .  v(o)do 9 

rqsulta que: T 

x ( t )  = E{x(t) / y(to) ; . . . ; y(ti) I = @(t ; r )  .E{x(T) / y(to) ; . . . 
t 

. . . ; t i  1 + $ @(t;o)  . E{v(a) / y(to)  ; . . . ; y(ti) 1 .dn = 

f 

= @(t ; r ) :  ;(TI . 
Derivando tenems : A x = F . ;  

teniendo en cuenta (I1 - 12) , resulta : 

x = F . i + v  . 
Adem5s C ( t )  verifica: 

t = F C +  C F t + Q  

ver propiedad b) , p5g. 75 . 
bg) E N  E L  I N S T A N T E  DE UNA OBSERVACION ( t  = t i )  

Consideranos 10s 2 siguientes estimadores: 

que no tiene en cuenta l a  observacl6n i ( t i )  ; con e l  algoritmo del 

caso b-) se obtiene: 

que incorpora l a  infomaci6n recibida en e l  instante 
ti ; es e l  va- 

lo r  que debemos calcular. 

Sea Y(ti) e l  espacio generado por l as  observaciones y ( t  ) ; . . . ;y(ti) 
1 

o sea: 

donde : 

Entonces, por propiedad de l a  esperanza condicionada, resulta: 



+ EiX(ti) / n( t  .)  1 = ?(ti) + K(ti) . "ti) 
donde : 1 

K(ti) = Eix( t i ) .  n 1  t i  1 .  E{n(ti).  n 1  ( t  1 .) 

= ( t i )  . H'  ( t i ) .  ) . ,X ( t i )  . H1 ( t i )  + R(ti)]-' 

s e  llama ganancia deL @ X t u .  

Entonces: + + 
z( t i )  = E{i ( t i ) .  2' (t:) 1 = L ( t - )  1 - L ( t i ) .  H I  ( t i ) ,  

[H(ti) L ( t i ) .  H1 ( t . )  1 + ~ ( t ~ ) ] - '  H ( t i )  L ( t i )  . 
Por l o  tanto  e l  f i l t r o  de Kalman queda definldo Y t 2 to - por l a s  
ecuac iones : 

a)  ENTRE OBSERVACIONES: 

I t = F L  + L F 1 + ( ?  , L ( t ) = A  
0 

b) EN E L  INSTANTE DE UNA OBSERVACION: 

E l  diagrama funcional representativo del  f i l t r o  e s  e l  s iguiente:  

1" i 

i i )  CASO DE OBSERVAC l ONES C0NT.I NUAS: 

Consideremos e l  s i s tena :  

I A(t) = F( t )  x ( t )  + v ( t )  

que sa t i s face  l a s  siguientes condiciones: 

\E iv(u) .v l (B) l  = q(a).6(a-B) , con Q(a) L O  



E{U (a) .u '  (B) 1 = R(a) * 6 ( a - ~ )  , con R(a) 1 - 0 

E{v(a) . w l  (B)) = 0 

E{x(t ) .xl (t ) 1 = A 
0 0 0 

En este  caso, l a s  observaciones estan dadas con continuidzd (10s instan - 
tes  ti 

son densos en l a  recta) ,  por l o  cual en e l  diagrama anter iorcerra  - 
mos 10s interruptores y eliminamos l a  6 . 

Se puede demstrar  con m'as vigor que l a  estructura del f i l t r o  6ptir;lo , en 

e l  caso de l a s  observaciones continuas, viene dado por: 

i = F.? + K .  [y - &] 
donde K debe calcularse de manera que l a  covariancia de error sea minima. 

A 

E l  error 2 = x - x , verifica:  

k = W - ~ . [ y  - &] + v = (F - l o l ) . ?  + (V - Kw) , 
donde (v-L)  es  un ruido blanco, con covariancia: 

E{ ( v ( ~ )  - K(U) .w(a)). (vl (13) - w 1  (6) . K t  t ~ ) )  1 = 

= [ ~ ( a )  + K(a).R(a).K1(6)].6(a-8) 

Por lo  tanto, l a  covariancia: 

c ( t )  = E{?(t) .?' ( t )  ) 

est5 dada por: 
= (F - KH).c  + c(F - KH)' + K R K 1  + Q  , 

como e l  segundo miembro de esta  ecuaci6n es cuadrstico en K , resul ta :  
- 1 2 = (K-CI-VR ) . R . ( K ~ -  R-'H.L) + F C  + C F ~  - C H I  . R - ' - . H Z  + Q . 

En este  caso basta minimizar para minimizar C (*) y, suponien - 

do que estamos en e l  cma hcgLLeaR. d& (es decir R > 0) e l  minirrio 

se obtiene para: K =  C .  H ' .  R- 1 

Por l o  tanto e l  f i l t r o  de Kalrnan, para e l  problema considerado, est5 cla - 

(*) Ver P. Faurre, "Navigation invertielle optimale et filtrage statistique", Du_ 

nod 1971. 



do por l a s  s iguientes  ecuaciones: 

f = F . C  + C . F '  - L H ' R - ' H Z  + Q  
(ecuac i6n de Ricca t i )  

C(t ) = A t o  0 
f = F.; + Z H'R- '  (y - H.?) 

(ecuac i6n 1 ineal)  
;i(t ) = 0 { *  0 

donde: K = C .H'R-'  , representa l a  gananoia d& Q L f Y h o .  

EJEMPLO: 

Consideremos e l  ejemplo que analizamos para e l  f i l t r o  de Wiener, cuya r e  - 
p r e s e n t a c i h  markoviana e s  l a  s iguiente:  

EIv(t)  1 = EIw ( t )  ) = 0 

De acuerdo con l a  nomenclat'ura an te r io r ,  r esu l  t a  : 

I F  = - 1  

H = l  

R = k2 

Q = l  

Plantenado l a s  ecuaciones correspondientes a 1  f i l t r o  de Kalman, tenernos 

que : 

I ; i ( t ) = O  0 . 
Considerrnos e l  proceso cuando ha alcanzado un estado estacionario (su- 

pongamos to = -a) . E s t e  estado estLcaracterizado por fw = 0 cuya solu- 

cidn es :  Xw = k2 ((5 - I )  

Resulta entonces: A C 
00 

; = - ( 1  +;)x + -  Y 9  

k2 
de donde l a  funci6n de transferencia es:  



l o  cual  nos es t5  indicando que e l  f i l t r o  de Kalman asintdtico coincide con 

e l  f i l t r o  de Wiener. 

11-4 .  COMPLEMENT0 SBRE EL FILTRO DE KALMMI. 
4-1 . CORRELAC l ON ENTRE LOS RU l DOS BLANCOS D E L  MODEL0 (CASO CONT I NUO) . 

Consideremos e l  sistema: 

x = F x + v  

que sa t i s face  l a s  sigu ientes condiciones : 

' Por a d l o g o  procedimiento que en e l  caso anter ior ,  l a  estructura del  f i l  - 

t r o  viene dada por: . 
;? = F.;? + K(~-M. ;? )  

resul  tando : 
ii = (F - K H ) ?  + (V - KU) 

C = (F - KH) C + C .(F - KH)' + Q + K R K '  - KS' - S K '  

donde (v-Ku) e s  un ruido blanco, con covariancia: 

E{(v(t) - K ( t ) ( t ) . ( ~ ( )  - K ( ) . ( ) ) 1  = [ ~ ( t )  + K(t).R(t).K1(r) - 

- S( t )  .K1(r) - K(t) S' ( t ) ]  .6 ( t - r )  . 
Completando e l  cuadrado en l a  ecuacidn que nos da , obtenemos: 

f: = [K - (C H t +  S)R-'].R.[K - (E H' + s ) R - ~ ] '  + F C  + C F '  - 

- (C H1 + s)R-' . (Hz + S t )  + Q  . 
Nuevamente minimizar C , equivale a minimizar , l o  cual se  logra t o  - 

por se r  R > 0 

Por lo  tanto,  e l  f i l t r o  de Kalman es t5  dado por: 

= F? + ~ ( y - 6 )  

K = (cH'+s)R-I (ganancia del  f i l t r o ) .  

Obsex-vmos que con S = 0 se  obtiene e l  f i l t r o  de Kalman halla'do en 

( 3 - 6 ) .  

En forma angloga, se  puede ha l la r  e l  f i l t r o  para e l  caso discreto.  

4-2. F l  L T R O  S I NGULAR.  (MATRIZ R NO I N V E R T I  B L E )  

i )  CASO D l  SCRETO: 

Para analizar e s t e  caso es  precis0 introducir e l  concept0 de matriz pseu - 
do- inver sa  . 
S i  A e s  una matriz regular, definimos como matriz inversa de A , (que 



simbolizms A-l)  a aquella m a t r i z  que cumpla: 

en cambio s i  A es una matriz singular (det A = 0) , llamarems rna;DLiz 
t p ~ e u d u - i n v m a  de A (que simbolizaremos A ) a l a  m a t r i z  que verif ique: 

( A . A ~ . A = A  

( At . A ,  A . A~ : matrices sim6tricas . 
\ t Se puede demostrar que l a  m a t r i z  pseudo-inversa A existe y es tinica. 

Adem5s se  verifica que para toda m a t r i z  A regular At = A-' . 
Volviendo a1 problema del f i l t rado sabemos que l a  mejor estimaci6ndeun 

vector x, , en t6minos de otro vector conocido xA est5 dada por: 

s i  c e sunamat r iz  regular. 
2 2 

Se demuestra que en e l  caso de que 
2 2 

sea-'una m a t r i z  singular, 
t m + c . c . (x2 - m2) 

1 1 2  2 2 

da l a  mejor estimaci6n de x entonces l a  resoluciBn del problema del 
1 1  

f i l t r o  singular se realiza con l a s  mismas f 6 m l a s  del caso regular em- 

pleando matrices pseudo-inversas en lugar de l a s  inversas que no exis- 

tan. Analicemos qu6 significa que C sea singular. 
2 2 

Si  C es singular, entonces: 
2 2 

o sea que: 
E{ ( 1  a' .x 1 1  1 = 0 

1 2  
de l o  cual resulta:  

a; .x2 = O  . 
Esto nos es t5  indicando que l as  componentes de x son linealmentedepen - 
dientes, l o  cual equivale a haber aunentado artificialmente ladimensi6n 

del vector x . 
Veremos como reducir e l  problem singular a uno regular de dimensi6n me - 
nor. 

i i )  CASO CONT I NUO: 

En es te  caso no podemos u t i l i z a r  l a  matriz pseudo-inversa, por lo  cual 

emplearemos e l  m6todo de reducci6n del problema singular a uno regular, que 

tambi6n puede emplearse en e l  caso discreto. 

Sea e l  sistema: ~i = F.x + v 

donde v, son ruidos blancos, siendo: 
E{ w ( t )  . w ' (T) 1 = R(t) .6 (t-T) , con R(t) $ 0 (det R(t) =, 0 ; sobre' e l  intervalo) 



l o  cual  nos dice que: 

l a ( t )  # O  Y t  / a t ( t ) . w ( t )  = O  , 

Por l o  tanto: 
a ' y  = atH.x + a'w = at.H.x , 

o sea que existen combinaciones l ineales  de 10s estados que pueden estimar- 

se  s i n  e r ror .  

A continuaci6n hacemos un cmlbio de base de mdo que l a s  r-primeras compo - 
nentes de l  vector x Sean aquellas combinaciones linea!es que pueden e s t i -  

marse s i n  error ,  resultando entonces: 

Y1= Xl  

y2= H .X + w 
donde : 2 2 2 

E w ( t )  . ( 1 = R2 ( t )  .6  ( t - r )  . 
A 

Ahora, e l  problem consiste en calcular  x2 , pues x es observado s in  
1 

e r ror ;  para e l l o  l a  i n f o m c i 6 n  de l a  que disponems es tg  dada por : 

2 2 $ Y 2 = H * X  - 2 

t y3 - y1 - FI1.y1 = F 1 2  .X 2 + v 1 

donde ( )  e e l  ruido sobre e l  nuevo vector de l a s  observaciones,con: 

(a; ( r )  V; (T) )  = R3 ( t )  .6 ( t - r )  

En e l  caso de que: 

a )  R ( t )  sea regular, e l  proceso termina realizgndose e l  f i l t r a d o  correspon 
3 - 

diente a1  caso regular. 

b) R ( t )  sea singular, s e  rehace e l  proceso. 
3 

E l  nuevo estado x e s  de dimensidn menor que e l  an te r ior  estado x , que 
2 

era  de dimensi6n n ; o sea que a l o  sumo en n pasos e l  proceso f ina l iza .  

EJEMPLO: 

Sea e l  sistema: 

e l  cual  equivale a:  



Coma no ex is te  ruido en l a s  observaciones, estamos ante un caso s ingular ,a l  

s e r  R = 0 . 

r e su l t a  url caso t r i v i a l  donde no e s  necesario e l  f i l t r ado ,  pues todo e s  es- 

t imado s i n  error .  

4 - 3 .  F l  LTRO CON R U l  DO NO-BLANCO 0 COLOREADO SOBRE L A S  OBSERVACI ONES. 

Sea e l  sistema: 

donde : 

v es  un ruido blanco 

r( es  un 4LLidc caLotreadc, e s  decir  un ruido no-blanco. 

Supongamos aderngs que admite una representaci6n de Gauss-Markov: 

I = A.6 + 

rl =. C.6 + v 

cor; p,v ruidos blancos. 

E l  f i l t r a d o  ex is t i rg ,  solamente s i  ex is te  es ta  representaci6n del ruido 

coloreado. Para obtenerlo definimos: 

que&ndonos e l  siguiente sistema equivalente: 

que es  un nuevo problema a resolver donde e l  estado L%- es de dimensi6n ma - 
yor que e l  an te r ior ,  siendo y v ruidos blancos. 



E.1 EMP LO : 

Sea e l  sistema: 

donde : 

v es  un ruido blanco. 

6 es  e l  estado de un proceso markoviano, con v ruido blanco. 

S i  s i g u i 6 r m s  e l  procedimiento indicado anteriormente llegarlamos, despu6s 

de haber aumentado l a  dimensidn del  estado del  sistema, a un caso singular,  

en cuyo caso deberlamos apl icar  l o  indicado en 4 - 2 ,  que s e  traducirlaenuna 

reduccidn de l a  dimensidn. En es te  ejemplo con una susti tucidn oportuna reu - 
niremos l a s  dos etapas en una sola.  Sea: 

z = ) ; - A y  

entonces resul ta  que: 

= k + H(FX+V) + i, - A ( H ~ + O  = (I~+HF-AH)X + (HV+V) 

6 sea: z = X .  x + U  

donde : x = k  + H F - A H  
T t = = + v  (ruido blanco) . 

Supongms que: 
E { z/(t)  . v' (-r) ) = R. 6( t -T)  

con R > 0 , pues de l o  contrario e s t a r l m s  frente  a un caso singular,  a1 

cual s e  l e  deber'la hacer una reduccidn de l a  dimensidn. 

Por l o  tanto e l  f i l t r o  de Kalman es t5  dado por: 

; = F? + ~ [ z  - X.?] = F? + ~ [ j .  - Ay - 91 
siendo su diagrama funcional: 

l o  cual es  equivalente a :  

d - ( - Ky) = F? - (k + KA)y - K s ?  
d t 



quedando como ejercicio real izar  e l  diagrama correspondiente, que es un a l -  

goritnw m5s conveniente para computadora. 

4 - 4 .  ESTAB l L l DAD DEL F l  LTRO DE KALMAN (CASO CONTINUO) . 
Si  tenemos e l  siguiente sistema d inh ico :  

con v,w ruidos blancos que verifican: 

E i w ( t )  . w ' (T! 1 = R(t) . G (t- T) , con R > 0 (caso regular) 

E i v ( t )  . w l  ( T ) )  = 0 

E i x ( t  ) . x l ( t  ) )  = A 
0 0 0 

e l  f i l t r o  de Kalman responde a l a s  ecuaciones: 

donde e l  K 6ptimo es: 

Nos interesa que e l  f i l t r o  de Kalman sea estable. Para que &to ocurra 

debergn ser lo  las  ecuac iones dif  erenciales : 

n = (F - Z H I  R - ~  H); + C H I  R - ~  

t = FZ + zF'  - z H I R - '  H Z  + Q 

TEOREMA 1 (Es tab i  1 idad de l a  ecuaci6n en ) : 

a) S i  exinZen a ; $  > 0 de rnanma que a1 < ~ ( t )  < $1 , entonces La rnatttiz 

Z 
= F - Z I I I R - ~ H  es esZab.te 

b) S i  ade&b CL suZema es cornpLctmevtte obsmvable ( (H,FJ corn- 

ptetunente o bs mvab te  1 , entonces FZ es asivtt6a2camevtte esXubLe. 

DEMOSTRAC I ON: 
h - 1 A 

a) Consideramos v(?; t )  = x 1  . z ( t )  . x 

V es una funci6n de Liapunov , pues de: 

a1 < Z(t) < $1 
resul t a :  

6 - I  I < Z - l  ( t )  < a-l I 

Podemos ver i f icar  que: 

Por l o  tanto: 



d sea: 

-1 -1 donde: Q = H ' R - ' H + z  Q Z  > O  . 
La expresi6n (11- 14) es l a  ecuacidn de Liapunov para las  matrices 9 , z- '  
con FZ m a t r i z  de coeficientes; por l o  tanto por Teorema 1 del plrrafo 4- 

3,  Cap. I l a  m a t r i z  
Z 

resulta estable. 

b) Derivando l a  ecuaci6n (I1 - 1 3) , obtenemos : 

Sea : r = ( 2  / w(?;t) = 0 1 ~  {? / , G  = 0 )  . 
Corno e l  sistema (H;F) es completamente observable resulta que (H;FZ) es 

tambi6n completamente observable; por lo  tanto l a  tinica trayectoria que co - 
rresponde a1 out-put y(t)  = I&(t) = 0 es ?( t)  = 0 , 6 sea que: 

r = (0) 

resultando FZ asintdticamente estable por e l  Gltimo teorema del p5rrafo 

4 -2 ,  cap. I . 
TEOREMA 2 (Estabil idad de la ecuaci6n en Z ) :  

Sean z , Z  dab balucionu de la ecuaciBn en z . 
1 2  

S i  La6 mathicu FZ ,FZ ban u h b l u  (aint6Zicamente u t a b l u  ) , entan - 
1 9 

c u  L L 

A = Z  - u acatada (- 0 paha t + + m )  
2  

DEMOSTRAC I ON : 

Al ser z 1  , Z,, dos soluciones de l a  ecuacidn en z , tenemos: 

Puede verif icarse que: 

de cuya integ mcidn resul ta  : 

~ ( t )  = mF ( t ; t o )  . d(to) . 0; ( t ;  to)  (* 1 
Z ,  Z, 

(*) QF es la matriz de transicidn correspondiente a FE (i = 1,2) 
.7 



Por l o  tanto de: 

CONCLUSION:  

Si existen a;B > 0 de manera que a1 < Z(t) < BI , entonces por Teore - 
ma 1 Fr es estable, y por Teorema 2 l a  ecuacidn de Ricatti  en r resulta 

estable. 



Introduccion al Control Estocastico 

Y a  la ldentif icac ion 

111-1. REVISION DEL PROELEMA LINEAL CON CRITERIO CUADRATICO, 

1 -1 .  E L  PROBLEMA. 

Dado e l  sistema l i nea l :  

I = F(t)  .x + G(t) . u 

x ( t o )  = 5 
y e l  c r i t e r i o  cuadrgtico: T 

J = (x' Q X  + U '  R u ) ~ s  + xl(T)  .A. x(T) 
to 

debemos calcular  e l  control  u ( t o  ;T) que minimice J . 
E l  control  u ( t o  ;T) puede s e r :  

a) de re,alimentaclbn o feed-back ( e l  control  depende del  tiempo t y del. es  - 

tad0 x , 6 sea:  u = u ( x ; t ) ) .  

b) en open-loop ( e l  control  depende solo de l  tiempo, 6 sea u = u ( t ) ) .  

1 -2 .  SOLUCION POR PROGRAMACION D I N A M I C A .  (*) 

Consideremos e l  caso general:  

i = f (x ;u ; t )  ' = iT L(x;u ; s )~s  + A(x(T) ;TI , con T f l j o .  

0 

E l  valor  dptimo V(x;t) de l  c r i t e r i o  para una fase  i n i c i a l  (x;T) ve - 

r i f i c a :  

(*) Para mayor infonnaci6n ver Cap. 11, curso de P. BERNHARD (publicaci6n N O 4  de 

esta misma ser ie  CUADERNOS). 



Volvamos a1 problema 1 ineal  cuadrgt ico . Supondremos que l a  soluc i6n de l a  

ecuaci6n de H-J-B.  correspondiente es  cuadrgtica. 

'l'enemo s f = F.x + Gu 

L = x'Qx + u ' R U  

A (x;T) = x' (T) .A x(T) 
V(x;t) = x' PJt) . x 

que reenlplazados en l a  ecuaci6n (I  I I - 1 ) resul  t a  : 

min { x l &  + xlP(Fx+Gu) + (x1F'+u'G')Px + xlQx + ulRu\  = 0 ! u 
( P ( T )  = A  . 
Sea $(u) = x l h  + x 'P (Fx+Gu) + (x' F' +U G1)  Px, + x 'Qx + u'Ru. Entonces pa - 

r a  que min $(u) exis ta  y sea h i c o  debe s e r  R > 0 . 
u 

Por l o  tanto e l  control u* que miniminiza g ver i f ica :  

@ (u*) = 2Ru + 2G1.Yx = 0 , 6 sea que: du 

que llevado a l a  ecuaci6n de (H-J-B)  proporciona: 

P + PF + F 'P  + Q - P G R - I G ' P  = o . 
Por l o  tan to , la  soluci6n es de l a  forma: 

V(x;t) = x'  . P(t)  .x , 
con P(t)  matriz que ver i f ica :  

I b + PF + P P  + Q - P G R - I G ' P  = o 
P(T) = A 

y e l  control 6ptimo es: u* = -R- '  . G1.P.x . 
1 - 3 .  SOLUCION APL ICANDO E L  P R l N C l P l O  DE M I N I M 0  DE PONTRYAGIN.  (*) 

Sea e l  caso general: 

' x = f (x;u;t)  

J = ST L(x;u;s)ds + A(x(T);T) . 
t 
0 

Formado e l  H m ~ a ~ n a  del problem: H = y'f  + L donde y recibe e l  nom - 
bre de vector adjunto, 10s pasos a seguir son: 

a)  minimizar H , 6 sea hal lar :  

(*) Ver cap., 111, curso de P. BERNHARD (Publicaci6n N 0 4  de l a  serie CUADERNOS) . 



H*(x;y;t) = min H(x;y;u;t)  
U 

b) in tegrar  e l  sistema: 

S i  ex i s t e  soluci6n de l  problem, gsta ver i f ica  e l  sistema b ) .  

En e l  caso cuadriitico, e l  Hamiltoniano es :  

H = yl(Fx + Gu) + xlQx + ulRu 

S i  R > 0 , ex i s t e  y es  Gnico H* = min H que se  obtiene de: 
u 

0 sea que: 1 1 H * ( x ; Y ; ~ )  = H ( x ; ~ ; u * ; ~ )  = - - ~ G R -  G ' Y  + X ~ Q X  + Y'FX . 
4 

Por l o  tanto e l  sistema a integrar resu l ta :  

1 - 1 - Fx - 7 . G . R  . G'y 

aH* - 2Qx - F'y 

De jamos como e j  e rc ic io  ve r i f i ca r  que sobre l a  t rayector ia  sol.uci6n es  

y ( t )  = 2 .P(t)  .x ( t )  , y con e l l o  comprobar que l a  soluci6n hallada coincide 

con l a  que se  habla encontrado por programacidn d i n h i c a .  (*) 

1 - 4 .  OTRA FORMA DE SOLUCIONAR E L  PROBLEMA. 

Sea e l  sistema: 

i J =  i0 (x'Qx + ulRu)ds + x'  (T) .A.x(T) 

a) CASO T R I V I A L  (Q=A=O) 

En ese caso, e l  c r i t e r i o  J resul ta :  

(*) Las ecuaciones de Pontryagin, constituyen una condicitin necesaria, y por lo 

tmtn no se sabe a priori si la soluci6n nos da la trayectoria tiptima. 



L 
0 

Com R > 0  , resulta que u* = - 0  es el control que minimiza J . 
b) CALCl l LO  DE FUNCI  ONALES CUADRATI  CAS DE TRAYECTORIAS:  

~onsideremos el sistema libre: 

(111-2) 

Resulta en este caso: J = c(X1.QX)dS + xt(T).A.x(T) . 
Lo 

La soluci6n de la ecuaci6n diferencial (I1 I- 2) , es : 

que reemplazada en el criterio J , da: 
J = .mt (s;t ) .Q(s) .m(s;t ) f  ds + i' .ml (T;t ) .A.m(T;t )c , 

0 0 0 0 

6 sea: t o 

J = C 1  . P(t) .c 
0 

donde : T 
P(to) = mt(s;t ) Q(s) . m(s;t )ds + m' (T;t ) .A.m(T;t ) . 

0 0 0 0 
l. 
0 

Derivando resul ta : 

Hagamos el siguiente cambio de variable: 

con K a determinar convenientemente, resultando: 

donde 

Reemplazando en el criterio J , tenems: 
T 

J = I [iit Rii + xt(Q+K' RK)x - 25' KKX] ds + xt(T).A. x(T) . 
to 

Sea P(t) la mtriz que verifica: 

! P = P 1 P  - P :  - Q - K I R K  

Entonces nos queda: 



Si elegimos K de manera que GIP - RK = 0 , es decir: 

K = R - ~ G ~ P  , 
resulta : T 

J = lT f$  ( x l h )  + ufR6 d s +  xl(T).Ax(T) = &lP(t0).& + I B1ihids 

0 
} t 

0 
donde ii* = 0 por a ) .  0 sea que: 

1 u* = R- GIP.x es e l  control 6ptimo (que minimiza J ) 

donde l a  matriz P satisface l a  ecuaci6n de Ricatti: 

(P = - F'P - PF - Q + P G R - ~ G ~ P  

) P(T) = A 

1-5. EJEMPLO:  

Consideremos e l  integrador: 

1 x( to)  = E 
con e l  c r i t e r io  a minimizar: 

J = jT (qx2 + ru2)ds + a.x2(T) , con r > 0 . 
t 

0 
E l  control 6ptimo resulta: 

donde p( t )  verifica l a  siguiente ecuaci6n de Ricatti: 
n 

\ P(T) = a 
que integrsndola resul t a  : 

1 a ch a(T-t) + 6 sh a(T-t) 
p( t)  = 

ch a(T-t) + b.a sha(T-t) 

s iendo : 1 

111-2 .  CONTROL ESTOCASTICO 

2-1. E L  PROBLEMA. 

Consideremos e l  sistema lineal:  

x = F x + G u + v  

x(t0)  = Xo i ' 
excitado por v ruido blanco que verifica: 



Etv1 = 0 

E{v(t) .vl (r) 1 = Cv . b(t-r) 

siendo xo un vector a leator lo con: 

Sobre e s t e  sistema podems rea l izar  observaciones de l a  f o m :  

y = H x + w  

con w ruido blanco que satisface: 

E l  problema es  encmtrar  e l  control u ( t )  como funci6n de l a s  observacio- 

nes (u(t) = g[Y(to ,t)] )  , de manera que e l  c r i t e r io :  

J =  E xl(T)  .A.x(T) + { ST (X '.Q.x + u'Ru)ds) 

sea minimo. t o 
c = c  = I \  = o  

Sabemos que en e l  caso deteminZstico v 0 

H = l  (1 , l a  so - 
luci6n es: 1 U* = - K.x = - A- .GtP.x 

donde P sat isface:  

P = - F ' P  - PF - Q + P G R - ' G ~ P  

P(T) = A . 1 '  
Por analogia, def inimos para e l  caso estoc5st ico: 

1 U* = - R- . G I  .P.? 

donde es l a  mejor estimaci6n del  estado x , a p a r t i r  de l a s  observa- 

ciones y . 

~ E s  6sta una estructura 6ptima?. 

Estamos resolviendo por separado, y en forma 6ptima en c a d .  caso,el pro - 
blema de l a  estimaci6n y a e l  control;  per0 a p r io r i  no podems asegurarque 

v W 

u sistema Y - 
7 

u iFil tro de 
Kalman 

a - K  
2 

d 



l a  combinaci6n de ambos sea 6ptima. Cuando Esto es c ier to ,  se dice que se 

aplica e l  P/L indp io  d e  4 e p m c i b n  del ComhoL y d e  &I Eb;tcma-cibn. 

2-2. P R l N C l P l O  DE SEPARACION PARA E L  CASO L I N E A L  CUADRATICO. 

Haciendo e l  carnbio de variable: 

u = - R-lG'Pz + 6 
resultan: 

2 = Fx + G.R- 'G 'P?  + G G  + v 

donde : F = F - G R - I  G I  P 

x = x - X  
Y 

(TI .A.x(T) + [ - X I  (P + P I P  + P P) x + i 'P G R-'G'P i - 
n - 

- 2x'pGI - ~ X ' P G R - '  G'px + 2?'PGii + iiVRii] ds) 
Por t reg ta  d e  d e ~ L v a c i 6 n  d e  7 x 0 ,  es: 

d(xfPx) = 2x1P dx + x ' k x d t  + tr(P.Cv)dt (*) 

Llevando es te  resultado a l a  expresi6n de J , y teniendo en cuenta que: 
A 

i )  e l  error 2 es  ortogonal a l a s  observaciones y ( to  ;t) , y a x ; re- 

sul ta  entonces : E{%'P G Z ~ I  = o . 
i i )  por una propiedad de las  integrales estocasticas de I to  es: (**) 

{ $Tx~Pvds}  = 0 

entonces : T T 
J = ( 'P( to) (  + / tr(PCv)ds + t r (P( to  .Ao) + J t r (P  GR- 'G 'PC )ds + 

T t t 
+ E{ (I'Riiyds) o 

0 

resultando G* = 0 , o sea que e l  control 6ptimo es: 

Por l o  tanto hems demostrado que un sistema l inea l  con c r i t e r i o  cuadrsti - 

(*I S i  A = ( a i j l nxn  , entonces tr(A) = aii (Traza de l a  m t r i z  A).  
i= 1 

(**) P.D. Yoseph, Y.T. Tou, "On Linear Control Theory", A. 1 . E . E  Trans. 80,Part 11, 

p5g. 193-196 (1961). 



co y ruido blanco, admite l a  aplicacidn del principio de separacidn. 

E l  valor dptimo del caso estociistico di*iere  del caso deterministico en 

t r e s  tGrminos, siendo : 

Jmin (estoc5s t ico) = Jmln (detelminlstico) + q ( t  ) + r ( t o )  + p(to)  
0 

donde : 

q ( t  ) :  es l a  contribucidn debida a que existen perturbaciones (v) sobre e l  
0 

sistema. 

r ( t6 )  : es l a  contribucidn debida a1 desconocimiento del estado in ic i a l .  

p (to ) : es l a  contribuci6n debida a que no tenemos observaciones perfectas. 

111-3. IDENTIFICACION. 
3 - 1 .  EL PROBLEMA. 

7 d e ~ ~ i c a c i d n  es e l  problema de encontrar modelos matemiiticos que ex- 

pliquen 10s fendmenos de l a  realidad. 

Podemos rea l izar  2 t ipos de identificacidn: de teminls t ica  o estocgsti  - 
ca. 

i) IDENTIFICACION D E T E R M I N I S T I ~ A .  

Sea un sistema d i n h i c o  del cual conocemos {u( t  i t )  ; y(to ; t )  1 . 
0 

Queremos ha l la r  un modelo matem5tico para e l  mismo. 

E l  modelo puede ser :  

a) e x p f i c ~ u a :  pennite comprender e l  fendmeno. 

b) p4edicLiua : permite predecir l a  evolucidn futura del sistema. Se u t i  - 
l i z a  para rea l izar  control en open-loop y en closed-loop (en e l  p r i  - 
mer caso deberg se r  m5s precis0 que en e l  segundo). 

i i )  l DENT l F l CAC l ON ESTOCAST I CA. 

Dada una hnc i6n  estocgstica y( t )  , queremos hal lar  e l  modelo mated-  

t i c0  que l a  represente conociendo {y(to ; t ) 1  . 
Para rea l izar  l a  identif icacidn tento en e l  caso deterministico como en 

e l  estocastico, debemos u t i l i z a r  toda l a  infonnacidn que tengmos, por ejem - 
plo: 

a )  resultados de l a s  experiencias realizadas. 

b) leyes de l a  f i s i c a .  



c)  mEtodos de ident i f  icac i6n. 

3-2.  METODO DE l D E N T  l F l  CAC l ON PARA S I STEMAS L l N E A L E S  Y E S T A C  I ONARI  0s.  

Dado un sistema l inea l  y estacionario, existen 2 t ipos de modelos que 
l o  representan: externo e interno. 

En e s t e  p5rrafo nos ocuparemos de l a  representacicn externa. a s  ade- 

lan te  veremos c6mo pasar de e s t e  modelo a l a  representaci6n interna (proble 

ma de l a  realizaci6n).  

E l  problem consiste en ha l l a r  l a  funci6n impulsiva h 

conociendo { u ( t  ; t ) ;  y ( t  ; t )}  . 
0 0 

Podemos resolverlo de d i s t in t a s  maneras: 

1 ) E X C  l T A C  l ON l MPULS l V A  D E L  S I STEMA; 

S i  aplicamos u ( t )  = 6 ( t )  , entonces resu l ta  y ( t )  = h ( t )  . 
E l  inconveniente de e s t e  mEtodo es  que e l  sistema, en general, es  l i nea l  

s6lo en un c i e r t o  interval0 de frecuencias y l a  aplicaci6n de una excita - 
ci6n impulsiva 6 puede l levar lo  fuera de E l .  

2)  E X C  l T A C  l ON ARMON I CA: 

Vimos anteriormente que si :  

u ( t )  = s e n w t  , 
entonces para  valores grandes de t resultaba: 

y ( t )  = JH(iu)I s e n ( ~ t  + k g  H(iw)) , 
donde H(s) representa l a  funci6n de transferencia del sistema. E s  decir  

que a una excitacidn sinusoidal de frecuencia u obtenemos una respuesta 

tambiEn sinusoidal de igual frecuencia u , per0 desfasada en Arg H(iw) y 

afectada en amplitud por IH(io)/ . 
Corn conocer H(iw) implica conocer H(s) y de a l l ?  h ( t )  = 2-' (H(s)) 

y como para conocer I H(iw) I basta conocer I,H(io) I y Arg H(iw) (que es tsn 

dados por y ( t ) )  , entonces debemos u t i l i z a r  un aparato que haga var ia r  l a  

frecuencia w de l  input u (llamado genefadot de d t e c u e n a ) ,  y un apars - 



Y ( t )  

t 

Generador de 

f recuenc i a s  
b 

Lector de : 

3 )  DESCONVOLUC I ON. 

Sabems que: 
y = h x u  . 

Para ha l la r  h veamos 3 procedimientos: 

a) U T l L l Z A N D O  TRANSFORMADA DE LAPLACE 

Transformando y = h * u , resu l ta  que: 

o sea: 
- Y(s) H(s) - U(s) 

Por l o  tanto podrmos conocer H(s) s donde U(s) # 0 . 
EJEMPLO: 

Sea u( t )  = j ( t )  . e -t 
9 

nde j ( t )  e s  l a  funcidn de Heaviside: 

j ( t )  = { b s i  t ~ 0  
s i  t 7 0  

Transformando u ( t )  resul t a  : 

1 
U(s) = 

Por l o  tanto: 

H(s) = = =  (l+s)Y(s) = Y(s) + s.Y(s) , 
U(s> 

y anti-transformando, tenemos: 

h( t )  = y ( t )  - ~ ( 0 )  
Pero si  estamos en un caso 116s general: 



donde v es un ruido; o sea que l a s  observaciones y tienen incorporado e l  

ruido v ; e l  m6todo anter ior  no es bueno ya que tenemos que .u t i l i za r  

9 = i + , donde puede ser  grande. 

b) D E S C O N V O L U C I O N  O P T I M A .  

Lo veremos en un modelo discreto del t ip0 : 
N 

y(k) = h(i) .u(k-i)  + v(k) , k = O ; 1 ,  ... ; M ( M , N ) .  - 
i = o  

Expresgndolo en forma matricial  tenemos: 

YM = UM . H + VM 

donde : 

A 

Kuestro problema consiste en hal lar  e l  H 6ptimo (que llamaremos H ) ,  

sabiendo que Vbl es  un ruido gaussiano que verifica:  

( EtVbIl = 0 

/ E { V ~  . V ~ I  = % . 
Para ha l la r  utilizaremos e l  m i 2 o d o  d e  m&xkc.ima vehoh+bnLLLtud que con- 

s i s t e  en maximizar l a  ley de probabilidad: 
1 - - "%lvM (k = cte) respecto .del partimetro a k . e  2 M 

es t irnar . 
Esto equivale a maximizar: 

J = V;' . . VM = (Y;! - H'UI;I) (yM - UM H ) respec to de H . 
Derivando J respecto de H e igualando a 0, obtenemos que e l  H 6ptimo 

es: 

Aden-& e l  error z viene dado por: 
A c= ( H - )  ( H - )  = (Uk . I$1 . UM)-' 



c )  D E S C O N V O L U C I O N  CON CALCULO DE L A  F U N C I O N  D E  C O R R E L A C I O N  C . 
ZU 

Recordemos que: 

C T )  = l i m  
ZU T + + W  f z ( t + ~ ) .  u ( f )d t  . 

Como z = h * u , entonces C = h * C, . zu 

S i  e l  input u ( t )  ver i f ica :  

tenemos que : 

icugl ser6 e l  instrumento que produzca un input u de manera que 

C ( t )  = S ( t ) ? .  A e s t e  instrumento se  l o  llama genetradok de decuencia pdeu UU - 
do- dedtortia . retardo T (variable) 

-K-- 

L z ( t+ r )u ( t )  / Generador de secuencia pseudo-aleatoria 
E l  sistema funciona teniendo en cuenta que en e l  tiempo t = 0 t i e n e l a  

siguiente representaci6n de f,lujo, y que l a s  operaciones deben rea l izarse  

en Z 2  (cuerpo de 10s enteros m6dulo 2 ) ,  siendo A un retardo: 

S i  representamos e l  proceso de l a  siguiente manera: 

siendo x = n , e l  estado en t = n , donde para t = 0 es: 

, tenemos que: 



o sea que: 
0 0 1  

j x n + l =  (: 0  i) 0  . x n 

obteniendose para r l a  siguiente secuencia: 

1 1  1 1  0 0 0 1  0 0 1  1 0 1  0  . 
Construiremos e l  input u a travgs de l a  siguiente ley:  

u(0) = A , y u ( t )  sigue valiendo A hasta que s e  produzca r = 0 , en 

cuyo caso vale  (-A) ; y luego u ( t )  = -A hasta que sea r = 1 , en cuyoca - 
so valdr5 A , y a s i  sucesivamente. 

Gr5ficamente tenemos: 

Calculando Cw ( t )  , obtenemos : 



o sea que s i  N e s  suficientemente grande se  obtiene m a  funci6n de corre  - 
lac i6n C , que se  asemeja bastante a m a  excitaci6n impulsiva 6 . 

Lnl 

Adem%s l a  m a t r i z  de covariancia e s :  

3 - 3 .  R E A L I Z A C I O N .  

Consiste en obtener l a  descripci6n interna de un sistema, conociendosu 

descripci6n externa,  e s  dec i r  que conocida h[ t )  (6 kI(s)) , queremos ha l l a r  

l a s  matrices F , G , H t a l e s  que : 

1 = F. x ( t )  + G u ( t )  

y ( t )  = H. x ( t )  

y adem%s que l a  dimensi6n de F (dim F) (*) sea mlnima. 

Puede demostrarse que e s t a  Ciltirr~a condiciBn e s  equivalente a que e l  sis- 

tema sea controlable y observable. 

V i m o s  anter iomente  que en e l  caso estacionario,  a1 que nos referiremos 

en e s t e  p g r ~ a f o ,  l a s  relaciones en t re  l a  descripci6n interna y externa es -  

t5n dadas por: 

h ( t )  = H. eFt . G ,6 equivalentemente por H ( s )  = g ( h ( t ) )  = H. (sI-F) -I .G 

(111-3) 

Diremos que IH;F;G) e s  una 4edeizaciEn de H(s) cuando se  verif iquen 

l a s  condiciones ( I1  1-31 . 
Observemos que s i  ex i s t e  m a  real izacidn {H;F;G) , 6s ta  no e s  h i c a  pues 

para toda matriz T regular ,  resu l ta  ; T F T; T G 1 una nueva r e a l i  - 
zaciBn de ti(s) . 

Antes de ver e l  caso general, veamos algunos casos simples: 

1 )  CkSO ESCALAR:  

Sea tI(s) una tunci6n racional prima : 

(*) dim F = n si F es una matriz n,x n 



Una realizaciBn (Ira .  forma can6nica) consiste en tomar: 

En cambio otra realizaci6n (2da. forma can6nica) es: 

Dejamcs como ejercicio hal lar  l a  matriz T que lleva l a  I r a .  forma can61iica 

en l a  2da. 

2)  C A S O  V E C T O R I A L  ( ~ a t r i z  de transferencia con pclos simples): 

Sea E(s) ulna. rnatriz de transferencia que tenga toclos sus polos s i r~plcs :  
N K 

i 
IXs) = C 

i = l  1 

donde Ri son matrices Pxm i = 1 ;  . N y hT e l  nmero de polos. 

Supongarnos que rango R.  = r -  ( i  = 1 ; 2 ; . . ; N )  ; entonces existen m a t r i c e  
1 1 

Hi' Gi de rango ri de manera que: 

En este  caso. una de l a s  posibles realizaciones es: G~ 



EJEMPLO:  

Sea: 

Entonces : 

donde : 

Por lo tanto una realizaci6n es :  

G = ( 1 )  = (; 1 )  
3 

0 

F = Diagonal (-1;-2;-3;-3) = 

0 0 0 -3 

3) CASO GENERAL. ALGORITMO DE HO: 

Recordemos que : 

o sea que conocer h(t)  es equivalente a conocer: 



Nuestro problesna consiste en hallar las matrices H, F, G , conociendo 
An 4 n 2 - 0 , con la condicidn que dim F sea minima. 

Construyamos la siguiente m W z  de Hank&: 

Podemos ver que : 

% = 1 ) .  ( G F G  . . .  F"-' G) , 

H F"-' 
es decir que SN es el product0 de la matriz de observabilidad 0 por la 

de controlabilidad C . 
Puede demostrarse que: 

Rango (%) = dim F . 
Entonces si podems factorizar la matriz % , obtendrems: H(de lama - 

triz 0) , G(de la matriz C) y luego a partir de ellas calcularemos F . 
ALGORITMO DE HO: 

i) Tomar N lo suficientemente grande de manera que: 

Rang0 (SN+k) = Rango Y k ~ l  

ii) Construir una matriz regular P que verifique: 

donde : 

K es una matriz constituida por n filas linealmente independientes de SN, 

B es una matriz invertible, 
W es una matriz formada por 0 y 1 (matriz pemutaci6n) . 
iii) Sea: 



( l a  matriz TN se construye suprimiendo l a  I ra .  f i l a  6 I r a .  columna de l a  

matriz SN y agregando una f i l a  y una colmna), entonces: 

iv)  Se toma l a  siguiente realizaci6n: 

K son l a s  primeras n-colmnas de l a m a t r i z  K . donde Kl ; . . . , n 
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