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Este curso intensivo, dictado en la Facultad de Ciencias Exactas e In
genierfa de ROSARIO, forma parte del ciclo que fuera iniciado el afio pasa-
do por el Prof. P, Bernhard (Introduccidn a la Teorfa de Control Optimo |,
cuaderno N°4 de esta Serie) y que serd continuado en el afio 1973 por el Pro
fesor A. Bensoussan con el desarrollo del tema Teoria Moderna de Control Op
timo. Todo ello como parte del acuerdo de asistencia técniéa y cientifica
que vincula al Institut de Recherche d”Infonmatique et d”Automatique (IRIA)
de Francia con el Centro de Matemitica Aplicada y Cdlculo del Instituto de
Matematica "Beppo Levi'' .

La publicacidn del curso, a cargo de la Universidad de Rosario, ha su
mado un motivo m3s de satisfaccidon a la tarea realizada; me cabe asi agra-
decer la acertada labor de quienes lo redactaron e intervinieron en lasdis

tintas etapas de la misma.

P.F.



INTRODUCCION: (*)

El considerable desarrollo de la automatizacidén de los procesos de pro
duccidén, de las miquinas de computacidén, del control automitico, etc. ... ,
han necesitado el desarrollo de disciplinas matemiticas como son: la Automi
tica, la Informiatica y la Investigacidn Operativa.

Estas disciplinas utilizan las matemdticas para poder representary ana
lizar los sistemas. Entendemos por sistema un conjunto de componentes ele —
mentales que estin conectados seglin una estructura determinada.

Ademds es necesario conocer con intuicidén fisica el sistema & proceso

que se va a regular 6 representar, y la tecnologia que existe para hacer el
control y la regulacidn,

En el pasado han sido desarrollados empiricamente sistemas muy buenos,
los cuales tienen la estructura de feed-back; un ejemplo de ello es la Clep
sydra, inventada 3 siglos antes de Cristo:

Queremos una indicacidén precisa de la hora; para ello usamos un reci —
piente A con un flotador que indicarid en un tablero la hora. Para que 1la
velocidad de subida del indicador sea constante es necesario que el recipien
te se alimente regularmente con agua. Presentaremos 2 soluciones.

Una- primera solucidén es utilizando un grifo, solucién no muy buena pues
el caudal de salida de agua no es constante por depender de la presidn.

- N W
=2 - -

7

J

v:velocidad de subida

(*) Estas notas constituyen una resumida presentacidén de los temas que con mayor
amplitud serdn tratados en P. FAURRE: "Elements d'Automatique'’, DUNOD, préximo a apare
cer,



La esquematizacidn de la primera solucidn es:

£ . . .
grifo Cantidad de Agua Velocidad de sublda’

Una segunda solucién es utilizar un nuevo recipiente B con un flota-
dor el cual tiene la misién de impedir la salida de agua cuando se ha logra
do una altura adecuada.

ho es la altura del agua que tiene el recipiente B cuando el flota-
dor obstruye la salida y h 1la altura real.

El objetivo de este sistema es que h permanezca pricticamente cons —
tante e igual a h  , con lo cual se consigue que el caudal que entraenel
recipiente A (que depende de h) sea constante.

Esquematizando esta segunda solucidn tenemos:

ho nivel h cantidad Velocidad
4- ’ — N
nivel de _|de agua de subida
referencia flotador

Otros ejemplos de utilizacidn del feed-back se desarrollaron durante la
revolucién industrial como ser el regulador de Watt para la miquina de va —

por.



CAPITULO 1

Teoria Usual De Control

I-1. REGULACION SIMPLE (P.I.D.)

Nos ocuparemos de describir 3 sistemas dindmicos: Retardo, Capacidad
0 Integrador y Constante de tiempo, y estudiaremos sobre ellos los efectos
de feed-backs(proporcional, integral y derivado).

. P u
Sea un sistema dindmico (*): =—————————fp —) . tal que

y(t) = f(u(to;t); t) ; donde:

u: es la excitacidn (control & imput).

out-put).

Or

y: es la observacidén (salida

1-1: RETARDO
DEF.: Un sistema dindmico es un Retardo cuando 3 T > 0 / y(t) = u(t - T)
¥ t. A la constante T 1la llamamos retardo.

Veamos algunos ejemplos de la realidad, que responden a esta defini-—
cibn.
a) CINTA TRANSPORTADORA:

S T y: medida del peso de los ma-
- -~ 5 -
\ERes e hysy) teriales.

e A3 Sy N S T I —‘-,——b-
‘ ' balanza
(- ! )
Yy

(*) Para mayor informacién ver Cap. I curso de P. BERNHARD. (Publicacidn N°4 de es
ta misma Serie CUADERNOS).




En las minas es frecuente transportar los materiales mediante una cin-
ta transportadora que circula a una velocidad v constante. Se quiere co-
nocer el peso de los materiales que caen de la tolva. Si se los pesaran en
el momento de la caida, esta medida estaria modificada por el impulso; por
lo cual se coloca la balanza a una distancia L , existiendo de este modo
un retardo T = ;Lr- en la medida vy .

b) REACTOR NUCLEAR: i T
vapor | |

intercambiador de calor

% k fluido

reactor u

[

accionador

barras de grafito

u: temperatura interna.

y: medida de la temperatura del fluido.

c) DUCHA:

u: posicidn de los robinetes del agua
fria y caliente.

y: temperatura del agua. O=

= -




d) INYECCION DE MEDICAMENTO:

—s] coTazoén

organo
tratado .

u: dosis de medicamento inyectado

y: concentracidén del medicamento en el Organo tratado.

OBSERVACION:

Existe siempre un retardo cuando se necesita un dato sobre un fluido que
circula. Casos particulares de esta observacidn son los ejemplos b),c),d).

REGULACION: |

El problema de la regulacidn consiste en elegir el control u(t) de ma-
nera que la salida y(t) se mantenga lo mds cercana posible a un valor ob-
jetivo Y. constante.

Una solucidn seria elegir u(t) = Y. con lo cual el problema estaria re
suelto matemidticamente; pero presentael inconveniente de ser muy sensible a

las perturbaciones como veremos mids adelante.

Otra solucidn consiste en tomar u(t) en funcién de la Senal de Erron
e(t) = Yo - y(t) © sea u(t) = f(e(t); t) con f a determinar.

Esto queda representado por el siguiente diagrama funcional:

Y

C <+ e(t)% ? et%rdo - y(t)

y(t)

Analicemos distintas soluciones:

i) CONTROL PROPORCIONAL DEL RETARDO:
Estd definido por la ley: u(t) = u * k.e(t) donde:
um = cte.
k = cte (>0) 1lamada ganancia def control.
Esquemidticamente:



+
u - u(t) retra;rdo (1)
+
o e(t) — Yy,

Teniendo en cuenta que y(t) = u(t-T) , e(t) = Yo -y(t) resulta:

e(t) + k.e(t-T) = Yo~ Yy

que es la ecuacidén de la sefial de error en el control proporcional.

Para que y(t) = Ye (e(t) = 0) sea solucidon de la ecuacidén es condicidn
necesaria que sea Yo = Yp -
Por 1o tanto la ecuacidén queda reducida a:

e(t) + k.e(t-T) =0 . (I-1)

Veamos que la estabilidad depende de k.

Nos interesa averiguar el valor de k para el cual e(t) = sen(wt+¢y)es
solucidon de (I-1). Para que ésto ocurra debe ser: k=t ; Wl =

'Si 1lamamos con Tp el periodo de oscilacidn del error en el control pro

porcional entonces resulta que:

H>=%§= 2T
Tomando valor absoluto en (I-1) tenemos |e(t)| = k|e(t-T)|, lo cual nos
indica que:
a) k>1 = sistema no-estable

b) 0 < k<1 => sistema estable.

t
Sefialemos que también e(t) = (k)T . sen(T.rI\—t +¢) resulta solucién de
(I-1), como puede verificarse.

Observemos para los distintos valores de k el crecimiento y decrecimien

to de la amplitud de las soluciones.

El caso k = 1 representa "la frontera'" entre la estabilidad y la ines—
tabilidad.



Analicemos la sensibilidad a las perturbaciones en el control proporcio-
nal. Supongamos que por razones exteriores la constante u, se modifica en

u toAu . Con esta perturbacién la ecuacidn del sistema es:

u(t) = (L%1+ Aum) + k.e(t)
y la ecuacidn de la sefial de error es:

e(t) + k.e(t-T) = - Au_ (I-2)
que es lineal no homogénea.

Au
Una solucidn particular de (I-2) es la constante e_ = - Tf% que se 1lla

ma eMor asAntiotico.

Por 1o tanto una solucidn de (I-2) es:
t
e(t) =e_ + (9 . sen(E +)

e(t)

k<1

Definimos el amorntiguamientc a como el cociente entre 2 maximos relativos

consecutivos de e(t) - e_ . Por lo tanto a = k2 .
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CONCLUSION:

a) Si queremos un comportamiento estable y amortiguado debe ser k <1 vy
pequefio.
b) Si queremos precisidn del sistema, es decir el error asint6tico e pe

quefio, k debe ser grande.

Estas exigencias contradictorias sobre la eleccién de k nos llevan al
dilema estabilidad-precisidn. (Qué podemos hacer?. En la practica general-
mente se toma k = 1/2 resultando:

I
i e_xX 67 bu,

| a

o

En cambio si hubiéramos hecho un control del tipo u(t) = u, + Alﬂn(open

loop) resultaria e = - Aum(eoo = 100 % Aum).

11) CONTROL INTEGRAL DEL RETARDO:

t
Esta definido por la ley: u(t) = ?L- .[ e(a) do
T

donde T, se 1llama tiempo de Integracidnm.

Esquemdticamente:

Yo <+ retardo y(t)

c e(t) —ft
..%; 'r T >

t
y(t+T) = u(t) =~£— _[' e(a)da

T =
d d
e =y, -y() = F=-G&
; g—te(tw) -Len) = %E e(t+T) + - e(t) = 0 (1-3)

T T
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(I-3) es la ecuacidén diferencial con retardo de la sefial de error en el con

trol integral del retardo.

Analicemocs la estabilidad del sistema y su vinculacién con T iPara
qué valor de Tps e(t) = sen(wt +¢) es solucidén?. Ello ocurre cuando wt =1

= I
wl = 2

Si TI es el periodo de oscilacidén del error en el control integral en-
tonces resulta TI = %§-= LT .

Analizaremos ahora lo que sucede cuando existe perturbacién A u = cte.

En este caso resulta la siguiente ecuacidén de error:

%E e(t+T) + - e(t) = 0
T

que coincide con la del sistema sin perturbaciones (I-3).

Por lo tanto en el control integral, al producirse una perturbacién

Aum = cte , el error asintdtico es e =0.

El inconveniente del control integral respecto al proporcional es queel
sistema es mis lento (TI =2 Tp) , pero es superior en lo concerniente a
la sensibilidad a las perturbaciones constantes. De aqui surge la idea de

utilizar una combinacidén de los 2 controles anteriores que serd el:

iii) CONTROL PROPORCIONAL E INTEGRAL (P.I.) DEL RETARDO:
Consiste en aplicar un control que tenga la siguiente ley:

t
ult) = k.[e(t) . T‘—r f e(oc)dcx:,.
y(t+T) = u(t) = k[e(t) ¢ ft e(oc)doc]
T
como %%— = - %%

entonces resulta:

g—t e(t+T) + k {11? e(t) + —Tli e(t) =0 (1-4)
T

que es la ecuacidn diferencial de la sefial de error en el control P.I.

(Para qué valores de Y k es e(t) = sen(ut + ¢) solucién de
(I-4)7.

Dejamos como ejercicio verificar que ello ocurre cuando k = -coswt;
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Ty =" ﬂﬁ—w—t ,obteniéndose un periodo de oscilacién TP . con 2T <T

p1.< LT
y un error asintStico e_ =0 para Au = cte.

1-2. CAPACIDAD O INTEGRADOR

DEF.: Un sistema dindmico es una Capacidad o Integrador cuando y(t) =

t
f u(a)dae (6 lo que es equivalente, %% = u); esquemidticamente:

u j‘ y
— -

Veamos dos ejemplos que responden a esta definicidn:
a) El integrador mids sencillo es el recipiente de seccién S que recibe un

cierto caudal D de agua donde la altura h del 1liquido sigue la siguien

-t
te ley: h(t) =%J D(a)do

b) INTEGRADOR ELECTRONICO:

—v’\/\/‘—ﬁ 7

u(t): tensidn de y(t): tensidn de

entrada {\ salida
%ﬂ
_u_ oY dy _ 1
t=g=-C3x = T~ r‘Y
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REGULACION PROPORCIONAL DE UNA CAPACIDAD.

Supongamos que queremos regular una capacidad a un valor objetivo cons—
tante y_ mediante un control proporcional del tipo u(t) = k.e(t) , donde
e(t) = Yo - y(t) es la sefial de error.

Por lo tanto

d _d _ _ d -
-d—t-e(t) —EY(U =u(t) =k.e(t) = d—te(t) +k.e(t) =0

Integrando la ecuacidén diferencial, suponiendo 1la condicién inicial

e(0) = e  , se tiene que e(t) = e e Kt

Se 1lama tiempo de respuesta al 5% al tiempo t. en el cual e(tr) =

e(t
e (t) £ = log 20 ~ 3
0 T k k

3
K

t —_—
r t

Lo deseable es que k sea lo suficientemente grande para que tr(:;%-)
resulfe pequefio. Pero existen varios inconvenientes para un k demasiado
grande:

a)' Costo elevado.
b) El modelo matemdtico puede no ser representativo del sistema real.

1-3. CONSTANTE DE TIEMPO
DEF.: Un sistema dindmico es una Constante de Tiempo cuando T '%E'Y(t) +
+y(t) =u(t) , donde T = cte se llama constante de tiempo.

Veamos como responde este modelo a una excitacién u(t) representado

por el siguiente grafico: y(t)

u
1
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Si partiendo de un valor de equilibrio y(t) = u ¥t st el con-

trol u(t) es llevado bruscamente al valor u, en el instante t, enton-

ces debemos resolver: T %%-+ y(t) = uoos y(tl) =u obteniéndose como
solucidn: t-t,
-4 - (u - T
y(t) y(t) u (% %).e Vt;tl
Y
|
|
Yo t t + |
1 PRt +3T .

Nos interesa hallar el valor de t. para el cual se obtiene u - y(tr)=
=0,05 (u -u) Sseaque t =t +T. log 20 =~ t *+ 3T

OBSERVACION:
A este sistema se lo puede considerar en forma aproximada como un modelo
de retardo con 3T como periodo de retardo.

EJEMPLO: EL TERMOMETRO

: temperatura del liquido dentro del

termdmetro recipiente.

: temperatura marcada por el termOme

tro.

: energia que pasa del liquido al ter

mometro.
Se tiene que:
(c =cte) ,
(k = cte) ,
resul tando
>
0 sea

que representa un sistema dindmico que es una constante de tiempoconT‘=é%u

La regulacidn la estudiaremos en 1-4 como parte de un sistema mds rea —

lista.
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1-4. CONTROL PROPORCIONAL, INTEGRAL Y DERIVADO (P.l.D.)

Queremos regular una capacidad g%-= u cuyo out-put Xx se mide con un

instrumento que funciona como una constante de tiempo T %% +y=X
constante
T

Por 1o tanto la ecuacidn del modelo es:

Tﬁ-}-gX:u
dt? dt

(Qué control wu(t) debemos usar para obtener y(t) ~ y.?

c’

u J’ X constante y
p————

*™de tiempo T

. Y
) b

Supondremos, sin pérdida de generalidad, Yo = 0

CONTROL PROPORCIONAL:

Consiste en tomar u(t) = ke(t) = -k y(t) . Por lo tanto la ecuacién di
ferencial del sistema es:
2
Td_z.+gX+k.y(t)=0 .
dt2 dt

Queremos que  1lim

y(t) = Yo © 0 , lo cual es equivalente a pedir que
t> +

las raices del polinomio caracteristice tengan parte real negativa.

Para preveer ciertas condiciones, como ser estabilidad y precisidn, gene

ralmente un solo grado de libertad (que en nuestro caso es k) no basta, por
lo cual consideraremos el siguiente control P.D.

CONTROL PROPORCIONAL Y DERIVADO (P.D.):

Consiste en tomar una ley de control: u(t) = k e(t) + k' .g%- 0 sea
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ut) = -ky(t) - k' . g (k; k' ctes)

Por lo tanto la ecuacibén diferencial del sistema sera:
2
A +k’)%x+k.y(t) -0
dt? t
De esta manera conseguimos 2 grados de libertad (que son k y k') lo que
nos permite fijar arbitrariamente las raices del polinomio caracteristico.

CONTROL PROPORCIONAL, INTEGRAL Y DERIVADO (P.1.D.)
Consiste en tomar la siguiente ley de control:

t
u(t) = k|:e(t) ¢ L f e(o)du + 1 .g—te(t):l
T
donde:
T.! se llama tiempo de integracidn

T4° Se llama tiempo de derivacién.

I-2. SISTEMAS DINAMICOS LINEALES - REPRESENTACION EXTERNA
2-1. SISTEMA DINAMICO LINEAL Y ESTACIONARIO

Sea:
C - = Y o

con y(t) = f(u(.) ;t) un sistema dinimico, donde u(.) 1indica todos los

valores asumidos por u hasta el instante t. (%)

Un sistema dinamico es £Lineal cuando la funcién f es lineal en u,es

decir :
f(al ul(.)+ azuz(.];t) = o f(ul(.);t) +u2f(u2(.);t)'\/‘ o o € R.

No es necesario que u(t) e y(t) sean escalares sino que se puede supo
ner u(t) e R® e y(t) e RP, |

Como ejemplo de sistemas dinamicos lineales tenemos:
d
a) %% =u b) y(t) = u(t-T) c) Ta% +y=u

Se puede demostrar que en el caso de sistemas dindmicos lineales existe
una funcién h(t; 1) , llamada Respuesta al impulso O Respuesta impulsiva

(*) Para mayor informacién ver Cap. I curso de P. BERNHARD, publicacién N°4 de es--
ta misma Serie CUADERNOS.
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del sistema que verifica:

t
y(t) = ft h(t; 1) u(r)de
0

El nombre de h(t; 1) surge del hecho de que si tenemos un input
u(a) = 8(a- 1) (8: delta de Dirac) el output resulta

t
y(t) = jt h(t ; o) u(a) da = f h(t; a)s(a-t)da = h(t ;1) .
to t,
También se ha visto que en los sistemas causafes la respuesta impulsiva
resultaba nula si el impulso se realizaba a posteriori del instante en estu
dio (h(t;t) =0 ¥ t<1).

Un sistema dindmico es esfacionario cuando es invariante por una trasla

cidn temporal (es decir: si u(t) — y(t), entonces u(t+T) — y(t+T),¥ T).
En este caso se tiene h(t;t) = h(t+T ; t+T) ¥ T.

Por lo tanto en un sistema lineal y estacionario h(t;t) = h(t-1;0)
(que notaremos h(t-t}) , es decir que h(t;t) depende de una sola varia
ble que es t-t y la salida y(t) resulta:

t
y(t) = J h(t-t) u(t) dt con u(t) € Rm,-y(t) e RP y h(t-1) matriz px m.

-

Esto puede representarse como el producto de convolucién y = h*u

"EJERCICIO:
Hallar h(t-t) para los 3 ejemplos de sistemas dindmicos lineales cita
dos anteriormente.

2-2. FUNCIONES PROPI{AS DE UNA TRANSFORMACION LINEAL Y ESTACIONARIA.

t
Dado el sistema y(t) = f h(t-1).u(t)dr = f(u(.) ;t) , diremos que

- 00

u(t) es una funcidn propia de £ cuando 3 x e C tal que y(t) = ru(t).

TEOREMA. Las gunciones et son gunciones propias de todas Las transgorma
clones dinamicas Lineales y estacionanias ¥ s e C .

DEM. :

a) Si el sistema fuese un retardo las funciones eSt resultarian funcio—
nes propias ¥ s e€ C , tomando A = eST , donde T es el retardo.
b) Sea y(t) = f(u(.) ; t) un sistema dindmico lineal y estacionario.

st

Consideremos u(t) = e Yy uT(t) = u(t+T) =‘eST Lu(t).
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Entonces:
£u(.) 5 t4T) = £(ug(.) 5 1) = £l L uy s =T Lfu() s ¥t

en particular para t = 0 tenemos:

y(T) = £(u(.) ;T) = £(u(.) ;0) .5 = y(0) . 5"

Es decir que eST es una funcién propia de f (considerando a T ' como

variable), valiendo este razonamiento ¥ s e C .

2-3. TRANSFORMACION DE LAPLACE. (*)
Una funcién £(t) vy su transformada F(s) estdn ligadas por:

+m
F(s) = LE(®) = f e St f(t)dt
c+ioo
£t) = LV E(s) = ZT‘r—l f eSt. F(s)ds (**),0,< Res<o_
C-ico

donde (oo;ol) representa la banda de convergencia de F(s)
Esta Gltima relacidn expresa a f(t) como combinacién lineal de las fun
. S - iy . . i .
ciones &%t ; de aqui la utilidad que brinda para el estudio de sistemas 1i

neales la transformacidén de Laplace.
Veamos algunas-interpretaciones de h(t-1):

a) para cualquier sistema lineal y estacionario:

+00
y(t) = f h(t-1) u(t) dt = (h#u) (t) .

- Q0

Entonces Y(s) = H(s) .U(s) donde,

y(s) = L)
Ues) = L)
H(s) = L (h(t)) 1lamada funcidn de transferencia del sistema.

b) Supongamos que excitamos un sistema lineal, estacionario y estable con

0

una entrada arménica u(t) = j(t) . sen wt donde:

‘ 0 si t <0
j(t) = l l

es la funcidon de Heaviside .

si t 0

v

Por ser el sistema estable se verifica lim h(t) = 0 , lo cual equi
t > +

(*) Para mayor informacidn ver Cap. I curso de P. BERNHARD, publicacidén N°4 de es-
ta misma serie CUADERNOS.

(**) i es el complejo que verifica i2 = -1
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vale a que los polos de H(s) tengan parte real negativa.

UGs) = Lu(n) = =2
S2+y2 H‘lw) H(-iw)
Y(s) = H(s).U(s) = H(s). —2—=H (s) + —21 + 28 (1-5)
S2+y2 ! s - iw s + 1w

donde Hl(s) es la parte del desarrollo en fracciones simples que contie-
ne a los polos de H(s) ; por lo tanto 1lim h_(t) = 1in1$%2‘1(H1(s))==0.

t >+ t > +o

Anti-transformando (I-5) resulta:

y(t) = j(t) . |[H(iw)| . sen(wt + Arg H(iw)) + hl(t) ,

es decir que hemos obtenido una respuesta que con el correr del tiempo ''se
hace" armbénica, siendo |H(iw)| y Arg H(iw) 1la amplitud y la fase armd-
nica del sistema.

y
u
— H(S)  —
/\ . N /.
"4 e*
u(t) = j(t) .sen wt y(t) = |H(iw)| . sen(wt*Arg H(iw))

¥ t > t*

2-4, REPRESENTACION ESQUEMATICA DE SISTEMAS LINEALES

Existen dos formas de representar esquemiticamente a los sistemas linea
les:

{ 1) por diagrama funcional

| i1) por diagrama de flujo

En principio no aportan mas informacidén que un conjunto de relaciones ma
temiticas; pero su ventaja reside en que podemos ver la estructura y las re

laciones de causa y efecto presentes en el sistema.

i) DIAGRAMA FUNCIONAL:
La relacidon Y(s) = H(s) . U(s) estd representada graficamente por:
U(s) H(s) Y(s)




20

Las reglas para la representacidn son las siguientes:

Simbolo Significado

v

Variable U

Transformacidn lineal con la

funcidén de transferencia H

Sumador
Y=U -U +U
1 2 3
Y La variable de salida es igual

a la suma algebraica de las va

riables de entradas afectadas

cada una con el signo indicado.

11) DIAGRAMA DE FLUJO:

Las reglas para la representacidn son las siguientes:

Simbolo Significado
U Variable U
(@)
U H Y Transformacidon lineal
o 0 Y-t .U

Sumador

Y = H1U1 + H2U2 + H3U3
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ALGEBRA DE MANIPULACION DE LOS DIAGRAMAS FUNCIONAL Y DE FLUJO:

Lo que se tratard es, usando las reglas de cada diagrama, transformar un

sistema en otro equivalente cuya representacibén grafica sea mis sencilla.Pa

ra ello veamos algunos ejemplos:

a)

8] \' Y
—s H; > H, —_

V=H .U

1 = Y=H .H .U
Y=H .V

2

Por lo tanto el sistema equivalente es:
8] Y
> HZ.H1 >

O sea que la funcidn de transferencia del nuevo sistema (equivalente)es:

H=H
2

b)

.H

1 +
U H Y

Para poder manipularlo matematicamente conviene agregar algunas variables

intermedias, como ser E y V

< < m

u + E Y

Uu-vV
H.E
G.Y

Y=H.E = HU-V) = HU-GY) =» (1+HG)Y =H.U =»

= y- H y
1 +HG

Por lo tanto el sistema equivalente es:
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0

cual es el diagrama funcional

d) Veamos
cional del retardo.
u(t) = k.e(t) + um
e(t) = y. - ¥(t)
Y(s) = e 5T, ucs)

==ip

diagrama funcional

U(s)

E(s)

y

de flujo de la regulacidén propor

um
k. E(S) + ry
y
= - Y(s)

diagrama de flujo

-sT
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e) La representacidn grafica del feed-back es la siguiente:

diagrama funcional diagrama de flujo

que segln vimos en el ejemplo b) el sistema equivalente es:

diagrama funcional diagrama de flujo
Y
U H Y
—_— 1 G —— H
0] 1 +HG

REGLA DE MASON: ‘
Si un diagrama es complicado, también lo serd describirlo matemdticamen
te; para esos casos resulta Gtil la llamada Regla de Mason (*), que iremos

presentando sobre el siguiente ejemplo:

(*) Ver R. DORF '"Modern Control System', pdg. 48-51 .
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El objetivo es hallar H = %—, 0 sea la funcibén de transferencia del-sis
tema equivalente al dado. Seglin la regla de Mason:
I S ¢
==

donde la sumatoria debe realizarse sobre todos los caminos distintos del dia
grama que unen U con Y . Llamamos camino a una sucesion de curvas (lineas)

donde cada punto del mismo es recorrido una sola vez.

En nuestro ejemplo existen dos caminos que unen U con Y ; ellos son:
cl) 1-2-3-4-8

c2) 1-5-6-7-8

Pk: es el producto de todas las funciones-de transferencia que estan sobre el
camino Kk :
’P1=G1.G2'.Gs.Gl+
lp. =G, .G .G, .6

o = G565 -G, . Gy
Sea L.l la ganancia del bucle i del sistema:

L1 = G2 .Hz‘
L2 = G3 .H3
L3 = G6 .H6
Ll+ = G7 .H7

A =1 - Y (ganancias de los bucles) + Y (producto de las ganancias de 2
bucles no contiguos) - > (producto de las ganancias de 3 bucles no con
tiguos) + .....

A es 1llamado el determinante delf gragico.

Por lo tanto:

A=1 - (L1 + L2 +‘L3 + L“) + (LlL3 + LlLl+ + L2L3.+ LzLu) .

Ak: es el detemminante del grafico sin los bucles que tienen puntos en comin

con el camino k |

1 - (L3 + Lu)

——
> >
—
i} [}

1 - (L1 + L2)

O sea que la funcidn de transferencia del sistema equivalente al dado re-
sulta ser:
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5678

A 1-(G2H2+G3H3+G6H6+G7H7)+(GZHZG6H6+G2H2G7H7+G3H3G6H6+G3H3G7P%)

P1A1-+P2A2 -_G1G2G3G4[1 - (GGHG + G7H7)} +GGG.G [1 - (G2H2 + G3H3)J

H=

2-5. REPRESENTACION GRAFICA DE LA FUNCION DE TRANSFERENCIA
U Y

H o

Sabemos que representa la relacidn

Y(s) = H(s) .U(s) , donde H(s) es la funcidén de transferencia del sistema.

Queremos representar H(s) que es una funcién compleja de variable com-
pleja; para ello necesitamos un espacio de 4 dimensiones. Como H(s) =
= ;Z?(h(t)) es una funcién holomorfa en su Tespectiva banda de convergen —
cla, para caracterizarla basta conocer los valores de H(s) sobre una cur-

va cerrada del plano complejo, por ejemplo el eje Ims.

Observemos que H(s) = H(s) , por lo cual es suficiente representar

H(iw) para w > 0 ; para ello expondremos los siguientes diagramas:

i) DIAGRAMA DE NYQUIST:

Consiste en representar H(iw) , variando w de 0 a +o , en el

plano H(s)

ImH

Re H

11) DIAGRAMA DE BLACK:

Consiste en representar H(iw) , variando w de 0 a +o ,enelpla

no log H(iw) , teniendo en cuenta que:

log H(iw) = log |H(iw)| + i Arg H(iw)
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log |H(iw)|

w=0
_ kil
] 1
Arg H(iw)

iii) DIAGRAMA LOGARITMICO:

Consiste en representar H(iw) , variando w de 0 a +w , mediante

las 2 curvas siguientes:

a) Cwwa de Amplitud: log |H(iw)| referido a log w
b) Curva de Fase: Arg H(iw) Treferido a log w
log |H(iw)| Arg H(iw)

—
K

(STE

iv) DIAGRAMA DE POLOS Y CEROS:

Se utiliza en €l caso en que H(s) es una funcidn racional en la varia

ble compleja s ; es decir:

(s - El) N am)

H(s) = k .
(s - py) -or (5D
El método consiste en representar en el plano complejo s la posicidn

de sus ceros (o) y la de sus polos (x) , destacando en el diagrama la cons
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Ims
>(IH
k
o © o Re s
2 g2 Fs
o El
Se puede verificar que:
Ims
Ims
Re s

D— Re s

j@

son las representaciones de un sistema derivado e integral respectivamen-

te.
EJERCICIO:
Hallar las 4 representaciones para:

a) La constante de tiempo.

b) Sistemas cuyas funciones de transferencias sean:

2
w
H(s) = n
s? +2¢6u s + wﬁ

con w =cte y & pardmetro.

2-6. SENSIBILIDAD DE LOS SERVOMECANISMOS.

Supongamos tener un sistema dindmico lineal con funcidn de transferen-

cia H(s) .

U ' Y
H

¢Qué regulacidén debemos realizar para que la funcién de transferencia T(s)

del nuevo sistema sea aproximadamente 1?. (Deseamos que 'y ~Uu) .
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U S;) Y
———— pr—— H r————

Esta condicidén es vdlida en general para un cierto dominio de frecuen-—
cias especificadas, por ejemplo w € (0 ; Q).

i) SOLUCION SIN BUCLE:

Consideremos el sistema

con K(s) a determinar de modo que:

t1=H.K~1 ¥ we€ (0;9

ii) SOLUCION CON BUCLE:
Consideremos el sistema:

+
_U-?_—. G - H Y ot

con G(s) a determinar de manera que:
H.G

T2=m"‘“] ¥ we(O,Q)

0 sea H(s) . G(s) >> 1 ¥ we (0;9

Hasta ahora el problema fue resuelto matemidticamente; pero es importan-
te saber qué sucede cuando se producen variaciones en H(s) , es decir
cuando existen perturbaciones.

Analizaremos como varia T(s) ante variaciones de H(s) ; pretendemos
que variaciones de H(s) no generen grandes variaciones de T(s) , o sea
que S sea pequefio; definiendo S como:

S = %-. %% 1lamada funcidon de sensibilidad respecto a las variaciones
de H
Calculemos la funcidn de sensibilidad en los 2 casos:

1)T1=H.K == Sl—;i,T.—aH—=1
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OBSERVACION:
Comparando los casos 1) y ii) se puede apreciar la importancia'de los bu

cles en los problemas de la Teoria del Control.

2-7. PROPIEDADES DE SEGUNDO ORDEN DE LOS SISTEMAS LINEALES

Llamamos asi aquellas propiedades que se expresan en témminos de y2,u?
eyu
a) SENALES DE ENERGIA FINITA:

Sea f(t) wuna funcidn escalar.

Diremos que f es una Senal de Energia Finita cuando

+ X

E = f |£(t)[2dt < + (e> fel2(R))

- 00

Para una sefial de energia finita f se define la Funcion de Correlacitn

+o
Cff('r) = J‘ f(t+1) . f(t)dt

- 00

OBSERVACION:

a) Cep(0) = f (f(t))%dt = E,

b) Si designamos con f 1a funcién: f(t) = f(-t) , entonces resulta:
Cff =f xf

Para una sefial de energia finita f se define el Espectro de Ene&gia.¢ff

como la transformada de Laplace de Cff ; 0 sea:
| bee(s) = HE(Cee())
Ademds, teniendo en cuenta que SL(£(t)) = F(-s) , resulta:

bee(s) = F(s) . F(-s)

PROPIEDADES DE LA FUNCION DE CORRELACION Cff :
i) Cff es simétrica, es decir: Cff(-r) = Cff(r) .

ii) Cff es una funcidén de tipo real positivo, es decir:
¥ al,...,oane]R n

Z 5 o Cff(l'i-'rj) >0
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+¢7
P 1 .

PROPIEDADES DEL ESPECTRO DE ENERGIA ¢ff :
SR IRO RIS
ii) bep €S simétrica, es decir: ¢ff(—s) = ¢ff(s) .
iii) ¢ff(iw) = F(iw) .F(-iw) = F(iw) .F(iw) = IF(iw)|2 >0 ¥ welR

Sean y,u seflales de energia finita; entonces se define la Funcidn de
Cornelacion Cruzada por:

Cou(D)

+ a0
Jr y(t + t)u(t)dt

-0

y el Espectro Cruzado por:

4, (5) L (€, (D)

Mediante un procedimiento similar a lo hecho anteriormente se tiene:
s) = Y(s) . U(-s
¢yu() (s) (-s)

OBSERVACION:
Todo lo anterior se puede generalizar considerando funciones vectoria—

les de variable real; definiendo para y e RP , UE RrR" :

+oo
Cyu = “( y(t+1).u'(t)dt : Funcion de Correlacidn Cruzada

¢yu(5) = cZ?(Cyu(t)) = Y(s).U'(-s): Espectro Cruzado.

donde u' es la traspuesta de u ; Cyu R ¢yu matrices p x m
Supongamos tener 2 sistemas lineales:
! H —i—» 5
e (Y1 = Hl.U1 6 vy = hl*LH )
U, Y, B )
H2 S (Y2 = Hz'Uz 6 y, = hz* uz)

de los cuales conocemos la funcidén de correlacidén cruzada de las entradas

u_ ; es decir ¢

u
1’72

%%

¢Podremos saber algo sobre la funcién de correlacidn cruzada de las sa

lidas ?.
1das, ¢y1y2
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©-
~
wn
—
1

y.y Yi(s) .Y;(—s) = (Hl(s) .Ul(s)) .(Hz(—s) .Uz(—s))' =

Hl(s) .Ul(s) .U;(-s) .Hz(-s) = Hl(s) .¢u1u2(s) . H;(—s)

O sea:
¢ (s) =H (s).9¢ (s) .H!(-s)
Y.y, 1 uu, 2
Ademis antitransformando, resulta:

- -1 = (-
Cyy, () = £ (g y (D =10 4 Gy (8 5 100

Para dar una interpretacidn fisica del espectro de energia,consideremos
el siguiente ejemplo 1llamado §&trno pasabandas.

donde H(s) , funcién de transfe

rencia del sistema, tiene la siguiente representacidon grafica:

H(iw)

Supongamos que ¢ .=~ €S conocido.

Como ¢yy(s) = H(s) . ¢uu(s) . H'(-s) entonces resulta:

(1w).

¢Yy(iw) =H(iw) . ¢uu(iw) .H(-iw) =H(iw) .H(iw) . qpuu(iw) = |[H(iw)|2. ¢uu

Por lo tanto:

oo 1Y)
_ 1 + . _ 1 * . 2 . _1 [ 2 .
E}’ = on ¢Yy(lw)dw = on f |H(1w)| ¢uu(lu))dw == f ¢uu(1w)dw.

Yo )
1

3>

2
2
, donde A = 4[. ¢uu(iw)dw puede interpretarse

2
1

como la contribucién a la energia total de la sefial u debido a las fre-

O sea que: E =
4 y
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cuencias w € [(Q.;0 | . ;
(9 2,] ¢, (1)

2 h .

b) SENALES DE POTENCIA FINITA:
Una funcidn escalar f(t) es una Senal de Potencia Finita cuando

i T
f [£(t)|2 dt < +

P..= lim —
Tor+w 2T Jp

tf

Ademis se define:

T
Cep(r) = 1lim —— f(t+1) . £(t)dt  Funcitn de Comrelacitn
ff T 2T
»> +» -T
¢p(s) = S%?(Cff(t)) Espectro de Potencia.

OBSERVACION:
i) Si f es una sefial de energia finita, entonces f es una sefial de po
tencia cero (Pff =0) .

ii) Pff < +o© — |Cff(r)| < +0 ¥ T . (*)

iii) Sean 2 sistemas dindmicos lineales: .

U Y
L L. H1 1 —
U Y
2 > H2 2 —
= ' (-
entonces ¢y1y2(5) H (s) . ¢u1u2(s) . H) (-s)

(*) N. Wiener, '"The Fourier Integral and its Applications'' Dover.
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EJEMPLO: FILTRO ADAPTADOR.
Queremos detectar la presencia de una sefial y en una sefial disponible
=y+‘r

donde r es un ruido de espectro ¢rr(iw)

Suponemos que la sefial y finaliza en el instante T (y(t) =0 4% t>T)
y queremos que el cociente

seflal transmitida al instante T

valor cuadratico del ruido transmitido
sea maximo.

sefial transmitida al instante T=hx y(T) =3%; _JAH(iw)y(iw)elwT dw

valor cuadridtico del ruido = é%— J |H(iw) |2 ¢rr(iw)dw

Por la desigualdad de Schwartz. obtenemos:
iwT

_1 1 ’ . iw)e .
‘h *® y(T) |2 = l'z—_n_" J H(lw) % ¢rr(lw)dw|2 A
< L B |2 e Gu)de . f\ % _(lw)d

valiendo el igual sdlo si:

N y(iw) .
H(iw) = k( ¢rr(iw)

) con k constante compleja.

Obviamente ésta es la funcién de transferencia del filtro adaptador.

I-3. REPRESENTACION INTERNA - SISTEMAS DIFERENCIALES LINEALES .

INTRODUCCION:
La Rpresentacidn Interna de un sistema dindmico lineal estd dada por:
x(t) = F(t) . x(t) + G(t) . u(t) |

y(t) = H(t) . x(t) + J(t) . u(t)

donde: X € Rn; y € Rp; u € Fn; F matriz nxn ; G matriz nxm;

(I-5)

H matriz pxn ; J matriz pxm

Sea ¢(t ;to) la Matrniz Fundamental del sistema de ecuaciones lineales
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homogéneo: X(t) = F(t).x(t) ; es decir o(t ;to) es una matriz nxn que
verifica las siguientes condiciones:

d .
Ef'®(t ,to)

F(t).e(t ;to)
@(to;to) =1 (matriz unidad n xn)

Por lo tanto la solucibn general del sistema lineal no homogéneo viene da

da por: t
x(t) = ¢(t ;E)).E + J~ o(t ;a).G(a).u(a)da
con g = x(to) . t
OBSERVAC I ON: t
x(to) =g =0 => x(t) = J‘ o(t ;a).G(a).u(a)da =»
t t
y(t) =J(t).u(t) + J{, H(t).e(t ;) .G(a) . u(a)do

Si consideramos un impulso u(t) 2 s(t-8) , y recordamos que

t
y(t) = .{ h(t ; o) .u(a)da

t
0

entonces resulta:
y(t) = h(t;8) = H(t).e(t; B8).G(R) + J(t).8(t-B) . (I-6)

CASO ESTACIONARIO:
El sistema dindmico lineal (I-5) se dice Estacionaic cuando las matrices

F,G,H,J no dependen del tiempo, es decir si son matrices constantes.

En el caso estacionario la matriz fundamental adopta una forma muy parti-

cular: K
F(t-t ) & ()
ot - FER 1 T

CALCULO DE LA FUNCION DE TRANSFERENCIA DE UN SISTEMA LINEAL ESTACIONARIO
a) En el caso estacionario (I-6) adopta la siguiente forma:

h(t-g) = H LF (T8 gy J.s8(t-8)

0. sea: F.t
h(t) H.e """ . G+J ., §(t) . (I-7)

Transformando (I-7) obtenemos como funcidn de transferencia:
Lm) =H. sI-H 1. G+
b) Transformando el sistema: ‘x F.x + G.u
y = Hx + J.u
l x(0) = ¢

S

tenemos:
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{ sX(s) - x(0) =F . X(s) +G . U(s) -
Y(s) =H . X(s) +J . U(s)
(sI-F) . X(s) =G . U(s) + ¢ .
Y(s) =H . X(s) +J . U(s)
X(s) = (sI-F)"' .G .U(s) + (sI-F)V . ¢
Y(s) =H . X(s) +J . U(s) -

Y(s) =H. (SI-F)' .G .U(s)+H. (sI-F)"' . £+J.U(s) =

Yis) =[H. SI-B)7'.G+J] .U(s) +H. sI-B) . €.

Para el caso en que x(0) = £ = 0 , entonces tenemos:
Y(s) = [H. (sI-B)'. G+ J] . uGs)
o sea que la funcidn de transferencia del sistema es:
Lm) =H. (sT-F) . G+J

3-1. CONTROLABILIDAD (*)
Sea el sistema dinamico diferencial lineal (I-5):
x(t) = F(t) . x(t) + G(t) . u(t)
{ y(t) = H(t) . x(t) + J(t) . u(t)

Nos preguntamos si de cualquier estado & podemos ir a cualquier estado
n ; es decir si es posible de cualquier estado inicial ¢ en el t, ir

a cualquier otro estado n en un tiempo futuro oportuno.

El sistema (I-5) es Controlable en to cuando para todo par de estados
£;n existen T Yy una funcién de control u(tO ; T) tal que:

u(t ;T)
£ 2 —> 1

vale decir:

T
n= ¢(T ;to) LE O+ ,{ #(T;a) . G(a) . u(a)da
t
(o}
Si esto no sucede el sistema se dird no controlable en tO . Las condi-
ciones necesarias y suficientes para la controlabilidad estadn dadas por los

siguientes teoremas:

(*) Para mayor informacidén ver Cap. I, curso de P. BERNHARD, publicacidén N°4 de es
ta misma Serie CUADERNOS.
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TEOREMA 1 (CRITERIO DE CONTROLABILIDAD).
EL sistema dinamico diferencial Lineal (I-5) es controlable en t ALy
s0L0 1 La matrniz t
Cest) = | ot; ). 6.6 () e (t;a)do
es definida positiva. K
OBSERVACION:
Una matriz A es deginida positiva (A > 0) cuando la forma cuadratica

asociada ¢(x) = x'"Ax >0 ¥x#0 .

A es semi-definida positiva (A > 0) cuando ¢(x) = x'Ax > 0 ¥x.

Queda asi definida la siguiente relacién de orden:
A>B(A2B) e A-B>0A-B>0)

TEOREMA 2 (CRITERIO DE CONTROLABILIDAD PARA EL CASO ESTACIONARIO)
EL sistema (I-5) estacionarnio es controfable 31 y s0lo 41 La matniz
O- (@ ... . o)

tiene nango n (o sea rango maximo).

3-2. OBSERVABILIDAD:

Consideremos el siguiente sistema dindmico lineal:

x(t)
y (t)

F(t) . x(t)
H(t) . x(t)

(1-8)

El sistema (I-8) se dirid observabfe en el instante to si conociendo
la salida y(tO ; T) podemos determinar el estado inicial del sistema
x(to) = g ; en cuyo caso sera:

y(t) = H(t) . e(t;t) . &

En este caso los criterios vienen dados por los siguientes teoremas:

TEOREMA 1 (CRITERIO DE OBSERVABILIDAD) .
EL sistema (I-8) es observable en t 51 y 4080 AL La matrniz
t
o(t ;to) = .I‘ ¢' (a ;to). H' (o) . H(a) . ¢(o ;to) da
t
es deginida positiva. °
TEOREMA 2 (CRITERIO DE OBSERVABILIDAD PARA EL CASO ESTACIONARIO).

EL sistema (I-8) estacionwrio es observable en t = 41y soko 41 La ma
tuz :
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tiene rango n (G sea rango maxdme) .

I-4. ESTABILIDAD Y COMPENSACION,

Antes de definir matemdticamente las distintas clases de estabilidad di
remos (intuitivamente) que un sistema es estable respecto a una trayecto-—
ria cuando a pequefias perturbaciones en las condiciones iniciales corres —

ponden pequefios cambios de la trayectoria,

L-1. ESTABILIDAD DE LIAPUNOV.
Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales x=f(x;t),
donde sin pérdida de generalidad supondremos que £f(0;t) = 0 O seaque po-

demos elegir x(t) =0 ¥t como trayectoria de referencia.

i) DEFINICION:

El sistema x = f(x;t) es estable en el sentido de Liapunov (L-esta
ble] con respecto a la trayectoria x(t) = 0 cuando V—to , ¥e>0 1

n >0 tal que si ||x(to)\| < n entonces || x(t)|| <e ¥to>t

x(t)

Una nocidn de estabilidad mucho mds fuerte consiste en exigir queel sis
tema retorne hacia la trayectoria x(t) = 0 asintOticamente.

i1) DEFINICION:

El sistema x=f(x;t) es asintiiicamente estable en el sentido de Liapu
nov (L-estable asintético) con respecto a la trayectoria x(t) = 0 cuando
se verifican las siguientes condiciones:

a) el sistema x = f(x;t) es L-estable.
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b) ¥t 3R tal que si |[[x(t)]|| <R entonces 1lim [|[x(t)]] =0 .

t >+

Ademis si Ry n son independientes del instante t, ses decir existen
Ry n validos V-to , entonces la L-estabilidad asintética se dice uni-
gomme.

También puede ocurrir que la condicidn b) se verifiquen ¥R (R = +m) ,
en cuyo caso diremos que la estabilidad es global. Si en cambio R es fini
to la condicidén b) nos dice que la trayectoria cuya condicidn inicial x(to)
se encuentre fuera de una cierta banda de valores, no necesariamente tende-

T3 asintdticamente a cero; en este caso la estabilidad se dice Local.

L4-2, METODO DE LIAPUNOV.

DEFINICION: o : R® U{0} — R es una guncidon de clase k cuando se veri
fican:

i) @ es continua, mondtona no decreciente.

1i) a(x) 20 ¥#x 20 y a(X) =0 &> x=0

El método de Liapunov es un método general que permite establecer la es-
tabilidad de un sistema diferencial cualquiera x = f.(vx ;t) .con £(0;t)=0.
Consiste en poner en evidencia para el sistema una funcidn escalar V(X ;t)
llamada funcién de Liapunov.

DEFINICION: V(x;t) es una funcidn de Liapunov para el sistema x=f(x;t)
cuando se verifican las siguientes condiciones:
a) V(x;t) es positiva en el sentido de Liapunov, es decir:

i) v(0;t) =0

ii) 3 o;8 funciones de clase k / o(||x]||) < Vix;t) < 8(|| x|]) ¥t

b I W(x y B) = d— : = a_ . X a_\[_ =
) AWK ) = e Vx5 1) = sx Vx5 X + 52 =V . £ + V,
Enunciaremos 2 teoremas de Liapunov que nos dardn una condicién suficien

te para que el sistema sea L-estable y L-estable asintdtico.

1°TEOREMA DE LIAPUNOV.
Si existe V(x;t) funcibn de Liapunov para el sistema x = f(x;t) con
Wx;t) <0 ¥x ¥t , entonces el sistema es L-estable.

2°TEOREMA DE LIAPUNOV.

S{ existe V(x;t) funcion de Liapunov para el sistema x = f(x;t) con
Wx;t) <-v(|x|]]) , donde v es una funcion de clase k , entonces el
sistema es L-estable asintotico.

Para interpretar mejor estos teoremas veamos algunos ejemplos:
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a) Sea la ecuacidén diferencial de 2° orden il + g(xl) =0 , donde g es

una funcién continua que verifica m X §=8(X1) Lmx,

El sistema equivalente es:

X, = X

1 2
x, = - gx)) x,
Consideremos G(xl) = 1 g(a)da > 0 V-xl
‘o
x2

Entonces V(x;t) = G(xl) + 7%— es una funcidén de Liapunov.

d . .
Wix;t) = EE'V(X ;t) = g(xl) X + X, . X, = g(xl).x2 "X, .g(xl) =0

Aplicando el 1° Teorema de Liapunov el sistema resulta L-estable.
b) ECUACION DE VAN DER POQOL:

il +e(1 - xf)il *x, =0 , con e>0.

El sistema equivalente esta dado por:

{ X = X
} 1 2
x =-x_-¢(1 - x2)x
2 1 eg 21) 2
|Ix || 2 X1 v .2 .
Vix; t) = > = > resulta ser una funcidén de Liapunov.

Ademds W(x;t) = %z-V(x ;t) = X X, + XX

x =-¢e(1 - x2)x?
171 272 1772

0
Entonces por 1° Teorema de Liapunov el sistema es L-estable.

Considerando |x1| <1 , tenemos W(x;t)

A

TEOREMA:

Sea ek sistema x = £(x) , con £(0) =0

S{ exdiate V(x;t) fwicion de Liapunov, siendo W(x;t) <0 ,8L T es
el mayon ciclo Limite contenido en R = {x/W(x) = 0} , entonces Las tha-
yectorias tienden a T .

Veamos una aplicacidn de este teorema.

Sea la ecuacidn diferencial il + ail + sz1 + 3x§ =0 ,con a; b> 0,

El sistema equivalente estd dado por:

2

’X"' X
O

H

. - ax2 -
X sz1 3x1 ax

1
2 2
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Los estados de equilibrio son:

S ()

x2
Tomando |x1| < 12)- , V(x) = 72 \bxf + x? resulta una funcién de Liapu
0
nov para el sistema respecto de x = ( )
0
5 -d - x5 . 29 = - ax2
Ademas W(x) It V(x(t)) = x2x2 + 2bx1x1 + 3x1x1 = ax2 <0

~|
e~

R={x/W(x) = O}

0
Entonces T = )( )
0

lo tanto el sistema es L-estable asintdticoa T

X =X
2 1

1y
Sy

() /e

es el mayor ciclo limite contenido en R ;por

4-3, APLICACION DE LA TEORIA DE LIAPUNOV A LOS SISTEMAS LINEALES
Sea el sistema de ecuaciones diferenciales lineales x = F(t). x . En
tonces x(t) = <I>(t;to).xo es la solucidn que verifica x(to) =X sien

do @(t;to) la matriz fundamental .
Para los sistemas de este tipo se tiene el siguiente

TEOREMA:
i) ER sistema Lineal X = F(t).x es L-estable 51 y s0bo 4% ¥t o3
M>0/ |[e(t;t)|] <M ¥t > t
ii) Ef sistema Lineal X = F(t) . x es L-estable asintético 81 y s0lo 81
ot 1im ||<I>(t;to)|| =0 .
t >+

Definiremos una nueva nocién de estabilidad.

El sistema lineal x = F(t) .x es L-estable asintttico exponencial cuan
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-¥(t-t)
do ¥t 3k;Y>O/||<I>(t;to)||;k.e ¥t >t

Veamos como construir una funcién de Liapunov cuadritica para los siste
mas lineales.
Sea V(x;t) =x'.P(t). x

s P(t) es una matriz simétrica n x n

donde: ) (I-9)
Jap >0 / ol < P(t) < BI
Wx;t) = %,C—V(x;t) =x'(F'P + P + PF) x=-x'Q(t) . x
donde: ~Q(t) =P + F'P + PF (1-10)

se 1llama Ecuacién de Liapunov.
De los 2 teoremas de Liapunov se deducen, para el caso lineal, los:

TEOREMA 1:
Si existen matrices P;Q que vernifican (1-9) y (I-10) sdiendec Q20
entonces el sistema es L-estable.

TEOREMA 2:
S4 existen matrnices P;Q que verifican (I-9) y (I1-10), y existe Y > O
tak que Q> YI , entonces el sistema es L-estable asintotico.

Ademas se verifica el siguiente:

TEOREMA 3:

S{ el sistema x = F(t) . x es L-estable asintdtico exponencial, enton-
ces ¥ matniz Q(t) / I < Q(t) < 8I,con v,8 > 0 3IP(t) matrniz s0lu-
clon de (I-10) / oI < P(t) < BI con o3;8 > 0.

DEMOSTRACION:

Sea P(t) = f+ o' (t;t) . Q(r) . o(r3t)dr
t

Debido a que el sistema es L-estable asintdtico exponencial la matriz
P(t) estd bien definida y ademis verifica oI < P(t) <8I ,con «a;B > 0.

P(t)

f ['F'(t).@'(T;t).Q(TV).Q(T;t) - (P'(T,t).Q(T).‘D(T;t)F(t):ldT - Q(t) =
t

- Q(t) - F'(t).P(t) - P(t).F(t) 0 sea que P satisface (I-10) .

EJEMPLO:

Consideremos la ecuacidn: 5&1 + a(t). 5(1 + X, = 0 , con a(t)> 0¥t.
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El sistema equivalente es:

x1 = Xz
Xz = - Xl - a(t)x2
0 1
siendo en este caso F(t) =
-1 - a(t)

0 O
Considero P=1, matriz que verifica (I-9), y Q(t) = ( ) >0.
0 2a(t)
Como ambas matrices satisfacen (I-10), resulta por Teorema 1 que el sis
tema es L-estable.

{Qué sucede cuando existen perturbaciones en los coeficientes?.

Sea el sistema x = A(t) . x , L-estable asintdtico exponencial. Si con
sidero Q = I , entonces por Teorema 3 3IP(t) ; a,8 >0 /
(P + AP+ PA = - I
al < P(t) < BgI

Supongamos que existe una perturbacién B(t) , & sea que el sistema se

transforma en: x = [A(t) + B(t)] . x

V(x;t) = x'.P(t)x es una funcién de Liapunov, siendo

W(x;t) = %V(x;t) =x'.(A"+B').P.x + x' . P . X +x'".P.(A+B) .x =

= x'.[AP +B'P+P+PA+PB .x=x'.[BP+PB-1I].x

Entonces si la perturbacién B(t) verifica B'P + PB - I < 0 (para lo
cual es suficiente pedir ||B|| < f% ), resulta por aplicacién del 1° Teore
ma de Liapunov que el sistema perturbado es L-estable.

CASO ESTACIONARIO:
En los sistemas lineales estacionarios la ecuacidn de Liapunov (I-10) re

sulta: F'P + PF = - Q (I-11)

y los anteriores teoremas se resumen en el siguiente:

TEOREMA:

a) Si el sistema x = F.x es L-estable asintético, entonces ¥Q>0 13
P> 0 que satisgacen (I-11)

b) S existen P;Q > 0 que verifican (I-11), entonces el sistema es L-esta
ble asintético.

OBSERVACION: Para averiguar si un sistema lineal estacionario es 6 no L-es-
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table asintdtico podemos seguir el siguiente procedimiento:
i) Tomar una matriz Q > 0 cualquiera (por ejemplo Q = I).
ii) Resolver la ecuacidn (I-11) con incégnita P .
iii) Averiguar si: P > 0
iv) P> 0 == sistema L-estable asintdtico
P#0 = sistema no L-estable asintético.

L-4, ESTABILIDAD BIBO (*)
Consideremos un sistema dinadmico dado por su representacidn externa:
y(t) = f(u(to;t);t) donde f(0;t) =0
El sistema es BIBO-estable cuando ¥t = ¥e>0 3In>0 /
si |lu(t)]| <n ¥ to> t ~ entonces ly(®) ] <e ¥t> t, ; es decir
que a una entrada de pequefia amplitud le corresponde una salida de peque-
fla amplitud.

u(t) y(t)
n €
N /\ /. t TN\ LNt
tol \\~// to
-€
-Nn
TEOREMA: t
EL sistema Lineal y(t) = f h(t;t).u(v)dt es BIBO-estable -

t
0

-t
I M>0 /] h(;m)|dr <M ¥t>t
t

DEMOSTRACION: 0
:) 'V' tO N 'V’E > 0
Sea |lu(t)]] <n ¥ t>t

t -t
entonces  |ly(t)|| = [ Ih(t;) . [Ju( ] de < n ’ |h(t;t)|dt <nM.
~t 't
o) 0
tomando n =I\E/l tenemos ||y(t)|| < e ¥t >t , con lo cual el

sistema resulta BIBO-estable.

(*) BIBO proviene del inglés: bounded input, bounded output.
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T
=>) Supongamos por el absurdo que ¥k 3 T/ f |h(T;t)|dT > k
Entonces tomando el siguiente input: t
0 si t.% [to;Tﬂ

’

n.sg(h(T;t)) si te [tO;T]

(o]

u(t) =

nos queda que:
T T T
y(T) = f h(T;1)u(r)dr =f |h(T;7)| .n.dt =nf [h(T;0)[dt> n .k,
t t t

o) 0] (o]
lo cual es una contradiccidn por ser el sistema BIBO-estable.

COROLARIO: oo
Un sistema lineal y estacionario es BIBO-estable <= .f. |h(1)|dr < +
> h e L1(0;+m)

OBSERVACION: Sea el sistema lineal y estacionario:

x = F.x + G.u
y = H.x
- = . . - F(t_B)
Sabemos que  h(t-8) = H.e(t;8).G , donde &(t;B) = e
es decir que: h(t) = H. eFT .G
. AT
Entonces: h(1) = (Z:ai(T)° o 1 )
i

pxm
donde Ai son los autovalores de la matriz F , y ai(r) son polinomios.
Por 1o tanto:

el sistema es BIBO-estable &= h € I! (0;+®) <> Re <0 ¥

&> ¢l sistema es L-estable asintdtico.

k-5, CRITERIO DE NYQUIST:

Supongamos tener un sistema dindmico lineal y estacionario

-—-ll--—’- H Y >

del cual conocemos su funcidén de transferencia H(s) por algin diagrama de
los vistos anteriormente (por ejemplo, diagrama de Nyquist).

Nos preguntamos si con la informacidn que nos da el diagrama representa
tivo de H(s) podemos determinar si H(s) es o no estable; para respon —

der a la pregunta nos apoyaremos en el siguiente:

TEOREMA DE CAUCHY:
Sea C una cuwrva cerrada en el plano complejo.
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Sea F {guncion holomornfa que tiene z ceros y p polos en el internior
de C (contados con sus nespectivas multiplicidades) .

Entonces el nimero de veces que F(C) (4magen de C pon F ) girna alre
dedon def onigen, en el plano complefo imagen de F , en sentido contrarnioc
a Las agujas del rnelof, es Agual a: p-z

plano s ImF(s) plano F(s)

In's L

=3 F(O)
=1

Re s \ Re F(s)

Consideremos el siguiente sistema con H(s) wuna funcidén racional.

u + Y
= H o

- (u;y escalares)

donde T = 1—}jﬁ es la funcidén de transferencia del sistema equivalente.

Los polos de T son los ceros de (1+H) .

Pretendemos que T(s) sea estable, es decir que los polos de T(s) ten-
gan parte real negativa, lo cual equivale a que los ceros de (1+H) ten-
gan parte real negativa. Es decir que si z es el nimero de ceros de (1+H)
0.

con parte real no negativa entonces debe ser z

Vamos a aplicar el teorema de Cauchy antes enunciado; para ello constru-
yamos una adecuada curva cerrada C en el plano complejo de la variable s.

Sea C la curva contorno del semi-plano Res > 0 , que puede definir-
se como la unidén del eje Ims con la semi-circunferencia de radio R =+

a la derecha.

Entonces, teniendo en cuenta que los polos de H son los polos de (1+H),
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resulta:
TEOREMA DE NYQUIST:

EL sistema es estable (T(s) es estable) cuando el nimero de vueltas de
H(C) atrededon del punto critico (-1) es igual a p (nlmero de  polos
inestables de H(s)).

DEMOSTRACION:
T(s)
el nimero de veces que
el nfmero de veces que H(C) gira alrededor del punto (-1) es p .

& (0 =7 >

(1+H)(C) gira alrededor del origen es (p- z) <>

es estable (ntmero de ceros inestables de (1+H))

Ims|
ms \\\\ /,,E_§\\\\\\ ImH(s)
\ (0=2) HIC)
\
x \
L Res
// m Re H(s)
C / !
e
~
+— —
REGLA SIMPLIFICADA DE NYQUIST:

i) Si H(s) es estable (p=0) , entonces:
T es estable &> H(C) no envuelve al punto (-1) .
ii) Si H(s) es establey H(o) =0 , entonces:
T es estable e el lugar de Nyquist de H(s) V& al punto (-1) a
su izquierda.
EJEMPLO: ImH(iw) ImH(iw)
weE+oo -1 /\/ w=+w
-1 Re H(iw) ' Re H(iw)
EJERCICI1OQ:
inestable estable

Hallar la regla para la estabilidad del sistema en las otras 3 represen
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taciones.
GRADOS DE ESTABILIDAD:
Consideremos el anterior sistema
U + Y
L H ol

y supongamos que sea estable, es decir que el lugar de Nyquist de H(s) tie

ne al punto (-1) a su izquierda. ImH(iw)

-1

Pretendemos que el lugar de Nyquist de H(s) no esté cerca del punto
(-1) , pues cualquier modificacidén del sistema lo haria inestable.

Una tal modificacidon podria ser:

u + Y
— H —l k(Cte) -

con k> 1

Se define por margen de ganancia al nimero real A , de manera que el
producto de A por el lugar de Nyquist de H(s) pase por el puntocritico

(-1). Graficamente tenemos:
ImH(iw)

Re H(iw)

-+

> | —
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El margen de ganancia A nos di una idea de hasta cuanto es posible mo

dificar el médulo de la funcidén de transferencia H(s)

Otra posible modificacidén del sistema es retardarlo con una constante de

retardo T ; es decir:

v + B
o H(s) —— 3] 5T y -

Como un retardo tiene por funcidn de transferencia e_ST , entonces la
del sistema equivalente es e-ST.H(s) . Esto se traduce en una rotacidn de
(-wT) del lugar de Nyquist de H(s).

Se define por margen de fase al dngulo ¢, dque se debe rotar al lugar
de Nyquist de H(s) para que éste pase por el punto critico (-1) ; es de
cir que ¢, TOS da el angulo miaximo de rotacidén para el cual el sistema si

ga siendo estable.
ImH(iw)

Graficamente tenemos:

1
4 Re H(iw)

La teoria clisica de servomecanismos estudia las reglas para construir
sistemas con margen de ganancia A y margen de fase o grandes, pues si

el sistema es estable tenemos:

i)%m (A> 1)

11) o > 0
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L-6,. COMPENSACION DE SERVOMECANISMOS.
Sea un sistema con funcidén de transferencia H(s) . Queremos construir

un regulador G de manera que el sistema

u + Y

o (G? —— H L

sea preciso y estable,

Consideremos u = uo(cte) ; deseamos que la salida y(t) sea aproxima
damente igual a u,

Para la estabilidad el lugar de Nyquist de H(s).G(s) debe pasar a la
derecha del punto (-1) (cuanto mids lejos mejor).

En cambio para la precisi6én debe ser y_ =~ u, lo cual se traduce en
que G(0).H(0) sea grande, pues de

Y(s) = H(s) . G(s) U(s) = H(s) . G(s) 32

1+H(s)G(s) 1+H(s)G(s) S
resulta:
y, = lim y(t) = 1lim s.Y(s) = 1lim u, . H(s) . G(s) .
t>+o S =+ o0 S > o 1+H(s)G(s)
H(0) . G(O

= u .
©  1+H(0)G(0)

o sea que H(0).G(0) debe ser grande.

Hay distintas maneras de realizar la compensacién:

a) COMPENSACION PROPORCIONAL.
Consiste en elegir G(s) = G0
Para la estabilidad debe ser GO menor que el margen de ganancia. En
cambio para la precisibén debe ser GO.H(O) grande.
Es por este dilema que la compensacién proporcional puede no dar una
respuesta satisfactoria. Una compensacién mis general se puede lograr a
través de una funcién G(s) que depende explicitamente de la frecuen-
cia s . De esta forma mediante deformaciones del lugar de Nyquist de
H(s).G(s) podremos mejorar la estabilidad sin perder precisidn o vice
versa.

b) COMPENSACION DERIVADA.

1+aT.s
o " 1+T.s
su diagrama de ceros y polos:

Consiste en tomar: G(s) =G con T;a>1 ctes, siendo
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Ims

y SET
o2, |~

Re s

ImG(iw)

y su lugar de Nyquist:

W=+ o

/,_

GOX
wW=o

a.G, | Re G(iw)

Llamamos f§recuencias citicas o de resonancia a aquellas frecuencias

w
Tr

w. para las cuales H(iw)

estd proximo al punto

(-1 .

Conocidas las frecuencias criticas trataremos de ajustar las constan
tes ay T de manera de lograr que dichas frecuencias correspondanava

lores positivos y miximos del Arg G(iw)

cién del lugar de Nyquist de H(s)

. Esto se traduce en una rota
, con lo que se logra mayor estabi-

lidad, sin disminuir la precisidn que viene dada por GO.H(O).

ImH(iw)
-1 —~_
— '4/ Re H(lw)
w, \
T \ R
\
l —A\WWA—
AL i
H(iw) .G(iw) u‘ ll y
2
G —

Este sistema tiene como funcidn de transferencia:

1+aT.s

H(s) = Go .
1+T.s
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donde: R.2

T =12 ¢

Cc) COMPENSACION INTEGRAL:
1+T.s
o T
1+b.T.s

siendo su diagrama de ceros y polos:

Consiste en tomar: G(s) =G con T; b>1 ctes ,

Ims
© o Re s
-1 -1
T bT
y su lugar de Nyquist:
G
-
b Go Re G(iw)
w=+oo w =0

Este tipo de compensacidén aumenta la precisién sin alterar la estabili-
dad.

d) COMPENSACION INTEGRAL Y DERIVADA:
Si queremos mejorar simultdneamente precisidn y estabilidad usamos una

compensacidn mixta del tipo:

1+T .s 1+a.T .s
G(s) =G , — 2
° 1+b.T1.s 1+T2.s

L-7. TEORIA DE POPOV: (%)
El criterio de Nyquist es para sistemas con feed-back constante e igual

a 1; en cambio la teoria de Popov lo generaliza para sistemas con feed-back

(*) Para un andlisis detallado de este tema ver: Aizerman and Gantmacher: '"Absolu-

te Stability of Regulator', Holden Day.
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no necesariamente lineal.

Sea el sistema )
x = F.x + G.u

y = H.x
con u= -y(y) , siendo ¢ una funcién no necesariamente lineal que veri
fica y'. y(y) 20
u + Y
> H —

1
1

DEFINICION: Una funcidn de transferencia H(s) se 1llama positiva real cuan
do (Res >0 =» Re H(s) >0) (*

LEMA: La funcidn de transterencia H. (sI -F)-] . G es positiva real —
se verifican las siguientes condiciones:

i) F es asintSticamente estable.

ii) IP;Q >0 /F'P+PF=-Q

P simétrica P.G = H'
TEOREMA DE POPOV:

Si La funcion de trhansgerencia H. (sl - F)'] .G es positiva real, entonces
para todo feed-back ¢ con y'.y(y) > 0 ZLenemos L-estabilidad asintotica.

DEMOSTRACION: Sea V = x'.P.x
Como x = F.x + G.u = F.x - G.y(y) = F.x - G.y(Hx)

resulta W= g—t—V =X'P.x +x'.P.x= -X 'Qx -2.(Hx)'. py(Hx) <

< - x'.Q.x

Por ser Q > 0 , entonces el sistema es L-estable asintdtico.

CRITERIO DEL CIRCULO:
Sea el sistema

] 1 = =
(*) Si A (aij) entonces ReA (Re aij)
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satisface:

donde la funcidon ¢
ky <v(@y) 2 Ky

=i|—

1 1 1
Consideremos el circulo C de centro (._liirli ;5) y radio T k >

El cniternio del cinculo dice lo siguiente:
El sistema es estable cuando su lugar de Nyquist deja al circulo C a

su izquierda.

'
~1
=|—
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CAPITULO 2

Filtrados Estadisticos

IT-1. NOCIONES INTRODUCTORIAS (*)

1-1. ALGUNOS CONCEPTOS SOBRE VARIABLE ALEATORIA:

Una variable aleatoria expresa los resultados de una experiencia alea
toria, es decir de una experiencia donde los resultados no pueden ser pre-
vistos de antemano de un modo deterministico, pero se le puede asociar una
medida de su verosimilitud que 1llamaremos picobabilidad y la simbolizaremos
con la letra P

Una variable aleatoria X queda caracterizada por su funcion de distri

bucion de probabilidad :
F(x) = P(X £ x)

que expresa la probabilidad de que la variable aleatoria X tome valores
menores o iguales que uno dado (x) .

Si esta funcidn es derivable, llamaremos funcion de densidad de probabi
Lidad a: d
p() = & FX)

Nos interesa considerar los siguientes 2 momentos de la variable aleato

ria X: o
esperanza matematica: EX) = x . dF(x) (*%)
covariancia: E([X - EX)]?) = oi

VECTOR ALEATORIO

Es un vector donde cada componente es una variable aleatoria escalar

(*) Para mayor informacidn ver por ejemplo Sixto Rios, 'Métodos Estadisticos", Mc
Graw-Hill, Sta. ed.

(**) La integral debe considerarse en el sentido de Stieltjes.
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X = . . Para caracterizar completamente al vector aleatorio debe es
X
n

pecificarse la funcién de distribucidn conjunta:

F(x) = F(x1 3Xy 3o ;xn) = P(X1 <X X, £X,5...5X

<X, < %)

n n

0 en el caso de que exista, la funcidn de densidad conjunta:

n
3 F(x1 ;x2 D oees ;xn)

Jeee 3X ) =

p(x) = p(x1 ; X o

n 1

La esperanza matemitica de un vector aleatorio se define por:

X E(Xl)

E(X) = J‘ 2 dFx) = E(Xz)
n : .
R ) :

Xn E(Xn)

y la matrniz de covardiancia por:

|1}
1]

EZXX E([X - EO] . X - EO]")
[{cl-E(xl)]2 ............ [XI-E(XI)].[XH-E(XH)]

Jp . dF (x)

R" :
X BT [X -E(X )] ... [X-E(X )2

1

que es una matriz semi-definida positiva.

OBSERVACION: (%)

"Si el rango de la matriz E:XX es r <n (en cuyo caso la distribucidn
se 1lama singular) existe un hiperplano L de dimensién r en el cual,con
probabilidad 1, estd toda la masa de la distribucidn.

Si el rango de Z)O( es n (caso regular) , no existe tal hiperplano de
dimensién r < n'" .

En lo que sigue supondremos, salvo especificacién en contrario , estar
frente a problemas regulares.

VECTOR ALEATORIO GAUSSIANO, NORMAL O DE LAPLACE:

Un vector aleatorio de esperanza m Yy covariancia 2 se dice Gaussiano,

(*) Sixto Rios, 'Métodos Estadisticos', Mc Graw-Hill, 5ta. ed., p. 176.
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Nowmal 6 de Laplace cuando su funcidn de densidad es:

n 1
(2m)2. |z|2

donde |r|= determinante de la matriz I .

1 -
dF(x) _ () = 1 . e"z‘(X'm) I . (x-m)
dx

PROPIEDAD: X
Dada una particién del vector aleatorio gaussiano X =( 1) ()(l,)(2 vecto-
Tes gaussianos), con: Xz

m
E(X) =m = (ml) donde m; = E(X;),

2/

Y ) )
11 12
3 = ( ) donde I.. = E[(Xi-mi)(xj-mj)'] ;
2

1]

nos planteamos el problema de estlmar X cuando X2 es conocido, 0 sea
buscamos un estimador de X (X ) en func1on de Xz'
Puede demostrarse que el meJor estimador esti dado por:

X =m +¢z LIl X o-m) .
1 1 12 22 2 2
El ervion de estimacion
X =X -X

verifica:
i) )(1 es un vector aleatorio gaussiano, por ser combinacién lineal de
vectores gaussianos.

i1) E(f(l) =

¥ ¥y = . -1

iii) E(Xl.Xl) Iy " L, L, Io
Ademas:

El:il'(xz - mz)']

Por lo tanto los vectores )(1 y )(2 son independientes (son normales ycon

E[(Xl Sm). X, mm)t - T, Z;i (X, -m,) - (X, -mz)'] )

=z -1 $ltyp =
12 12 22 22 0

covariancia nula).
En consecuencia la esperanza de X condicionada a X2 resulta igual a
E(X ) , 0 sea

EX./ X)) = EX,) =
Es decir: (1 2 1

=E(X /X)=EX -X/X)=EX/X) - E(X /X))

y como E(il/ Xz) = X1 (pues para X2 fijo resulta )(1 constante)
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tenemos: - -
E(X =X =m + -

( 1 /XZ) 1 ml 212 222 (XZ m2)
EJEMPLO:

X
Consideremos el vector aleatorio X = (

1) , donde X1 es la altura me
X .
2
dida en cm. y X2 el peso en kg. de una persona de una determinada pobla —
cidn.
Supongamos que: . '
170 100 Lo
() 2 ()
60 Lo 50
Sabemos que el peso de una determinada persona es de 65 kg; queremos es-

timar su altura.

El mejor estimador estd dado por:

=Y = 1 - =
E(X1 /X2) = X1 = 170cm + 4o . 50 (65 - 60)cm = 174 cm

con una covariancia de error

1

X ~' = - =
E(X, .X!) = 100 - 40 .5 . 40 = 68

Si no hubiéramos conocido X2 , la estimacién habria estado dada por

E(Xl) = 170cm y la covariancia de error habria sido 211 = 100

1-2, FUNCIONES ESTOCASTICAS.

Muchos fenémenos, tales como ruido en las comunicaciones telefénicas,con
sumo de electricidad, etc. no pueden ser descriptos con una sola variable a
leatoria, ya que &stos dependen de un pardmetro t que es el tiempo.

Llamaremos guncion @ pnoCer estocastico a una familia de variables alea
toria X(t) (a cada instante t 1le corresponde una variable aleatoria
X(t)).

Una funcidn estocdstica queda caracterizada por el conjunto de las fun-
ciones de distribucidn:

F by, SRR A tl;tz;.-.;tn) = P(y(tl) < yl;y(tz) <Y, seeesy(t) < v)
¥n , V-tl;tz;--.;tn
Estas funciones deben verificar condiciones de compatibilidad, por ejem-

plo:
PRI TR APER I EERELNED Ld MO PERH ARTAL EE ety ity

Otra forma de describir una funcidén estocistica es a través de la:
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REPRESENTACION EXTERNA:
Denominamos representacion externa del proceso y(t) , al conjunto for-
mado por los 2 primeros momentos:
tm (1) 5 A (58]
donde:

E(y(t)

my(t)
E‘l[(y(t) -m () . (s - my(s))']

Ayy(t;s)
OBSERVACION:
Diremos que y(t) es gaussiana o normal cuando lo sean cada una de las
E -
La descripcidn externa proporciona mucho menos informacién que la tota-
lidad de las funciones de distribucidn conjuntas, sin embargo en el casode
una tuncidn estocdstica gaussiana, conocer su descripcidn externa equivale

a conocer el proceso completo.

TRANSFORMACION LINEAL DE FUNCIONES ESTOCASTICAS:
Sea u(t) una funcidn estocadstica de representacién externa {mu(t) ;
Auu(t;s)} , @ la cual le aplicamos una transformacién lineal

t
y(t) = J~ h(t;a).u(a)da
t

G

= @ h(t;s) Y -

Entonces y(t) es una nueva funcidn estocdstica cuya representacidn ex

terna viene dada por:

F( jth(t;a)u(a)da)(:) [t h(t;e) E(u(a))da =
t

m (£) = E(y(t))

o]

th
h(t;a)m (o)do
x u

A (t;s) = E([y(1) - my(t]]-[Y(S) - my(S)]') =

E ( Jth(t;a) .[U(Ot) - mu(a)].da. fs [u(s) ‘mu(B)]h'(s;B)dB> =
t t

o]

(*) Supondremos que se verifican las hipGtesis del teorema de Fubini, para que 1la
integral y la esperanza puedan ser permutadas.
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E J[1:J(S h(t;o) .[u(a) - mu(a)].[u(s) - mu(B)]’h'(S;B)dadB =
t
o]

(o]

ﬁ

.f jﬁs h(t;a) . Auu(a;B).h'(S;B)dadB
to to
De esta manera es posible calcular la representacién externa de y(t) co
nociendo la representacidn externa de u(t) y la respuesta al impulso
h(t;s).
De la misma forma podemos definir la covariancia cruzada entre 2 sefales
yl(t) , yz(t) como:

by y (639) = E([yl(t) - m}’l(t)]'[yz(s) -my (s)]')

Si yl(t), yz(t) resultan de una transformacién lineal de ul(t); uz(t)
respectivamente:

t
J~ hl(t;a).ul(a).da

t
0

t
J’ h,(t;8).u (8).ds

t
0

se obtiene, en forma aniloga a lo hecho anteriormente,
t -s
. - . . ' .
y2(t,s) [ { h (t3a).A, uz(a,s).hz(s,s).da.ds

> : 1
to to

y, (®)

yz(tJ

AY
1
CASO ESTACIONARIO:

Una funcidn estocistica se llama estfacionaria cuando su representaciodn es
invariante por traslaciones en el tiempo; es decir si:

Fn(yl;...;yn; tl;...tn) = Fn(yl;...;yn; £ 4T t*T)  ¥T

Utilizando su representacidn externa tenemos:

my(t) = my = cte

Ayy(t;s) = Ayy(t—s)

t
Sea y(t) = [ h(t-a).u(a).do una transformacién lineal y estaciona-—

-0
ria de u(t) en y(t) ; si u(t) es estacionaria entonces Yy(t) resulta
también estacionaria, pues:

+o0 +

t
my(t) = i[, h(t-a).mu(a).da = ) h(B).mu(t-B).dB = ) 'h(B).mu.dB = cte
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: t S
Ay (ts) = fw L h(t-a).A (a-8).h' (s-8) .da.d8 =
= '[ wo: cmh(m) .Auu(t-s+8-a).h'(B).da.dB = Ayy(t-s)
O sea oo A4
Ay (8) = l o h(a) A (t+6-a) .h' () .da.d8 (11-1)
ESPECTROS.

DEFINICION: Se llama espectro Syy(s) de la funcidn estocastica estaciona-
ria y(t) a la transformada de Laplace de la matriz de covariancia Ayy(t)’
es decir:

S. . (s) = A (t
() = L (1)
Ademds, transformando la expresién (II-1), resulta:

Syy(s) = H(s).Suu(s).H‘(-s) (1I1-2)
donde

H(s) = £ (h(1))
Llamaremos nrepresentacidn espectral de la funcidn estocdstica estaciona-

{my ; Syy(s)}

Se demuestra que las condiciones para que und matriz pueda ser considera

ria y(t) al conjunto:

da un espectro son:
1) Syy(s) = S;Y(-s)
ii) S(s) = S(s)

iii) S(iw) 20 ¥ w >0

EJEMPLOS:
a) SENAL DEL TELEGRAFO:

Estamos ante una sefial que asume uno de dos niveles posibles. Los cam—
bios de nivel de la sefial se producen en tiempos t1’t2""’tn . Estos tiem
pos se distribuyen segln una ley de Poisson, es decir que la probabilidadde
que haya un cambio de nivel de la sefial en un intervalo de amplitud dt es
Adt.(k constante) y la probabilidad de que haya mids de un cambio de nivel
en un intervalo de amplitud dt es cero. En este caso, la probabilidad de
que no haya cambio de nivel de la sefial en el intervalo [0,t] es e At
A cada tiempo t, va asociada una variable aleatoria Ai que toma los

valores 1 y -1 , -ambos con probabilidad %
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Consideramos el siguiente proceso estocdstico u(t)

para t = ti , u(t) = Ai

para t. <t <t , u(t) conserva el valor que asumid en t,

1+1
Por ejemplo, si resulta Ai =1, u(t) toma en ts el valor 1 y lo
conserva hasta que se produce un cambio de sefial en cuyo caso toma el valor

correspondiente a Ai+1

u(t)
1
} t
tl t2 'c3 tL+ t5

-1
Para este proceso se verifica que:
E(u(t)) =0
E(u(tst).u(t) = e Ml EQA2) + (1 - e Mrly E(A;-A)) = e Ml

donde:

e'”T| : es la probabilidad de que no haya sefial entre t y t+r

A% : es el valor del producto u(t+t).u(t) en el caso de que no haya se
fial entre t y t+t . E(A%) =1

l-e—A|Tl : es la probabilidad de que haya sehal entre t y t+1

Ai.Aj(i#j): es el valor del producto u(t+t).u(t) en el caso de que ha-
ya sefial entre t y t+t . E(Ai’Aj) =0 al ser Ai y A.j varia-
bles independientes.

oMl

1

Observemos que esta representacidén externa corresponde a un proceso no
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gaussiano.
b) RUIDO BLANCO:

Un ruido blanco es una sefial r(t) que tiene por funcién de correlacidn
Arr(r) = k.8(t) ; siendo, en consecuencia, su espectro Srr(s) = k (cons-
tante). E(r(t+t).r(t)) = k.6(t) nos estd indicando que para 2 tiempos t y
t+t , aunque T sea muy pequefio, los valores de T son independientes.

c) Sea:
1
J »(H(s) = 52 X =
con u un ruido blanco que verifica S, (s) = k2
Entonces resulta de (I1-2):
2 2 2
5, () = H(s).5,,(s) 1" (-5) = LS .
(1+s)(1-s)  2(1+s)  2(1-s)
0 sea:
- "1 _ k2 -t
Ay (1) L (8,,(s)) =5 e
A t
2 yy( )

2

Observemos que la funcién de correlacidn es salvo constante de proporcio
nalidad, la misma que la de la sefial del telégrafo, aunque los procesos son
muy diferentes.

Esto nos demuestra que conocer la representacidén externa no proporciona su
ficiente informacidén como para conocer la totalidad del proceso
d) MOVIMIENTO BROWNIANO:

Para dar una definicién rigurosa del ruido blanco, (lo haremos mis adelan
te) deberemos utilizar otra funcidn estocdstica: el movimiento browniano &
proceso de Wiener-Levy.

Para introducir este tipo de proceso analicemos el siguiente ejemplo:

Sea y(t) 1la funcién estocistica que representa en el instante t 1la po
sicidon de un borracho, que en el tiempo t = 0 sale de un café ubicadoenel
origen de coordenadas.
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Consideremos la variable aleatoria gaussiana A(tz;tl) = y(tz) - y(tl)
que satisface:
i) E(A(tz;tl)) =0
ii) E(Az(tz;tl)) = |t2-t1|
iii) si (tlgtz) n (t3;tq) = ¢ entonces A(tz;tl) y A(tq;t3) son indepen
dientes, es decir que los movimientos que hace el borracho en interva

los de tiempo disyuntos son independientes.

Se puede demostrar que existe un proceso estocdstico que verifica todas
estas propiedades, y que es justamente el proceso de Wiener-Levy & movimien
to browniano.

EJERCICIO: Demostrar que:
E(y(t)) =0 ; E(y(t).y(s)) = min(t,s) donde y(t) =a(t;0)

PROPIEDADES DEL PROCESO DE WIENER-LEVY. (*)
i) las trayectorias, con probabilidad 1, son continuas.
ii) las trayectorias, con probabilidad 1, no son funciones de variacidn aco
tada.
iii) las trayectorias, con probabilidad 1, no tienen derivada en ningln pun
to.

I1-2. FILTRO DE WIENER
2-1. EL PROBLEMA DEL FILTRADO.

Dadas 2 funciones estocasticas y(t), z(t) con =z(t) desconocida, el
problema del filtrado consiste en buscar h(t;s) de manera que:

t
Z(t) = [ h(t;a).y(e)do

0
dé la mejor estimacién de z(t) , conociendo los valores del input y desde

t a t
)

yv) 4? 2(t) Z(t)

. +

i

z(t)

(*) Ver Doob, "'Stochastic Processes'.
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Para que el problema tenga sentido debe existir y ser conocida la corre-
lacién entre z(t) e y(t)

Consideraremos como mejor estimacidn de z(t) aquella que minimice la ma
triz de covariancia del error z(t) = z(t) - z(t) , o sea aquella que haga
E(z(t) . 2' (1)) = minimo .

Por 1o tanto el filtro serd el Optimo si la matriz = E(z(t).z' (1))
cumple que para todo otro filtro de esta forma, con matriz de covariancia de

error C , resulta I < C en el sentido mencionado en I-4-3.

Esto es equivalente a que:

YLEG(E).3' (). = (D)3 (104" = B(|| v'.2(8)[|12)
sea minimo ¥y .
A tal h(t;s) se lo llama §iLtrho estadistico optimo.

2-2. ECUACION DE WIENER-HOPF-BOOTON.

t
De acuerdo con lo dicho anteriormente buscamos el Z(t) = f h(t;a)y(a)de

Optimo es decir tal que: t

Y'.E(z(t).2'(t))y = minimo ¥ v,

suponiendo conocida la descripcidén externa conjunta de y(t), z(t):

Ayy(t;S) = E(y(t).y'(s))
A},z(t;S) = E(y(t).z'(s))
Azz(t;s) = E(z(t).z'(s))

m, = E(y(t)) , m, = E(z(t)) (que supondremos nulas, es decir m, =m, = 0).

Por 1o tanto:

t
vy EGE().Z'(Y) .y = Y'-E[(Z(t) - J h(t;a).y(a)da). (2" (1) -

t
t

- f y'(B)-h'(t;s)ds)]. [A (t;t) - f h(t;a). A ,(e;t)da -
to\t t

- f Azy(t;s).h' (t;B)dg + f f h(t;a). A (a;8).h' (t; B)dadﬁ]y -5‘-(}1)
% % (1I-3)

Supongamos que h*(t;s) minimice GF(h) , entonces resulta que 173
calculada en h(t;s) = h*(t;s) + r.g(s) tiene, como funcién de r» , sumi

nimo en A =0 ¥ g(s) ; o sea que si

G = & * + a.g)

0 ¥g(s) .

tenemos dg (x

]
o
—

1]
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Por lo tanto

t t
d§3 =0 = [- J. g(a) A (a;t)da - .{ A (t;B) g'(r)ds +
t t

.[ fhﬂmwAcMMgmmms+ f f oY wﬁm“uswm@ -

t
= y[f g(@) Flast)da + f F'(8;t) g (B)ds] =0 ¥g(a) (1I-4)
t t

donde t
. = . "V (4. _ .
Fla;t) ft A (a38) W' (t;p)ds N CHO
(0]
Como la expresidn (II-4) debe verificarse ¥ vy, resulta que:
-t t
[ 2@ Feina v [ Fenged =0 el (11-5)
(o] o) 0
0 I 0
)
Tomando en (II-5) gij(a) = 0...0 6(a-1)0...0f— i ¥i,j
o)
0 : 0
)
J
tenemos que F(1;t) =0 ¥ e [to;t] , 0 sea
f hyy(ase) D*'(t;8)de - A (o5t) = ¥oe [t ;t]

que se 1lama ecuacidn de Wienen-Boofon, la cual es equivalente a:
t
. - Y . = . -
hy(tia) = [ PR A (B =0 ¥ae [ti] . (16)

Como:
A'iy(tw.)

t
E(2(1) y' (@)) =E(f h*(t;g) y(s)dsy(a)) =
t

t 0 t
J h*(t;8) E(y(B) y'(0))d8 = { h*(t;8) AW(B;G)dB

l¢]

la ecuacidn (II-6) se transforma en:
Agy(t;e) - Azy(t;aj =0 J\1‘-.01 € [to;t]
0 sea: Dy - ) .
; Azy(t,a) 0 ¥ae [to,t] , (11-7)

lo cual nos expresa que el error z no estd correlacionado con las observa
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ciones vy

INTERPRETACION GEOMETRICA:
Sea Y el sub-espacio generado por el conjunto de las variables aleato
rias que son las observaciones {y(R) / B € [t'o;t]}

Como Z es una combinacién lineal de las observaciones, resulta que

~

z € Y. La ecuacidn (II-7) nos dice que el error de estimacién z debe ser
ortogonal a y , es decir que z(t) es la proyeccidn de z(t) sobrey .

CASO ESTACIONARIO DE LA ECUACION DE WIENER-BOOTON:
En el caso estacionario la ecuacidén (II-6) de Wiener-Booton se transfor

ma en: t
Azy(t-a) - L h*(t-g) AW(B-a)dB =0 Yax<t
0 sea: t
Azy(t) - J; h*(t-g) Ayy(e)ds =0 ¥t >0, (II-8)

que se denomina ecuacion de Wienen-Hopf.

2-3. RESOLUCION DE LA ECUACION DE WIENER-HOPF.
Si la ecuacidn de Wiener-Hopt fuese vdlida ¥t , entonces transforman
do por Laplace la ecuacidén (II-8) tendriamos:
Szy(s) - H*(s) . Syy(s) =0
0 sea . sz (s)
H*(s) =
© = 525
Pero como la ecuacién (II-8) solo se verifica ¥t > 0 , deberemos resol-
verla de otro modo. Para ello veamos algunos conceptos previos.
i) FACTORIZACION DE ESPECTROS:
Para todo espectro S Y)’(S) existe una f{qctornizacibn fuerte de manera

-s))

que:

Syy(s) = Syy(s) . (Syy

donde el factor S;y(s) tiene las siguientes propiedades:



a) S
b) S

Ste ¢

gativa.

c) (S;y(s))_] es realizable y estable.

Notaremos S;y(s) = (S;y(‘S)T

11) PARTE REALIZABLE DE UNA FUNCION:

Llamamos parte realizable de la funcidn f(t)

0 si
£, (t) = }
f(t) si
y parnte anti-realizable de f(t) a:
f(t) si
£t (t) = %
0 si

Ademas definimos:

(s) es estable, es decir los polos de S;y(s)

(s) " es reatizable, es decir <2 1(s* )(t) = 0
Yy

t <0

t>0

(B(s)), = L (£, (1)
(F(s)) = L (£ (1)

Aplicando estas definiciones tenemos la siguiente propiedad:

LEMA:

Si F, = G, entonces resulta (F.D)+ = (G.D),

+ +

i1i) RESOLUCION DE LA ECUACION:

.V.

¥t <0

a la funcidn

D=D

67

tienen parte real ne

Ahora estamos en condiciones de resolver la ecuacién de Wiener-Hopf:

-t
Azy(t) = J; h(t-g) Ayy(s)de , vilida #t>0 ;

0 sea que tenemos:
()], = B (9

- %H(s) S1.(5) 5(5)

+

Aplicando el lema anterior con la matriz (S;y(s))-] , resulta que

- -1
%szy(s) 55,09

+

por ser H(s) , S;y(s) realizables.
0 sea

H(s) syy(s)s+ = H(s) S} ()

H(s) = %szy(s) |s;y(s)|"( | sy@]!

EJEMPLO:

Consideremos una sefial escalar

z

de espectro

szi(S)
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[\

Z Y| H(s)? -

Con una sefal disponible y =z +r , donde r es un ruido de espectro

= 12
Srr(S)_ ke .
Supongamos ademis que Srz(s) =0 .
Por 1o tanto:
Syy - Sz+r,z+r - Sz+z * Spar t Spag ? Sr+r B Sz+z * Spar
0 sea que ,
1 1+k2(1-52) b2-s2 b+s b-s
S (s) =—— + k2= = k2 = (k (k )
vy 1-s2 1-s2 1-52 13s) s
donde b2 =1+ -L
k2

La factorizacidén fuerte de Syy(s) estd dada por:

+ _ . b+ . - _ . b-
C Sy kT 5 Sos) =kys
Omo
Sy2(9) = Spup () = 8,,() + S, () =
tenemos : ~
{s ) IS (S)|-1} ) s | _ ) 1 ) 1
zy Yy v li-s2 T kbes) 1+ lk@+s)(b-s) M+ k(1) (1+s)

La funcidn de transferencia del filtro viene dada por (II-9Y), o sea:

_ - -1 + -1 _ 1 1+s
H(s) {szy(s) [Syy(s)]‘ }+ . {Syy(s)} K1) 179) . K(b+s)
= 1 ]
k2(b+1) " bs
Como': '
1 -1 LN PR E , resulta:
Kon) kLT, K*
K2
l'+-l— -1
H(s) = -
1 +-l— +s
K2

2-L4. FACTORIZACION DE ESPECTROS RACIONALES.
METODO GENERAL PARA CALCULAR EL FACTOR FUERTE (METODO DE DAVIS)
Sea S(s) wuna matriz racional n x n (es decir sus elementos son fun—
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cilones racionales en la variable s) que satisface:
S(s) = S'(-s)

S(s) = S(s) (I1I-10)
S(iw) 20 Yw>0

Queremos que: . ) . .
S(s) =S (s). S(s) =S (s). [S(-9]

donde S+(s), S (s) sean realizables y estables.

Para calcular S+(s) , haremos adecuadas transformaciones sucesivas de
S(s) hasta llegar a una matriz Q constante y definida positiva. El proce
so a seguir es el siguiente:
sea So(s) = S(s) ,
luego multiplicando por factores Ti(s) estables con det Ti(s) # 0 para
todo Res > 0 se obtienen:

Tl(s) . So(s) . Ti(—s) = Sl(s)
Tz(s) . Sl(s) . T;(-s) = Sz(s)
%JQ. %W1B)J;GQ =Q=L.L'> 0 (matriz cons.

tante).
Entonces podemos tomar: )

st (s) = T11(s). e T%‘(s) L

Para realizar las anteriores transformaciones se utilizan 2 tipos de fac

tores:
1

a) ol 0

D. (a(s)) = Vas) «—-i
1

0

con a(s) realizable, estable, a(s) # 0 ¥Res > 0
siendo

’

D'(a(s)) =Dy (s))

det Di(a(s)) a(s)

b) Lj(al(s), . aj_l(s),aj+1(s), cens an(s)) =
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. . ()
i 0 ..
al(s) - uj_l(s)) 1 ujt1(5) ces an(sJ j
0 .0
1

con ui(s) realizables, estables ¥ i |,

siendo: 1
Ly (@ (8),.nusay g (S)a5,,(8), 0050 (8)) =
= Lj(—ul(s),...;-uj_l(s); -aj+1(s),...; - a ()
det Lj(ul(s),...;aj_l(s),uj+](s) y oo ;an(s)) =1
EJEMPLO:
Sea: 2252 + 5 25 + 3
(s+1) (-s+1) (-s+2) (s+2) (s+1) (s+2) (-s+*3)
S(s) = .
-28 + 3 2
(-s+1) (-s+2) (s+3) (-s*3) (s+3)

Dejamos como ejercicio verificar que S(s) es un espectro, es decir que

S(s) verifica las 3 condiciones de (II-10).

1° ETAPA: SUPRESION DE LOS POLOS DE S(s).
Realizando las siguientes transformaciones:
Sl(s) = Dl((s+l)(s+2)) . S(s) . Dl((-s+l)(-s+2))

Sz(s) = D2(s+3) . Sl(s) . D2 (-s+3)

-2s2+ § 2s+3
S,(s) =
-2s + 3 2

se obtiene:

2° ETAPA: REDUCCION A UNA MATRIZ DE DETERMINANTE CONSTANTE.
En muestro ejemplo det Sz(s) = 1

En el caso general tenemos:
det Sk(s) = ay .Ig(s-b) (s+b)
pues Sk(s), es una matriz de polinomios en s y los ceros de det Sk(s)
son simétricos respecto del eje Ims
Para llegar a una matriz de determinante constante, transformaremos la
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matriz Sk(s) de manera de ir eliminando sus ceros.

Sea b un cero del det Sk(s) ; por lo tanto Sk(b) es una matriz sin
gular, o sea que existe una linea pj(fila 0 columna) de manera que:
ST :E: % * P =0
m#j
Considerando como factor:
1

0.1 Qn
Txer(8) = Lj(m; ;s—%) : Dj('s_+5)
la matriz Sk+1(s) = Ty (8). Sy(s). Ty (-s)

tiene la propiedad de no tener a *b como ceros de su determinante. Por lo
tanto repitiendo este proceso para todos los ceros (cuyo nimero es finito),
se 1llega a una matriz de determinante constante.

3° ETAPA: FACTORIZACION DE UNA MATRIZ POLINOMIAL DE DETERMINANTE CONSTANTE.
Vamos a explicar el caso general en el ejemplo:

-252 +'§ ?2s + 3
S (s) =
2 -2s + 3 2

Como el determinante es constante (=1) , la matriz

-2s2 2s
S _(s) =
2 -2s 2
es singular. En consecuencia se verifica
p1 - sz =0
donde p, ©s la 1inea que tiene el témmino de mayor grado y P, la restan

te 1 -5
Formamos la matriz Ll(—s) = ( )
0 1

con la que obtenemos:

)Gl - 6
= S =
55 (%) (o 1) 2 s 1 3 2

que es una matriz constante.
En general, habrd que repetir el procedimiento mds veces, pero al finlle

garemos a una matriz constante.
4° ETAPA: CONCLUSION,

El factor fuerte es:
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1 1 5 0
§,(s) =D (——) D < )L (s) =
P\ s+ (s+2) ) 2 \(s+3)/ ! 3 1
_ . /5 /5
(3s+5) S
/5 a
(s+1) (s+2) (s+1) (s+2)
- | 3 a1
V5 5
5+3 5+3

ya que una factorizacidén de la matriz constante es:

5 3 5 0 s 2
= V5

3 2 3 1 0 1
5 /5 /5

I11-3: FILTRO DE KALMAN,
3-1: INTRODUCCION.

En un problema de filtrado estadistico uno de los objetivos mis impor-
tantes es tratar de conseguir un filtro recursivo. Para aclarar este punto
supongamos, por ejemplo, que queremos estimar una magnitud x desconocida,
para lo cual hacemos n medidas:

. =X + w.
y1 1

donde w; €s el error en la medicidon i que verifica:

E(wi) =0 ¥i=1; ... ;n
E(wi.wj) = aij ¥i;j=1; ... ;n
Sabemos que el mejor estimador es:
y + ..l+y
£ =21 0
1n n
Si obtenemos una nueva observacién Y ? el estimador correspondiente
sera: . _ Yyt et Yo

X
n+1i n+1

lo que implica, que para calcular £n+1 , debemos volver a hacer todos los

cdlculos. Para evitar este inconveniente observemos que:

Y - X
% =% + n+1 n

n+1 n n+1
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Esta es una férmula recuwrsiva que da la nueva estimacidn in+1 en fun-
cidén de la nueva observacién Yoey Y de la estimacidn anterior in . Es-

to evita el inconveniente de conservar las observaciones anteriores.

Nos interesa estudiar cuales son los problemas del filtrado que admiten
una estimacidn recursiva.

En el filtro de Wiener, la estimacidn es:

t
() = d[ h(t-t). y(r). dr

t
o

que no es recursivo.

3.2: RUIDO BLANCO - INTEGRAL ESTOCASTICA DE ITO.
Llamamos Movimiento Browniano o proceso de Wiener-Levy (vectorial) a
un proceso estocastico V(t) que verifica:
a) V(0) =0
b) A(ti;tj) = V(ti) - V(tj) es gaussiano ¥t > tj

C) E(A) =0 tl .
d) E(a(tysty).a'(ty5t5)) = [C. Q(t)dt , con  Q(t) 20

e) Si I,J son intervalos de tiempos tales que I NJ=¢ |, entonces
E(a(I).a'(3)) =0 .

INTEGRAL ESTOCASTICA.
Dado V(t) un movimiento browniano escalar con:

2 . = -
E(a2(t;5t9)) = [t; - ¢4

queremos dar sentido a: t
If = /- f(a).dV(a)
e

Como V(t) no es de variacidn acotada, (pdg.61) , no podemos aplicar in
tegral de Stieltjes.
Para definir If , analicemos los siguientes casos:

ot
i) Si f(a) =1 ¥a , entonces definimos If = f dV(a) = V(t) -V(0).
0]

ii) Si f es una funcidn escalera, es decir:

f(a) = C. X 4 . (a)
JZ Tt

es la funcidn caracteristica del intervalo. (tj;t.+1),eg

donde X( :

t.:t.
i’ j*1)
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tonces definimos:
't =Z°j["(t3+1) Vet =chj 2(t543%;)

Del mismo modo si g(a) = Ed x(t
entonces:

)(a) es otra funcidn escalera,
1+1

Z d. [V(tm) - V(t., ):l Zd 8(t545ts)

De esta manera hemos definido una aplicacién I, que a cada funcidn esca
lera f 1le asigna una variable aleatoria If

De la detinicién de movimiento browniano se deduce que:

E(ch Aty 3t,)) = Z c; Bty 5ty)) =

a) E(If)

b) E(I3) E(Zc c. A(tl+],t)A(tJ+1 1t5)) =

1,j

D ci65 ECaltyyg i) (t5,58)) -Zc2|‘c3+1 t)]2
1,]

t
[ESIER N HTENG ar-1)

0

t
©) E(lg.1) = | £ e
o}

La expresién (II-11) nos indica que la aplicacién I conserva la norma.
iii) Sea f e L2(0;t).

Como el conjunto de las funciones escaleras es denso en LZ(0;t) , exis
te una sucesidn de funciones escaleras (fn)neN tal que fn — f en I2.
Al ser fn una funcidn escalera, conocemos Ii}] por ii) .

Por ser (fn)n eN una sucesion de Cauchy e I una aplicacidn que conserva

I
(fn)neN

aleatorio completo y por lo tanto existe un elemento I , del espacio alea

la norma, tenemos que es una sucesion de Cauchy en un espacio

torio al cual converge; por otra parte es facil verificar que este limitees
independiente de la sucesidn elegida.

t
™ ... ||2 representa la norma en el espacio L2(0,t) ={f'/f |f(a)|2 do =
0
|2 w
12 < +e
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Entonces definimos:

variable aleatoria que verifica:

E(I7)) =0

t

E(If.Ig) = .I. f(a).g(a)do ¥ f;g e L2(0;t)
(0]

Consideremos un movimiento browniano no estacionario que verifique:

J
E(a(t33t5)?) = ft Q()da , con Q(a) 2 0

i
Podemos definir de la misma manera una aplicacién de 12(0;t;Q) (*) en el

espacio de variables aleatorias

t
I = ff(a)d V(a)

‘0
con las propiedades precedentes

E(Iflg) = f f(a) g(a) Qa)da .

0
CASO VECTORIAL

Podemos considerar también un movimiento browniano vectorial V(a) de di

mensidén n tal que )
' . =
E(a(t,,t) 8'(t,,t)) ,[ Q(a)da

1
dande Q(a) es una matriz definida positiva.

Entonces si ¢(a¢) y ¢(a) son matrices mxn y pxn , las integra —
les estocasticas t

[ o@ v I fzw()dvc)
o). o s = a). a
t v S

R 1
son vectores de dimensién m y p.

Se demuestra que:
E(Iq,) = E(Iw) =0 ; E( I') = f $(a).Q(a).y' (a)da s
. = . Y
donde (11,12) (tl’tz) n (51’52) .
RUIDO BLANCO:

Si reemplazamos la expresién dV(a) por v(a)de nos queda:

t t
If=j f(a)dV(a) =f f(a).v(a)da ,

[0] [¢]

t
(*) Es decir f e L2(0;t;Q)si f |£]2 Qda < = que da la nomma de f
d
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donde v se llama ruwdido blLanco.

El ruido blanco v no tiene sentido si no estd como integrando. Veamos
qué condiciones debe cumplir v , para que se verifiquen las propiedades
conocidas para If

t t
If= f f(a).via)da , I =f g(B).v(B)ds

o E %
a) como sabemos que:

Sean:

t
E(If) =0 = f f(a). E(v(a))do
o)
entonces debe verificarse que:
E(v()) =0  #a

b) como sabemos que: t

E(If. Ig) = f f(a). gla)da

0
y ademis:

t ot
E(I;. Ig) = .[ ! f(a). g(B). E(v(a). v(B))da dB

entonces para que se verifique la igualdad debe ser:
E(w(a). v(g)) = §(a-8)

c) en el caso general se obtiene que:
E(v(a). v'(8)) = Q(a). §(x-B)

OBSERVACION:

También pueden introducirse integrales estocasticas relativas a funcio-
nes estocasticas, surgiendo distintos tipos: integral de Ito, integral de
Stratanovich y otros.

Pero estas generalizaciones coinciden en el caso lineal y/6 determinis-
tico.

3-3. SISTEMA LINEAL EXCITADO POR UN RUIDO BLANCO.
Sea la ecuacién diferencial estocdstica:
X = F(t).x + v(t)
x(to) =X,

donde x(t) es un vector aleatorio y v(t) un ruido blanco que verifican:

E(xo) =0
E(xo.x;) = Ao
E(v(t)) =0
%E(V(t)- vi(s)) =Q(t) . &(t-s) , con Q(t) 20
E(x(to).v' (s)) =0 ¥s > t
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Por definicidén la solucidn de esta ecuacidn es el proceso estocidstico:

t
x(t) = <I>(t;to) CoX ¥ f o(t;a) . v(a)da
t

o]
siendo el Gltimo sumando una integral de Itoy ¢(t;a) 1la matriz de transi
cidn correspondiente a la matriz de coeficientes F(t)

PROPIEDADES.
a) COVARIANCIA DE x(t)

Como t
x(t).x'(s) = ¢(t;to).xo.x$.¢'(s;to) + [ o(t;a).v(a) .xé.cp'(s;to)da
S t pS
+ f @(t;to).xo.v'(e).cb'(s;e)ds + f f o(t;0).v(a).v'(B).d' (s;8)dadB
t
0] to [o)
entonces teniendo en cuenta las hipdtesis hechas, resulta:
mln(t s)

A(t;s) =E(x(t).x'(s)) =¢(t;t ) A, 0" (st ) J o(t;a).Q(a).2' (s;a)da .
b) VARIANCIA DE x(t).

A(E) =A(t;t) =Ex(t).x"(t)) =o(t;t ).A o' (t;t ) +

: ¢ oo 0

+ J- ¢(t;a).Qa).2'(t;a)da .
to 4
Derivando respecto de t , resulta el siguiente algoritmo que se adapta me

jor para ser usado en computadora.
T AD) = F(8) . (D) + ACY) . ¥'(t) + Q(t)
AMt) = A

c) x(t) es un proceso de Markov.

3-4. PROCESOS DE MARKOV.

Un proceso estocdstico vectorial x(t) se denomina un proceso de Matkov
si se verifica que:

P{x(t) /'x(sl); x(sz); cee ) x(sn)} = P{x(t) / x(sl)} ¥ t>sl>52>...>srl .

De esta definicidén concluimos que el estado de un sistema dinfimico 1i
neal excitado por un ruido blanco constituye un proceso de Markov, pues x(t)
queda determinado conociendo x(sl) , 31 ser:

x(t) = @(t;sl) . x(sl) +f‘ o(t;a) . v(a)da
S

donde v(a) es un ruido blanco independiente de x(t) en [sl;t]

Reciprocamente se puede demostrar el siguiente:
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TEOREMA:

Los procesos estocasticos gaussianos de Markov pueden sen considerados
(bajo hipolesis bastante generales) como estados de un sistema Lineal ex-
citado por un ruddo bkanco. (*)

Demos un lineamiento de la demostracién:

Sea x(t) un proceso gaussiano de Markov con E(x(t)) = 0 , entonces
P{x(t) / x(s); x(u)} = P{x(t) / x(s)} ¥ t>s>u ;

E{x(t) / x(s); x(u)} = E{x(t) / x(s)} = A(t;s).A_1(s,s). x(s)
A(t;s) = Eix(t). x'(s)} .

Como x(t) - E{x(t) / x(s); x(u)} = x(t) - A(t;s).A-l(s,s). x(s) , es
independiente de x(u) , resulta que:
E(x(t).x' (@) - A(t;s).A7 (538).x(s) x'@)} =0

0 sea: _ R
A(t;u) - A(t;s).A (s;s).A(s;u) =0 ¥ t>s>u

que representa una condicidn necesaria y suficiente para que x(t) sea
markoviano.

Sea ¢(t;u) = A(t;u).A-](u;u) , entonces la condicibén anterior se es-
presa por:

o(t;u) = o(t;s) . o(s;u) ¥ t>s>u

Esta propiedad de ¢ , nos induce a pensar que constituye 1la matriz
de transicidn de un sistema dindmico; puede demostrarse que de cumplirse
ciertas condiciones adicionales (por ejemplo, si la derivada de ¢(t;s) en

t existe), existe F(t) que satisface:

g_t o(t;s) = F(t) . &(t;s)

Definiendo el proceso: I(t) = ¢(0;t). x(t) - x(0) (que es de Wiener-
t

Levy), y V(t) = Jr ¢(a;0). dI(a) (que es también de Wiener-Levy) se
t
demuestra que el prd%eso inicial x(t) es solucidn de:

x = F(t).x + v(t) ,
donde vVv(t) es el ruido blanco asociado a V(t)

(*) Por ejemplo, una condicién suficiente es que exista g_t ~(t,s) t=s
+
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3-5. PROCESOS CON REPRESENTACION DE GAUSS-MARKOV.

Se dira que un proceso no-markoviano y(t) tiene una representacidn de
Gauss-Markov si existe un proceso de Gauss-Markov x(t) , que satisfaga:

y(t) = H(t). x(t) + w(t) ,

donde w(t) es un ruido blanco.

Estos procesos son los que admiten un filtro recursivo; mas precisamen
te:
Existe un filtro estadistico recursivo para un problema de filtrado (ZEE%)
si y solo si existe una representacidén de Gauss-Markov para (Z) , €s de-

cir si:

‘ x = F.x +v
y =Hx +w
) z = J.X

con Vv,w ruidos blancos.
Estos son los procesos que trata el filtro de Kalman.

3-6. FILTRO DE KALMAN.
i) CASO DE OBSERVACIONES DISCRETAS.
a) EL PROBLEMA:

Sea el sistema dindmico: .

X =Fx+v (II-12)
que satisface: |
E{v(a)} =0

*E{V(a) V'(BR)Y = Q(a). 8(a-B) con Q(a) >0
E{x(to)}= 0
‘E{X(to). x'(to)} = Ao

En los instantes t1 < t2 < ... , tenemos las observaciones:
Y(t‘l) = H(ti)- X(ti) + w(ti) ’
donde E{w(ti)}= 0

E{w(t;). w'(tJ)} = R(t,). 513

El problema consiste en calcular el mejor estimador:
x(t) = E{x(t) / y(tl);...;y(ti)} para t;<t<t;,,
Esquemidticamente queda expresado por:
w(ti)

+ y(t;) %
x(t)/tl o + A ? x(t)

b) SOLUCION:
Sea x(t) = x(t) - X(t) el error, y
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b})

b)

b,)

L(t) =
Analizaremos por separa
EN EL INSTANTE INICIAL
Es evidente que

x(toj

Z(to)
ENTRE DOS OBSERVACIONES
Sea 1t un instante tal

Como:
x(t) = o(t;1).x(t
resulta que:

E{x(t). x'(t)} la covariancia del error.
do los siguientes casoss
(t = to):

E{x(to)} 0

E{i(to). i'(to)} = E{x(t). x'(to)} = A -
(ti <t< ti+1):

que:

ti‘< T<tc«< ti+1

t
)+f o(t;a). v()da

T

ﬂﬂ=EU&)/4%%,”;yﬁ9}=ﬁmﬂ£uh)/ﬂ%h”.
el y(ti)} + f o(t;a). E{v(a) /y(to); e ) y(ti)}.da =

T

= o(t;1)., X(
Derivando tenemos: $

teniendo en cuenta (II-
X

Ademas I(t) verifica:
)

1)
= F. x
12), resulta:

=F.x +vV

=FzIt+ T F +Q

ver propiedad b), pag.75 .

EN EL INSTANTE DE UNA OBSERVACION (t = ti)
Consideremos los 2 siguientes estimadores:

i(t; ) = E{x(t;) / Y(tl)\;"'; y(t; I
que no tiene en cuenta la observacidn y(ti) ; con el algoritmo del

caso bz) se obtiene:
a +
x(ti)

= E{X(ti) / Y(tl) Yoo Y(ti)} ’

que incorpora la informacidn recibida en el instante t, ;es el va-

lor que debemos calcula
Sea V(ti) el espacio

O sea.
y(t;)

donde: n(ti)

r.

generado por las observaciones y(tl);...;y(ti)

S.E{y(tl); cee} y(ti)} =

S.E{y(tl); cee Y(ti-l) <) S.E{n(ti)}
y(ty) - H(t;). X(t))

Entonces, por propiedad de la esperanza condicionada, resulta:

x(tz) = E{g(ti) /y(e))se. 5y (e} = Bx(t)) /y(t))5. . 5y(t; )b+



+ E{X(ti) / n(ti)} = i(t;) + K(ti). n(ti)
donde: -1
K(ty) = Eix(ty). n'(ti)}.[E{n(ti). n'(ti)] ,
= Z(t;). H’(ti).[H(tl). z(t;). H'(t;) + R(ti)]'1

se llama ganancia del §iLtrho.
Entonces:
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Z(t;) = E{X(t]). i'(t;)} = 5 () -z (). H(t).

. [H(ti). P (t]). B (t) + R(ti)]“ H(t). 1(t])

Por lo tanto el filtro de Kalman queda definido ¥ t 2t
ecuaciones:
a) ENTRE OBSERVACIONES:

| X=F.& , X(t) =0

li=Fz + TF'+Q , T (t)=n
b) EN EL INSTANTE DE UNA OBSERVACION:

0

por las

R(t)) = R(e]) + K(t): n(ty)

n(ty) = y(ty) - H(tp). K(t))

K(t) = Z(t;).H'(ti).[H(ti).Z (). H'(t;) + R(ti)]“

Z(t;) = I(t]) - I(t)).H (ti).[H(ti). D(t]).H (L)) * R(ti)]'].

CH(E) . 2 (t;)

El diagrama funcional representativo del filtro es el siguiente:

W .

i
+ + + R
X—"‘t/i_’ H K(ti)(g(t-'[i] { _ J' ()
Y(ti)~' T+
F
n

11) CASO DE OBSERVACIONES CONT-INUAS:

Consideremos el sistema:

(x(t) = F(t) x(t) + v(1)
{y(t) H(t) .x(t) +w(t)
que satisface las siguientes condiciones:

{E{V(a)} = E{w(a)} = 0

Etv(a) .v' ()} = Q(a).8(a-8) , con Qo) 2.0
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E{w(e) .w'(B)} = R(a).8(a-B) , con R(a) >0
E{v(a).w'(B)} 0
E{x(t ).x'(t )} =4

0 o o

En este caso, las observaciones estdn dadas con continuidad (los instan
tes t. son densos en la recta), por lo cual en el diagrama anteriorcerra

mos los interruptores y eliminamos la §

w
+

- +

-+

>

H

Se puede demostrar con mas vigor que la estructura del filtro 6ptimo, en
el caso de las observaciones continuas, viene dado por:
% = F.& + K.[y - HX]

donde K debe calcularse de manera que la covariancia de error sea minima.

El error X =x-X , verifica:
X =Fk - K[y-H] +v=_F-K)x+ (-K) ,
donde (v-Kw) es un ruido blanco, con covariancia:
E{(v(a) - K(a).w(a)).(v'(B) - w'(B).K'(B))} =
= [Q(a) *+ K(a).R(a).K'(B)].6(a-8B)

Por lo tanto, la covariancia:
z (t) = E{x(t).x"(t)}

estd dada por:
r = (F-K).z+:z(F-K)" +KRK' +Q ,

como el segundo miembro de esta ecuacibén es cuadratico en K , resulta:
f= (K-tHR).R.(K'- RH.z) + Fzx +F' -z H .R '.HL + Q
En este caso basta minimizar i para minimizar § (*) vy, suponien
do que estamos en el caso regular del §i€tnb (es decir R > 0) el minimo
-1

se obtiene para: K= 1$.H'.R

Por lo tanto el filtro de Kalman, para el problema consideradc, estd da

(*) Ver P. Faurre, '"Navigation invertielle optimale et filtrage statistique', Du
nod 1971.
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do por las siguientes ecuaciones:

{i =F.z + $.F' - 5 HWR!

Hz +Q
(ecuacidén de Riccati)
p(t) = A,

{i = F.2+ sHR @y - H.X)

(ecuacidn lineal)

i(to) 0
donde: K = z.H'R’! , representa la ganancia del §iltro.
EJEMPLO:

Consideremos el ejemplo que analizamos para el filtro de Wiener, cuya re

presentacidn markoviana es la siguiente:

X=-X+V

y =X +u

E{v(t)} = E{w(t)} =0

E{v(t).v(s)} = &(t-s)

E{w(t).w(s)} = k2.6(t-s)

E{x(t ).x(t)} = 1

2
De acuerdo con la nomenclatura anterior, resulta:
F =-1
) H=1
R = k?
Q=1
Plantenado las ecuaciones correspondientes al filtro de Kalman, tenemos
. . 2
que: P=-21 - E 4y
2
;0,2 o
X=-X+-=(yX)
k2
x(t) =0
Consideramos el proceso cuando ha alcanzado un estado estacionario (su-
pongamos t_ = -o) . Este estado estd caracterizado por iw = 0 cuya solu-
cidn es: ook [+ o
(el
Resulta entonces: : Z\ . Z,
x=-{1+—|Jx +—y ,
k2 k2

de donde la funcién de transferencia es:

Zw 1
— ‘/H — -1
k2 K2

H(s) = —5— = ,
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lo cual nos estd indicando que el filtro de Kalman asintdtico coincide con

el filtro de Wiener.

11-4. COMPLEMENTO SOBRE EL FILTRO DE KALMAN,
L-1. CORRELACION ENTRE LOS RUIDOS BLANCOS DEL MODELO (CASO CONTINUO).

tonsideremos el sistema:
= Fx +v
y =Hx +w

que satisface las siguientes condiciones:

E{x(to).x Ttoj} =

E{v(t)} = E{w(t)} =0

E %(VEE%> (v' (1) w'(T))% - (gEE%) ﬁgﬁ%) . 8(t-1)
\

Por anilogo procedimiento que en el caso anterior, la estructuradel fil

tro viene dada por:

X = F.X + K(y-H.X)
resul tando: . 3
x = (F - KH)x + (v - Kuw)
= (F-KHz+z .(F-KH'+Q+KRK'- KS' - SK'

donde (v-Kw) es un ruido blanco, con covariancia:
E{(v(t) - K(t)w(t)).(v(1) - K(1).w(x))'} = [Q(t) + K(t). R(t) K'(1) -
- S(t).K'(1) - K(t) S'(t)] .s8(t-1)
Completando el cuadrado en la ecuacién que nos da I , obtenemos:
=[K- CH' +S)R].R[K- (CH + SR + Fz + B -
(@ H +SRT . @HD +sY +0Q

Nuevamente minimizar £ , equivale a minimizar ¢ ,lo cual se logra tg

mando K= (zH +SR" por ser R >0
Por lo tanto, el filtro de Kalman estd dado por:
£ = FR + K(y-HR)
£ =Fg+gF' - (zH' + S)R™ (Hr + S') + Q
K (ZH'+S)R_1 (ganancia del filtro).
Observemos que con S = 0 se obtiene el filtro de Kalman hallalo en
(3-6).
En forma andloga, se puede hallar el filtro para el caso discreto.

L-2. FILTRO SINGULAR.(MATRIZ R NO INVERTIBLE)

1) CASO DISCRETO:
Para analizar este caso es preciso introducir el concepto de matriz pseu
do-inversa.
Si A es una matriz regular, definimos como matriz inversa de A ,(que
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simbolizamos A_]) a aquella matriz que cumpla:
AAT =Ata-T
en cambio si A es una matriz singular (det A = 0), llamaremos matniz
pseudo-invernsa de A (que simbolizaremos AT) a la matriz que verifique:
ALAT A=A
AT AL AT = AT
AT

Se puede demostrar que la matriz pseudo-inversa A" existe y es Unica.
-1

A, A L A" : matrices simétricas .

Ademis se verifica que para toda matriz A regular A=A
Volviendo al problema del filtrado sabemos que la mejor estimacidn de un
vector X ,en términos de otro vector conocido X, estd dada por:

-1
E{x X }=m +Z . X -m ;
{ 1 / 2} 1 12 * o2 ( 2 2) ’
si r,, €suna matriz regular.
Se demuestra que en el caso de que 222 sea“una matriz singular,
m + g L (x -m)
1 12 22 2 2

da la mejor estimacidn de X entonces la resolucidn del problema del
filtro singular se realiza con las mismas férmulas del caso regular em-
pleando matrices pseudo-inversas en lugar de las inversas que no exis —
tan. Analicemos qué significa que 222 sea singular.

Si 222 es singular, entonces:
J a0 #0/a'. ¢ .a =0 ,
1 1 22 1
0 568 e E([| al.x lI2} = 0
de lo cual resulta: , _
o] cx - 0

12
Esto nos estid indicando que las componentes de x son linealmente depen

dientes, 1o cual equivale a haber aumentado artiticialmente la dimensidn
del vector x .

Veremos como reducir el problema singular a uno regular de dimensidén me
nor.

CASO CONTINUO:

En este caso no podemos utilizar la matriz pseudo-inversa, por lo cual

emplearemos el método de reduccién del problema singular a uno regular, que

también puede emplearse en el caso discreto.

Sea el sistema:

Xx=F.x+v

y = Hx+w

donde v,y son ruidos blancos, siendo:
E{w(t) .w"(t)}=R(t).8(t-1), con R(t) # 0 (detR(t) =0 ; sobre el intervalo)
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1o cual nos dice que:
Ja(t) #0 ¥t / a'()w(t) =0 .

Por lo tanto:
a'y =o'Hx +a'w =a'.Hx ,

0 sea que existen combinaciones lineales de los estados que pueden estimar-
Se sin error.

A continuacidén hacemos un cambio de base de modo que las r-primeras compo
nentes del vector Xx sean aquellas combinaciones lineales que pueden esti-
marse sin error, resultando entonces:

x=F ,x +F x +v
1 11 1 12

, 2 1
x=F .x +F .x +v
2 2171 2272 2
=X
N
y.= H .x_ +
donde: 2 2 2

E {mz(t).w;(ﬂ} = Rz(t).d(t-'r).
Anora, el problema consiste en calcular \32 » pues x es observado sin
error; para ello la intormacidn de la que disponemos estd dada por:

= +
f 7, H2.x2 2
=y -F = . + v

" Q_y Y 11" P12 % 1

donde (LV?) es el ruido sobre el nuevo vector de las observaciones,con:

1
w, (1)
E ( . )(w'('r) vi(t))' =R (t).6(t-1) S
En el caso de que:

a) R3(t) sea regular, el proceso termina realizandose el filtrado correspon

diente al caso regular. ‘
b) Ra(t) sea singular, se rehace el proceso.

E1l nuevo estado x, es de dimensién menor que el anterior estado x , que
era de dimensién n ; o sea que a lo sumo en n pasos el proceso finaliza.

EJEMPLO:
Sea el sistema:

.
]

T AN
Lo T < T o
w

< K. Xe

el cual equivale a:
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X, 0 1 0 0
X = iz = 0 0 1 X + 0
X 0 0 0 v
3
y= (1 0 0).x
Como no existe ruido en las observaciones, estamos ante un caso singular,al
ser R=0
Pero como: il y X
)?': i = v = X = X
2 ) 2
X y X
3 Y 3

resulta un caso trivial donde no es necesario el filtrado, pues todo es es-

timado sin error.

L-3. FILTRO CON RUIDO NO-BLANCO O COLOREADO SOBRE LAS OBSERVACIONES.

Sea el sistema:
, F.x +v

X
y

H.x + n
donde:

v es un ruido blanco

n es un aulde coloreade, es decir un ruido no-blanco.

Supongamos ademds que n admite una representacidn de Gauss-Markov:

}

con u,v ruidos blancos.

A.g + u
C.t + v

El filtrado existird, solamente si existe esta representacidn del ruido
coloreado. Para obtenerlo definimos:

S O I N (Y
U = (:) , K = H C)

queddndonos el siguiente sistema equivalente:
G = FX+ U
y= XX+ v
que es un nuevo problema a resolver donde el estado ‘b es de dimensién ma
yor que el anterior, siendo ¢/ y v ruidos blancos.
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EJEMPLO:

Sea el sistema: s Fx +v
y =H.x + ¢
é=A.F,+\)

donde:
v es un ruido blanco.
¢ es el estado de un proceso markoviano, con v ruido blanco.
Si siguiéramos el procedimiento indicado anteriormente llegariamos, después
de haber aumentado la dimensién del estado del sistema, a un caso singular,
en cuyo caso deberiamos aplicar lo indicado en 4-2, que se traduciria enuna
reduccidn de la dimensidén. En este ejemplo con una sustitucién oportuna reu
niremos las dos etapas en una sola. Sea:
z=y - Ay

entonces resulta que:

z = Hx + H(Fx+v) + £ - A(Hx+£) = (H+HF-AH)x + (Hv+v)

6 sea: z=F.x+U
donde: Fowii o wE -
T =Hv + v (ruido blanco)

Supongamos que:

E{ UM). U'(x)} = R.&6(t-1)
con R >0 , pues de lo contrario estariamos frente a un caso singular, al
cual se le deberia hacer una reduccién de la dimensidn.
Por lo tanto el filtro de Kalman estd dado por:
R=FR+K[z - K] =R+ K[y - Ay - ¥ %)
siendo su diagrama funcional:

_L—. %—E +. Z EQ - K -:- - j i -
Jj K
K

lo cual es equivalente a:

d & -Ky) =F& - K+ Ky - KER
dt
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quedando como ejercicio realizar el diagrama correspondiente, que es un al-

goritmo mas conveniente para computadora.

L-4, ESTABILIDAD DEL FILTRO DE KALMAN (CASO CONTINUQ).
Si tenemos el siguiente sistema dindmico:
X F.x + v(t)
y(t) = Hox(t) + w(t)
con v,w ruidos blancos que verifican:
E{v(t)} = E{w(t)} =0
E{v(t).v' (1)} = Q(t).8(t-1)
E{w(t).w'(t)} = R(t).8(t-1) , con R >0 (caso regular)
E{v(t).w'"(1)} =0
E {x(to).x'(to)} = A

el filtro de Kalman responde a las ecuaciones:

X = FX + K[y - HX]

L = Fz + IF' - KHI + Q
x(to) =0

I(t) = A

donde el K Optimo es: 1

K=zH' R

Nos interesa que el filtro de Kalman sea estable. Para que ésto ocurra
deberan serlo las ecuaciones diferenciales:

£=(F-THR 'H)R+zHR 'y
3& Ff + IF' - SH'R ' HI + Q

TEOREMA 1 (Estabilidad de la ecuacién en X ):
a) S4 existen a;B > 0 de manera que ol < Z(t) < Bl , entonces La matrniz
F.=F-TH'R'H e estable |

%
b) Si ademds el sistema { o

A

X
y

pletamente observable), entonces E. es asintoticamente estable.
DEMOSTRACION:

a) Consideramos V(x;t) = X'. Z-](t) . X

es completamente observable ((H,F) com-

V es una funcidon de Liapunov , pues de:

al < z(t) < BI
resulta:

1

el <1 V() <o
Podemos verificar que:

3 = F, .z +z%.F +IH RTHs +Q

Por lo tanto:
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1

(Z-])=-Z- .Z.:Z = - 7 F _Fé 2']_H'R" H-Z-]QZ-]

z

1

Y+ VR - Fr.z’l = -Q (11-14)

donde: Q=H'R'H+:'Q: 50

La expresidn (II-14) es la ecuacién de Liapunov para las matrices (@, 7!
con FZ matriz de coeficientes; por lo tanto por Teorema 1 del parrafo 4-
3, Cap. I la matriz FZ resulta estable.

b) Derivando la ecuacidén (II-13), obtenemos:

W(X,t) =g—¥=-.>‘<' . Q. X

Sea:

r = {Xx / WX;t) = 0} = {Xx / HX = 0}
Como el sistema (H;F) es completamente observable resulta que (H;FZ) es
también completamente observable; por lo tanto la Gnica trayectoria que co
rresponde al out-put y(t) = HX(t) =0 es X(t) =0 , &6 sea que:

r= {0}
resul tando FZ asint6ticamente estable por el Gltimo teorema del parrafo

4-2, cap. 1 .

TEOREMA 2 (Estabilidad de la ecuacidén enZ):
Sean 21,22 dos soluciones de La ecuacibn en T .
S4 Las matnices F. ,F.  son estables (asintoticamente estables),enton
ces b2
A=3%_ -%I es acotada (— 0 para t —> +o)
DEMOSTRACION:
Al ser ):1,22 dos soluciones de la ecuacién en © , tenemos:
$ =Fg + 3 F' - 3 H'RHI +Q
(1 1 1 1 .1
- L t ]
r, = FL, + LF LH'R HE +Q
Puede verificarse que:
A=F. . A+ 40F! ,
Zl 22
de cuya integracidén resulta:
= . ! . *
A(t) ¢FZ (st ) . alt) . op (t5t)) *)

1 Z2

&) 2 es la matriz de transicibén correspondiente a Fz. (i=1,2)

L. 1
1
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Por lo tanto de:

ol < llep (el - o)l eg (el
FZ 0 0 FZ o
resulta la tesis. 1 2
CONCLUSION:
Si existen a;8 > 0 de manera que ol < £(t) < 8l , entonces por Teore
ma 1 F. es estable, y por Teorema 2 la ecuacién de Ricatti en I resulta

X
estable.
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CAPITULO 3

Introduccion al Control Estocastico

y a la |Identificacion

ITI-1. REVISION DEL PROBLEMA LINEAL CON CRITERIO CUADRATICO,
1-1. EL PROBLEMA.

Dado el sistema lineal:
%i = F(t).x + G(t).u
x(t) = ¢
y el criterio cuadratico: T
J = f (x'"Qx + u'Ru)ds + x'"(T) .A. x(T)
t
debemos calcular el control ou(tO;T) que minimice J
El control u(to;T) puede ser:
a) de reglimentac16n o feed-back (el control depende del tiempoc t ydeles
tado x , 6 sea: u = u(x;t)).

b) en open-loop (el control depende solo del tiempo, 6 sea u = u(t)).

1-2. SOLUCION POR PROGRAMACION DINAMICA. (*)
Consideremos el caso general:
f(x;u5t)

X

J

T
_/. L(x;u;s)ds + A(x(T);T) , con T fijo.
t

0]
El valor 6ptimo V(x;t) del criterio para una fase inicial (x;T) ve
rifica:

min { Vt + Vk . I+ L} = 0 (ecuac16n de Hamilton-Jacobi-Bellman)
u

V(x;T) = A (x;T) (I1I-1)

(*) Para mayor informacitn ver Cap. II, curso de P. BERNHARD (publicacidn N°4 de
esta misma serie CUADERNOS).
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Volvamos al problema lineal cuadratico. Supondremos que la solucidnde la
ecuacidén de H-J-B. correspondiente es cuadrdtica.

lenemos f=F.x+ Gu

L=x"Qx + u'Ru
AGT) = x'(T).Ax(T)
V(x;t) = x'"P(t) . x
que reemplazados en la ecuacidn (III-1) resulta:
\min {x'Px + x'P(Fx+Gu) + (x'F'+u'G")Px + x'Qx + u'Ru} = 0
u

IP(T) = A
Sea .3Ziu) = x"Px + x'"P(Fx+Gu) + (x'F'+u'G')Px + x'Qx + u'Ru. Entonces pa

ra que min (u) exista y sea tnico debe ser R > 0 .
u
Por lo tanto el control u* que miniminiza .57- verifica:

dF

aﬁ—-(u*) =2Ru + 2G'.Px = 0 , O sea que:

uwt = - R GLP.x ,

que llevado a la ecuacidén de (H-J-B) proporciona:
P+PF+FP+Q-PGRI'GP=0
Por lo tanto,la solucién es de la forma:
V(ix;t) = x' . P(t).x ,
con P(t) matriz que verifica:
P+ PF+ F'P+Q-PGR 'GP =0
P(T) = A

y el control optimo es: u* = R

. G'.P.x

1-3. SOLUCION APLICANDO EL PRINCIPIO DE MINIMO DE PONTRYAGIN, (*)
Sea el caso general:

X = f(x;u;t)
7
J = f L(x;u;s)ds + A (x(T);T) .
t

o]
Formado el Hamiltoniano del problema: H = y'f + L donde y recibe el nom

bre de vector adjunto, los pasos a segulr -son:

a) minimizar H , ® sea hallar:

(*) Ver cap.. III, curso de P. BERNHARD (Publicacién N°4 de la serie CUADERNOS).
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H*(x;y;t) = min H(x;y;u;t)
b) integrar el sistema: 4

3H*
3y
- oH*

9X

x:

y
x(t)) =&
y(T) = 2 x(T);T)

Si existe solucidén del problema, ésta verifica el sistema b).
En el caso cuadratico, el Hamiltoniano es:
H=y"(Fx + Gu) + x'"Qx + u'Ru

Si R>0 , existe y es Gnico H* = min H que se obtiene de:
u

Of x - . 1 -1 '

T 0 para u 7 - R .G'.vy
O sea que: 1 -1

H*(x;y;t) = H(x;y;u*;t) = - E-y'GR G'y + x'Qx + y'Fx

Por 1o tanto el sistema a integrar resulta:

© _ JH* _ 1 -1

X = 3§—-f Fx > G.R " . Gy

Vs - R

y X 2Qx - F'y

x(t)) = ¢

y(T) = 2A . x(T)

Dejamos como ejercicio verificar que sobre 1la trayectoria solucién es
y(t) = 2.P(t).x(t) , y con ello comprobar que la solucién hallada coincide
con la que se habia encontrado por programaci6én dindmica. (*)

1-4. OTRA FORMA DE SOLUCIONAR EL PROBLEMA.
Sea el sistema:

Fx + Gu

T
J/. (x'Qx + u'Ru)ds + x'(T).A.x(T) (R > 0)
t

0

X

J

a) CASO TRIVIAL (Q=A=0)

En ese caso, el criterio J resulta:

(*) Las ecuaciones de Pontryagin, constituyen una condicién necesaria, y por 1o
tanto no se sabe a priori si la solucidn nos da la trayectoria Gptima.
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.
J = f (u'Ru)ds
t
o]

Com R >0 , resulta que u* =0 es el control que minimiza J
b) CALCULO DE FUNCIONALES CUADRATICAS DE TRAYECTORIAS:
Consideremos el sistema libre:
x = F(t).x
{x(to) =g . (I11I-2)

T
Resulta en este caso:  j _ f (x'.Qx)ds + x'(T). A. x(T)

to

La solucidén de la ecuacibén diferencial (III-2), es:

x(s) = o(s;t ). &
que reemplazada en el criterio J , da:

T
J = f g'.cb'(s;tOJ.Q(s).<1>(s;to)g ds + Lg'.<1>'(T;to') .A.cp(T;to)g R
6 sea t
J=¢g' . P(tOJ . E
donde T
P(to) = [ ) (s;to) Q(s) . @(s;to)ds + 9 (T;to).A.q>(T;tOJ
o]
Derivando resulta:
dp
T QL) - FUE)RCe) - PG F(t)
P(T) = A
c) SOLUCION:

Hagamos el siguiente cambio de variable:
u=-Kx +u
con K a determinar convenientemente, resultando:
x = Fx + GuQ
donde F=F-GK
Reemplazando en el criterio J , tenemos:

J = f [G' RO + x'(Q+*K' RK)x - 24' RKx] ds + x"(T). A. x(T)
1-'O
Sea P(t) 1la matriz que verifica:
P=FP-PF-Q-KRK
iP(T) =A.
Entonces nos queda:

T d . -
J =f {- I (x'Px) +2u'(G'P-RK)x + 0’ Rﬁ}ds+ x'"(T)Y. A. x(T)

t
0
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Si elegimos K de manera que G'P - RK = 0 , es decir:

K=RGP ,
resulta: T i T
J =f {-ES_ (x'Px) + ﬁ'Rﬁ}d5+X'(T).Ax(’I‘) = E'P(to)'g + J‘ 4'Ri ds
¢ t
[e]
donde u* =0 por a). O sea que: °

u* = R'G'P.x es el control optimo (que minimiza J )
donde la matriz P satisface la ecuacidén de Ricatti:
(b =-FP-PF-Q+PGR 'GP
lp(T) = A
1-5. EJEMPLO:
Consideremos el integrador:

gx =u

x —4
(t) = ¢

con el criterio a minimizar:

T
J = -f. (gx% + ru?)ds + a.x2(T) , con r >0
t

El control 6ptim% resulta:
u*(t) = - E&gﬁ_ X
donde p(t) verifica la siguiente ecuacidén de Ricatti:
p = %; - q
{'P(T) = a

que integrandola resulta:
a ch a(T-t) + %- sh a(T-t)

p(t) = -
ch a(T-t) + b.a sha(T-t)
siendo: :
b =
Yqr
_ 1
o = ——
YT

II1-2. CONTROL ESTOCASTICO
2-1. EL PROBLEMA.
Consideremos el sistema lineal:
gi =Fx +Gu+v
x(to) =X,

excitado por v ruido blanco que verifica:
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iE{v} =0
Eiv(t).v' (1)} = CV L 8(t-1)

siendo ‘xo un vector aleatorio con:

E{x } = ¢

E{(xo-g) (xo-a) } = A

Sobre este sistema podemos realizar observaciones de la forma:

y =Hx + w
con w Truido blanco que satisface:
E{w} =0
iE{w(t).w'(T)} =C, - §(t-1)
El problema es encontrar el control u(t) como funcibén de las observacio-
nes (u(t) = tg‘[y(tc,‘t)]) , de manera que el criterio:

J=E {x’(T).A.x(T) + f x .Q.x + u'~Ru)ds}

sea minimo. o

H

il ]
-0
n
—
L}
o
\—/
-
[
%)
w0
|O

C
PSP A
Sabemos que en ei caso deterministico () v °

lucidn es: 1
u* = -K.x = - R ".G'P.x

donde P satisface:
313 = -F'P - PF - Q + PGR 1G'P

P(T) = A

Por analogia, definimos para el caso estocidstico:
% = -1 ' el
u* = -R " ,G'.P.x

donde X es la mejor estimacién del estado x , a partir de las observa-

ciones y Vl l“’
u » Sistema Y I
X X Filtrode
Kalman

¢Es ésta una estructura 6ptima?.
Estamos resolviendo por separado, y en forma 6ptima en cada caso,el pro
‘blema de la estimacién y ael control; pero a priori no podemos asegurar que
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la combinacién de ambos sea Optima. Cuando &sto es cierto, se dice que se
aplica el Princdipio de separacion delf Control y de La Estumacidn.

2~-2. PRINCIPIO DE SEPARACION PARA EL CASO LINEAL CUADRATICO.
Haciendo el cambio de variable:

u= -R'6'P% + 0
Tresultan: L - -1 3
X =F +G.R G'Px + Gu +v
donde: F=F - GR'I G' P
X=x-X

T
J = E{x'(T).A.x(T) +ft [-x'(® + F'P+PE)x + XPGR'G'PX -
o]
- 2x'PGd - 2x'PGR™) G'Px + 2X'PG0 + 'R ds} :
Por negla de derivacidon de 1o, ess
d(x'Px) = 2x'Pdx + x'Pxdt + tr(P.C )dt (¥)
Llevando este resultado a la expresién de J , y teniendo en cuenta que:
i) el error x es ortogonal a las observaciones y(to;t) ,ya X re-

sulta entonces: E{X'PG{} = 0

ii) por una propiedad de las integrales estocasticas de Ito es: (*%)

T
E{f x'Pvds}= 0
t

e}
T
J = E{x'(to).P(to).x(to) + f [tr(PCV) + X'PGR7G'PR + ﬁ'Rﬁ]ds}
Como: to
3E{x'(t02iP(toJ.x(tO)} = E:iP(to).a + tr(P(t ).A)
E{x'PGR™ 'G'Px} = tr(PGR G'PI)
entonces: T

T
J = g'P(to)é + f tr(PCV)ds + tr(P(tO.Ao) + f tr(PGR'IG'PZ )Jds +
t t

. T o
~ ~ 0
+ E{ [ (u'Ru)ds}
0
resultando u* = 0 , o sea que el control Optimo es:
u = -K% = - R'G'PR
Por 1o tanto hemos demostrado que un sistema lineal con criterio cuadrdti

tenemos:

n
(*) 8i A= (a;;),,, » entonces tr(A) = Y a.. (Traza de la matriz A).

i=1
(**) P.D. Yoseph, Y.T. Tou, "On Linear Control Theory", A.I.E.E Trans. 80,Part II,
pag. 193-196 (1961).
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co y ruldo blanco, admite la aplicacidén del principio de separacidn.

El valor dptimo del caso estocdstico ditiere del caso deterministico en
tres términos, siendo:

Jmin(estocéstico) = Jmin(deterministico) + q(to) + r(to) + p(to)

donde:

q(to): es la contribucién debida a que existen perturbaciones (v) sobre el
Sistema.

r(t;): es la contribucidn debida al desconocimiento del estado inicial.

p(to): es la contribucién debida a que no tenemos observaciones perfectas.

II1-3. IDENTIFICACION,
3-1. EL PROBLEMA.

Identig4icacion es el problema de encontrar modelos matemdticos que ex-

pliquen los fendmenos de la realidad.

Podemos realizar 2 tipos de identificacidn: deterministica o estocésti
ca.
i) IDENTIFICACION DETERMINISTICA.
Sea un sistema dinamico del cual conocemos {u(tO;tJ; y(to;t)} .
Queremos hallar un modelo matemitico para el mismo.

— 9 e

El modelo puede ser:

a) explicativo: permite comprender el fendmeno.

b) predictivo : permite predecir la evolucibén futura del sistema. Se uti
liza para realizar control en open-loop y en closed-loop (en el pri —
mer caso deberd ser mias preciso que en el segundo).

ii) IDENTIFICACION ESTOCASTICA.
Dada una tuncidn estocdstica y(t) , queremos hallar el modelo matema-

tico que la represente conociendo {y(to;t)}

Para realizar la identificacidn tento en el caso deterministico como en
el estocastico, debemos utilizar toda la informacibén que tengamos, por ejem
plo:

a) resultados de las experiencias realizadas.
b) leyes de la fisica.
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c) métodos de identificacidn.

3-2. METODO DE IDENTIFICACION PARA SISTEMAS LINEALES Y ESTACIONARIOS.
Dado un sistema lineal y estacionario, existen 2 tipos de modelos que
lo representan: externo e interno.

- En este parrafo nos ocuparemos de la representacion externa. Mis ade —
lante veremos cémo pasar de este modelo a la representacién interna (proble
ma de la realizacién).

El problema consiste en hallar la funcidén impulsiva h

conociendo {u(to ;1) y(t0 ; )}

Podemos resolverlo de distintas maneras:
1) EXCITACION IMPULSIVA DEL SISTEMA;
Si aplicamos u(t) = §(t) , entonces resulta y(t) = h(t) .

El inconveniente de este método es que el sistema, en general, es lineal
s6lo en un cierto intervalo de frecuencias y 1la aplicacién de una excita —
ci6én impulsiva g puede llevarlo fuera de €l.

2) EXCITACION ARMONICA:
Vimos anteriormente que si:
u(t) = senyt ,
entonces para valores grandes de t resultaba:
y(t) = |H(iw)|_- sen(wt + Arg H(iw)) ,
donde H(s) representa la funcibén de transferencia del sistema. Es decir
que a una excitacidn sinusoidal de frecuencia w obtenemos una respuesta
también sinusoidal de igual frecuencia w , pero desfasada en Arg H(iw) Yy
afectada en amplitud por |H(iw)|

Como conocer H(iw) implica conocer H(s) y de alli h(t)=«$%?_1(H(s))
y como para conocer |H(iw)| basta conocer |H(iw)| y Arg H(iw) (que estén
dados por y(t)) , entonces debemos utilizar un aparato que haga variar la
frecuencia w del input u (llamado generador de grecuencias), y un apara
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u(t) y(t) |H(iw) |
© Arg H(iw)
w
Generador de
. > -
frecuencias_|
Lector de:
) [H(iw) |
Arg H(iw)
3) DESCONVOLUCION.
Sabemos que:
Yy = h=xu

Para hallar h veamos 3 procédimientos:
a) UTILIZANDO TRANSFORMADA DE LAPLACE
Transformando y = h x u , resulta que:

Y(s) = H(s) . U(s) ,
O Ssea.
H(s) = X(s)

U(s) °
Por lo tanto podremos conocer H(s) ¥ s donde U(s) # 0
EJEMPLO:
Sea u(t) = j(t) . et ,
nde j(t) es la funcién de Heaviside:

. _ 1 si t
j(t) = { 0 si c

OO

Allv

Transformando u(t) resulta:
_ 1
Uls) = 75

Por 1o tanto:

H(s) = %%%% = (1+s) Y(s) = Y(s) + s.Y(s) |,

y anti-transformando, tenemos:
h(t) = y(t) + y(t) - y(0)
Pero si estamos en un caso mis general:
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donde v es un ruido; o sea que las observaciones Yy tienen incorporado el
ruido v ; el método anterior no es bueno ya que tenemos que -utilizar
y =z +v , donde Vv puede ser grande.

b) DESCONVOLUCION OPTIMA.

Lo veremos e?iun modelo discreto del tipo:
yk) = D h(D.uk-1) + vk , k=031,...5M M2N)
i=o
Expresdndolo en forma matricial tenemos:

YM = qw. H + VM

donde:
y(0) h(0)
VI ’ i = :
yM) h(N)
u(0) |
u(1)  u(0) _ 0 v(0)
LY T u(o) » M =
: : \}(M)
u(M) u(M-N)

Nuestro problema consiste en hallar el H Optimo (que llamaremos H ),
sabiendo que Vyy €s un ruido gaussiano que verifica:

\E{VM} =0

1 -

By, . Vi) = R,

Para hallar H utilizaremos el método de maxima verosimilitud que con-
siste en maximizar la ley de probabilidad:

_l 1p-1
k.e 2 VMRM VM (k =cte) respecto del parametroa

estimar,
Esto equivale a maximizar:

= -1 = R S (R A €] -1 -
J VM . RM .VM (YM H UM)RM (YM UM}{) respecto de H
Derivando J respecto de H e igualando a 0, obtenemos que el H ©Optimo
o= -1 -1 ' -1
H = (UM RM . UM) - Uy - RM . YM

Ademds el error ¢ viene dado por:

> = BE-B) D'} =y - ngi' LUy

es.

1
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Cc) DESCONVOLUCION CON CALCULO DE LA FUNCION DE CORRELACION CZu .
Recordemos que:

T
czu(r) = 1lim ,},— f z(t+1). u(t)dt

T—>+oo (o)

Como z=h=xu , entonces C__=ha« C
zu uu

Si el input u(t) verifica:

€, (D) = 818)
tenemos que:
Czu(t) = h(t)
;Cudl serd el instrumento que produzca un input u de manera que

Cuu(t) = 6(t)?. A este instrumento se lo llama generadon de secuencia pseu
do-aleatornia. retardo t (variable)

u ! i? -—E—%.\‘ — \ -————i{[:::>——————)-
: [ h(c)=C_ (1)
Generador de secuencia pseudo-aleatoria z(t+t)u(t)

El sistema funciona teniendo en cuenta que en el tiempo t = 0 tiene la
siguiente representacidén de flujo, y que las operaciones deben realizarse
en 22 (cuerpo de los enteros mddulo 2), siendo A un retardo:

1 1 1 1 T

A "(:f’ A A 1 .*:>

Si representamos el proceso de la siguiente manera:

a A b A C A d 1 T

- 2®,

n o ®
== B R

siendo X, = el estadoen t=n , donde para t =0 es:

(o N
o]

X = ’ tenemos que:
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a =c_+d

n+1 n n
bn+1 - an
Ch+1 = P
dn+1 - Cn
rn+1 - dn+1
0 sea que: 0 0 1 1
1 0 0 0
X = X
n+ o 1 0 0 n
0 0 1 0
T = (0 o 0 1) X 41

obteniéndose para r la siguiente secuencia:
11110001001 1010

Construiremos el input u a través de la siguiente ley:

u(0) = A , y u(t) sigue valiendo A hasta que se produzca

cuyo caso vale (-A) ; y luego u(t) = -A hasta que sea r = 1

so valdrda A , y asi sucesivamente.

Graficamente tenemos:

r=0 , en

, €N cuyo ca

u(t)
— -
Y
Calculando Cuu(t) , obtenemos:
C_(t
AZ# () .
N
2 —t
A2 L
T *
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o sea que si N es suficientemente grande se obtiene una funcién de corre

lacidn Cuu , que se asemeja bastante a una excitacidon impulsiva &

Ademads la matriz de covariancia es:

Cuu(o) Cuu(l) Cuu(zj

€, (M 1
. , : 1
E{UM 'UM}, €,y (2) AZ . N

Cuu[M) 1

3-3. REALIZACION.

Consiste en obtener la descripcién interna de un sistema, conociendo su
descripcidn externa, es decir que conocida h(t) (6 H(s)), queremos hallar
las matrices F,G,H tales que:

{ic = F. x(t) + G u(t)
y(t) = H. x(t)
y ademds que la dimensidn de F (dim F) (*) sea minima.

Puede demostrarse que esta Gltima condicién es equivalente a que el sis-
tema sea controlable y observable.

Vimeos antericrmente que en el caso estacionario, al que nos referiremos
en este parrafo, las relaciones entre la descripcidn interna y externa es-
tin dadas por:

h(t) = H. It G ,0 equivalentemente por H(s) = ~&(h(t)) =I{.(SI'F)-]-G

(I11-3)
Diremos que {H;F;G} es una rnealizacién de H(s) cuando se verifiquen
las condiciones (III-3).

Observemos que si existe una realizacién {H;F;G} , ésta noes Gnica pues
para toda matriz T regular, resulta {HT; 77! FT; ol G} wuna nueva reali

zacién de H(s) .
Antes de ver el caso general, veamos algunos casos simples:

1) CASO ESCALAR:

Sea l(s) wuna tuncién racional prima:

(*) dimF=n si F es una matriz nxn
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Una realizacién (1ra. forma candnica) consiste en tomar:

() 0 1 0
\-a e . . -a -0 1
n 2 1

En cambio otra realizacidon (2da. forma candnica) es:

1
Hz 0 ... 0 )

0 _—
1
Dejamos como ejercicio hallar la matriz T que lleva la Ira. forma candnica
en la Zda.

2) CASO VECTORIAL (Matriz de transferencia con pclos simples):

Sea H(s) wuna matriz de transferencia que tenga todos sus polos simples:
' N R,

His) = ). —

i=1 1

donde Ri son matrices Pxm , 1 =1;2;...; N y N el nimero de polos.

Supongamos que rango Ri =T (i = 1;2;...;N) ; entonces existen matrices

H, Gi de rango T, de manera que:

Ri = H.1 . Gi (1i=1;2;...;N)
(P xm) (Pxr.) (r, xm)
En este caso, una de las posibles realizaciones es: G1
H=(H1 ...HN) G =
T r ;
F = Diagonal (s .7-.. s, s, et S,y weees ) N



4s2 + 155 + 13

(s+1) (s+2) (s+3)

5s + 11

EJEMPLO:
Sea:
352 + 125 + 11
(s+1) (s+2) (s+3)
H(s) =
Ls + 9
(s+2) (s+3)
Entonces:
R R R
H(s) = sﬁ +sé s%
donde:

1 .
R=( )
1 0 0
()
2 1 1
1 2
e ()

Por 1o tanto una realizacibn es:

=
]

N
TN
W =

1 1 1
H=H H H) = <
1 2 3 0 1 3
G 1 1
1 1 1
G = G2 - 1 0
G 0 1
3
F = Diagonal (-1;-2;-3;-3) =

3) CASO GENERAL. ALGORITMO DE HO:

Recordemos que:

© +o0 n n
h(t)=He‘t.G=H.Z Fn,t
n=o

0 sea que conocer h(t)

A = HFY

. G
n

I 1
Ve N
— — o —
S— S

~ ~~

(s+2) (s+3)

1)

1)

0 0
0 0
-3 0
0 -3

4+
G - :z:'(HFn G)t"
) - n. ’
n=o
es equivalente a conocer:

¥n >0

107
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Nuestro problema consiste en hallar las matrices H, F, G , conociendo

A, ¥n>0 , conla condicién que dim F sea minima.

Construyamos la siguiente matiiz de Hankel:
A A A A ..., A
0 1

2 3 N-1
A1 A A3 ..... Ay
A A L L
2 3
SN = A3 .....
g . o eeee AZN-Z
Podemos ver que:
H
HF
sy = | . (G EG mlgy |

HFn-l

es decir que SN es el producto de la matriz de observabilidad O por la
de controlabilidad C
Puede demostrarse que:

Rango (S) = dim F

Entonces si podemos factorizar la matriz SN , obtendremos: H(de lama
triz 0), G(de la matriz C) Yy luego a partir de ellas calcularemos F

ALGORITMO DE HO:

i) Tomar N 1lo suficientemente grande de manera que:
Rango (SN+k) = Rango (SN) ¥Yk>1

ii) Construir una matriz regular P que verifique:
_ K _ B C
P.Sy= (o) - (5 5) W

donde:

K es una matriz constituida por n filas linealmente independientes de SN’
B es una matriz invertible,

W es una matriz formada por 0 y 1 (matriz permutacidn) .

iii) Sea:



1 2 3
A A
2 3
Ty = A3

AN
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(la matriz TN se construye suprimiendo la 1ra. fila 6 1ra. columna de la

matriz SN -y agregando una fila y una columna),

()0

iv) Se toma la siguiente realizacidn:

B
—_ 1
H=(AA . Mq) - W (5
F=DB

6= (K ... K)

donde Kl; cees Kn son las primeras n-columnas

"

entonces:

de la matriz

K
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