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PREFACIO. 

Dado el notable desarrollo que el tenra ha experimentado en 10s Gltimos afios ( ver 

Anexo I )', el P ~ o g u u ~  P R W  -de D(lrtendtica PWIAy Apticada de Roscuio, ( CONICET 
lPJR ) , que se desarrolla en el I n 4 U u t o  de Ma2emfLka "Beppo Levi", emprendi6, a tra - -

v6s del proyecto de investigacibn y desarrollo " P I L O ~ ~ Wde F l r o n t ~  ~ i b k e  de la Fd-

dica  Mat&ca", la organizaci6n &l interdisciplinario. S W & o  bobhe el  pkoblem~~ 
de  Stedan y

* 
4u6 AplLcacianes, realizado en la ciudad de Rosario ( Argentina ) durantc 

el period0 del 13 a1 17 de octubre de 1986. 

El Comi t6 Organi zador es two compues to por H. R. BERTORELLO ( FAMM , C6rdoba ) , 
J.E. BOUILLET ( IAM-UNBA, Buenos Aires ) ,  E. A. GARCIA ( CNEA, Buerlos Aires ) ,  D. A. 
TARZIA ( PFUBIAR, Rosario ) y L. T. VILLA ( UNSa, Salta ). 

La Secretaria estwo a cargo de G. G. GARGUICHEVICH, P. R. MARANGUNIC, S. REYES, 

M. C. SANZIEL ( Coordinadora ), C. 0.SIDICO, A. L. T A M W ,  todos del PROMAR. 

Este Seminario, y la presente publicaci6n, han sido realizados, en parte, gracias 
a subsidios que a tal efecto otorg6 el CiONICET. Adeds se cont6 con la ayuda de las 
siguientes Institucionnes Auspiciantes : 

NKA - ~sociaci6n Argentina de ~e&ica Computational, 

WIAT - Cornit6 Argentino de Transferencia de Calor, 

CERIDER - Centro Regional de 1nvestigaci6n y Desarrollo de Rosario, 


CONICET- Consejo Nacional de Investigaciones Cientificas y Tdcnicas, 

CIUNR - Consejo de Investigaciones de la Universidad Nacional de Rosario, 


Depto. de Matedtica - Escuela de Ciencias Ekactas y Naturales, 


Depto. de Matedtica. - Escuela de Formaci6n B6sica ( FCEeI - UNR ) , 

FCEeI - Facultad de Ciencias Ekactas e Ingenieria ( UNR ) , 

bbicipalidad de Rosario. 


Adeds colaboraron las siguientes entidades: 


CIDCA ( CIC - OONICET -'WLP ), La Plata, 

CNEA, henos Aires , 

Consulado de Italia en Rosario, 


hnbajada de Francia en Argentina, 


FAMAF ( UNC ), ardoba, 

IN1 ( CONICET ) , Wlenos Aires, 

INIQUI ( GONICET - UNSa ) , Salta, 

PBM ( CONICET- UNL ) , Santa Fe. 


En el Seminario participaron 57 personas provenientes de 14 ciudades argentirliis y 

2 extr'mj eras. 
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Los o b j e t i v o ~del Seminario fueron: 

1) 	 Gestar un encuentno & a n d  de l a s  personas y grupos que trabajan en e l  problenn 

de Stefan ( cambio de fase ) en e l  pais,  a f i n  de provocar una U &mucciCi~:  

entre 10s mismos. 

2) 	 No 1imitar e l  encuentro s61o a una remi6n de especialistas que se c m i c a n  las  

&timas novedades en l a  materia, sino tambien, y nary especialrnente, despertar c l  

inter& y e l  acercamiento de j6venes graduados en Matedtica,  Fisica, Ingenieria 

Quhica y ramas afines y, de es ta  manera, contribuir a l a  dolvnacidn de & e c w o . 5  

hwnano~. 
Esta  segunda edici6n del Seminario e s t w o  constituida por cursillos intensivos 

sobre 10s aspectos Gsicos  del tema y conferencias referidas a las  aplicaciones ( vex 

Anexo I1 ) . En afios sucesivos, 10s cursi l los  v e r s a r h  sobre aspectos 116sespccificos 

y complejos, ya sea desde un punto de vis ta  te6rico o n d r i c o s  ( no tratados en Semi -.. 

narios anteriores ) y 10s principios te6ricos i rh,  paulatinamente, dando lugar a las  

aplicaciones. 

Para f inal izar ,  quiero dejar constancia de m i  sincero agradecimiento a 10s profc-

sores encargados de l a  redacci6n de estas  notas como asimismo a todas aquellas perso- 

nas e Instituciones que de una mnera u otra  han colaborado para e l  6xito del Semina- 

r io.  

Domingo Alberto TARZIA. 

Rosario, Abril 1987. 



AMEXO I. 


El problcmi dc Stcfan cstudin la tcmpcratura c11 cl cspicio o c ~ ~ p d o  pot. tlos r:~scs 
de un cuerpo, generalmente una fase s61ida y m a  liquida ( ejemplo: hielo y agua en 
procesos de fusi6n o solidificaci6n ) . Las funciones que representan las temperaturas 
de las dos fases satisfacen las correspondientes ecuaciones del calor. La superficie 
de separaci6n, que puede variar en el tienp y que se enmentra a temperatura constan 
te, es m a  in~6gnita suplementaria del problema sobre:la cuak existe una tondici6n qG 
surge del principio de canservaci6n de la energia. 

El inter& y la dificultad del problem se debe a la presencia de dicha superfi; 
cie de separaci6n entre las fases, a la cual se la llama la & o d e h a  e i b k e  del pro- 
blem, cuya deteminaci6n es de fundamental importancia en la pr6ctica. 

En las dltiples a@caciones del problema de Stefan se pueden mencionar: Proble- 
mas con cambio de fase, solidificaci6n de aleaciones binarias, oxidaci6n del zirconio 
y fusi6n del di6xido de uranio en reactores nucleares en caso de accidentes, almacena 
miento de energia t6rmica de origen solar por cantbio de fase, problem de colada conz 
thua ( solidificaci6n de metales ) solidificaci6n del pavimento, problems de con- 
trol Sptimo, proccsos de ablaci6n tknnica, solidif icaci6n de la corteza terrestre, 
etc. 

Por todo ello, este problema ha concitado en 10s 6ltimos aAos el inter& de mte- 
dticos, fisicos, quhicos e ingenieros de todo el m d o ,  lo que ha redundado en un 
importante desarrollo del tema. Es as$ que se presentan trabajos en Congresos de Mate 
dtica ( sobre Ecuaciones Diferenciales ,Adlisis Funcional ,An6lisis Nudrico, bhter 
dtica Aplikada ) , Fisica, Transferencia del Calor y Materia, etc. , y se realizan nume- 
rosas publicaciones en d s  de 150 revistas especializadas en dichas disciplinas. Para 
myores detalles pueden verse las publicaciones de 10s siguientes simposios interna- 
cionales sobre problems de frontera libre: 

i) 	 J. R. OCKDJDON-W. R. HDDGI-IINS ( Eds. ), "Moving boundmy p k o b t m  in he& 6tou1 
and d i66ub ionN,  Clarendon Press, Oxford (1975). 

ii) 	D. G. WILSON-A. D. SOmX)N-P.T. WGGS ( Eds.), "Moving bounohy p k o b t m " ,  Acade-
mic Press, New York, (1978). 

iii) E. MAGENES ( Ed. ), "Fkee boundmy p / r o b t m l ' ,  Vol. I, 11, Istituto Nazionale di 
Alta MateGtica, Rom (1980). 

iv) J	. ALBRECHT-L.COUATZ-K. H.M)FFMWN ( Eds.) , " F l u n r d c d  ~ ~ o6 bkee bounda- m t 
luj v d u e  p k o b t m " ,  1- No 58, Birkhaiiser Verlag, Base1 (1982). 

v) 	 A. FASANO-M. PRIMICERIO ( Eds. ) , "Fkee bowtdcvry p k o b t m  : Tfteoky and appe ica  -
-Lional' ,  Vol. I, 11, Research Notes in Math. No 79, 80, Pitman, London (1983). 

vi) 	A. BOSSAVIT-A. DAMLAMIAN-M. FREMNl ( Ejds. ), " F ~ e e  boundarty p o b t m :  Appeica-
Lions and f i e o ~ y " ,  Vol. 111, IV, Research Notes in Math. No 120, 121, Pitman, 
London (1985) . 

vii) M. NIEZGQDKA- I. P A W  ( Eds. ) , "Recent advances in 6kee bounohy p k o b t m " ,  
Control and Cybernetics, 14 No 1-3 (1985). 

viii) 	A. FASANO-M. PRIMICERIO ( Eds. ) , " F l o M e c ~d i66ud ion  p o b t m " ,  Lecture Notes 
in Math. No 1224, Springer Verlag, Berlin (1986). 

A d d s  puede consultarse una extensa bibliografia con.ds de 2300 referencias so- 
bre problems de frontera libre para la ecuaci6n del calor y en particular sobre el 
problema de Stefan en: D. A. TPQZIA, " A  b i t d i o g ~ p h yon moving-6kee boundmy p k o b e m  
6ok f i e  heat -d i66udion e q W o n .  The ~ t e d a n  PkobtemN , To appear. 



ANEXO I I .  

CONTENID0 DEL SElrlINARIO. 


CURSO ( en CUADERNOS No 13 ) : 


C) A. FASANO, "La zonad pa6to4a en e l  pmblemu de Stedan'l, ( 4.30 horas ) . 


C'URSILLOS ( en CUADERNOS No 14) : 


C1) D. A. TARZIA, "Eb$udio4 t e 6 t ~ i c 0 4  b a i c 0 4  en et pkobLema de  Stedan Unidimensicr -

nul  a do4 6124ebf', ( 1.15 horas ). 

C2) D. A. TARZIA, " E l  ptoblema de  Stedan W d u n m i o n d  a una d u e " ,  ( 3 loras ) . 

C3) L. T. VILLA, "La ecuaci6n de l a  d i d u i 6 n  y 4u  apt icac ibn  a p toblenm de dkoutte 

aa f i b ~ e ", ( 3 horas ) . 
C4) H. BEiRTOREWIO, "Tenmodinbmica d e t  cambia de  d u e  con apl icac i6n  a t m n ~ d o ~ ~ ~ ~ c i u  -. 

neb hbf ido  - Uquido" ,  ( 3 horas ). 

C5) J. E. BOUILLET, "Compcuuzcibn de  h o h c i o n e b  de  uuac ioneb  pahl lbbf ica",  ( 3 hb -

ras ). 

CONFRERENCIAS GENERALES-( en CUADERNOS No 14 ) :  


CG1) P. R. MARANGUNIC, " V i ~ h i b u c i o n e b  y ebpacio4 de  Sobolev", ( 1.30 horas ) .  


CGZ) E. LNWVIDNELLO, "La tea& edpeotrtae cbnica",  ( 1.15 horas ). 


CG3) G. G. GARGUICHEXICH, "Lahecuac ioneb  v&ciondeb &wa6",( 1.15 b r a s  ). 


CONFERENCIAS -DE APLICACION ( en CUADERNOS No 14 ) : 

(31) N. AGUILERA, " E l  mUodo de A& pahcl d p&oblemu d e t  d ique  pokobo", ( 1.30 ho-

ras ). 

( 3 2 )  	R. H. MMNERONI, " E l  p k o b l m  d e  Stedan y la congetacidn y debcong&ucibn de  -a 

lht&o4", ( 1.15 horas ). 

CA3) E. A. GARCIA, " l n i ~ ~ ~ c c i b nU02 con z h . u U o y  	 ( 1.15 ho-d& 	 a lteb tmpeha tw la" ,  

ras ). 

CA4) M. SOLARI, "Pkocesob de  b o ~ ~ i c a c i 6 n  ( 1.15 horas ) .d e  m e b e e s  y d u c i o n e s " ,  
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En 10s procesos de cambio de fase las "zonas pastosas" (una traduccibn 

aproximada del tirmino inglbs "mushy region") s e  pueden definir como regiones 

(de medida no nula) con temperatura igual a la temperatura de cambio de fase y 
nenergia" intermedia entre 10s valores que definen (a la misma temperatura) 10s 

estados extremos de la transicibn (liquido y s6lido). 

Esta definicibn se  refiere a un esquema muy simplificado como el de Stefan, en 

el cual s e  supone la existencia de una temperatura de cambio de fase constante y la 

posibilidad de definir el estado termodinamico del sistema mediante una sola variable 

(la "energia"). 

La Parte I de este curso se  propone tratar algunas ideas basicas en este 

contexto, mostrando c6mo se  define una solucibn clasica en presencia de zonas 

pastosas, cbmo se  puede prever la aparici6n de una zona pastosa y c6mo se  

demuestra la existencia de dicha solucibn. 

La Parte I1 ilustra el caso de temperatura de cambio de fase dependiente en 

manera conocida de las variables espaciales (que tiene mucho que ver con el 

comportamiento de las aleaciones binarias). Su principal finalidad sera mostrar 

cbmo la estructura matemitica del problema se complica , especialmente en relacibn 

con la evoluci6n de la zona pastosa en donde se  instaura un complejo proceso de 

transporte de energia. 

Las propiedades m h s  interesantes seran aclaradas estudiando un problema 

particular. 

Quiero advertir que no se pretende aqui hacer la historia del problema del 

cambio de fase con zonas pastosas, ni tampoco su  desarrollo completo, porque a 

pesar de su apariencia muy especifica, hay una literatura muy amplia y 

ramificada sobre este asunto. 

Por ejemplo no se  ha r i  el andisis de las posibles singularidades de la 

frontera entre una reg& pastosa y una fase pura. Algunos resultados en este 

sentido se  hallan en (HN1.21, donde se  estudian tambien soluciones autosemejantes 

(soluciones particulares fueron encontradas en [SWA]). Otra amplia clase de 

problemas que seria muy interesante discutir es  la de 10s modelos de cambio de 

fase que describen la fase intermedia como una mezcla de liquido y d i d o  

s e g h  alguna ley termodinamica (todavia a1 nivel macroscbpico) que expresa 

el promedio de una situacibn microscbpica (formacibn de dendritas). En 

funcibn de esos modelos s e  puede interpretar el sobreenfriamiento en un proceso 

de solidificacibn y su dependencia de la dinarnica general del sistema. 

Naturalmente no se  puede usar sblo una incbgnita para estudiar la evoluci6n del 

http:(HN1.21
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sistema. En [Cl, [CFI las incognitas son la ternperatura y un apropiado potencial 

termodinamico, que satisfacen Qn sistema de dos ecuaciones parabolicas. En [FP81 

s e  usan la temperatura y la fraccion de sblido y el modelo consiste en una 

ecuacihn parabblica (balance de energia) y una ecuacion diferencial ordinaria no 

lineal y degenerada, que describe la evolution de la fraccibn de solido. 

La exigencia de mantener el curso ent re  limites razonables nos irnpide 

dedicar a es te  asunto una tercera parte. 

Una guia muy btil para la bibliografia es el trabajo [Tll. Recuerdo 

ademas el articulo de  revisibn [CO]. 
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PARTE I. ZONAS PASTOSAS ISOTERMICAS 

EL CONCEPT0 DE ZONA PASTOSA EN EL PROBLEMA DE STEFAN 

Para introducir el concepto de  zona pastosa en un proceso de  carnbio de rase, 

una manera muy natural es comparar la formulacibn clisica del problema de  

Stefan con su formulacibn debil. 

Se advierte a1 lector que  en es te  primer estadio vamos a plantear una 

formulacibn clisica en la cual el concepto de "fase" no seri tratado en el sentido 

tradicional (es decir bakndose  simplemente en el hecho que la tetaperatura 

tome valores mayores o menores que  la temperatura de carnbio de fase). Esta 

formulacibn, que llamaremos formulacibn clisica extendida, no necesariamente se 

refiere a la fisica del carnbio de fase  (que siempre se define correctamente e n  la 

formulacibn debil). 

Parece licito suponer que  la formulacibn usual del problema de  Stefan (sin 

zonas pastosas) es bien conocida, visto que f u e  ampliamente ilustrada en es te  

Seminario y en el anterior [TZI. La utilidad de la extensibn que vamos a 

presentar seri comentada ampliamente, per0 se puede anticipar que  derive 

fundamentalmente de  la siguiente observacibn: s i  una fuente  de calor actua sobre un 

sistema su je to  a carnbio de fase, el principio del maximo no permite controlar el 

signo de  la temperatura e n  cada fase, lo que induce a aclarar algunos hechos. 

A. Extensi6n de  la formulaci6n clbica 

Sea R un dominio en R n  con frontera suave. El dominio en el cual varnos a 

plantear nuestra forrnulaci6n e s  el cilindro $2 X (0,T). La formulaci6n se refiere a1 

caso de dos "fases", es decir dos conjuntos abiertos L y S, L E  - d, separados 

por una superficie bastante suave r (la frontera libre) representable en la forma 

@ ( x , t ) - 0  , V @ F O ,  

y tales que 

L U S - R X ( O , T ) \ r .  

Las dos fases se llaman liquida (L) y s6lida (S), pero no bakndose  en el signo 

del res to  8-8, (8 = temperatura, ec = temperatura del carnbio de fase, supuesta 

constante). En carnbio introducimos un "indice de fase" H(x,t) tal que  



lo que significa que e s  posible hallar puntos de L a temperatura 8 < Oc (liquid0 

sobreenfriado) o puntos de S.a temperatura 8 > Oc (s6lido sobrecaientado). La 

"energia" en un punto (x,t) se define como 

donde h > 0 es el  calor latente y c(B) e s  el calor especifico. 

Para comprender el  papel de H(x,t) en la formulacibn es  precis0 considerar el  

esquema cornpleto. 

En ambas fases se tiene que resolver en el sentido clisico una ecuacibn del tip0 

( k(8) conductividad , r(0) fuente  o surnidero de calor ) 

~ ( 0 )0, = V-(k(0) 08)  + r(8) (2.3) 

con las condiciones usuales sobre 10s coeficientes (diferentes en cada fase). Las dos 

ecuaciones e s t in  acopladas sobre la frontera libre r por las condiciones siguientes: 

(i) 	 continuidad de 8 y 

0 = oc, v (x,t) E r (2.4) 

(ii) balance de energia (condicibn de Stefan) 

[ E O ~c i i = [ j . i i j s ,  v ( x , t ) ~ r  (2.5) 

donde ii E Rn es el vector  unitario normal a I? 1'7(R (t)), e s  la velocidad enA' 

52 X (.t)de la frontera libre y 

j = -- k C8, (2.6) 

i.40, S = l im A(x,t) - lim A(x,t) (1.7)
(x,t)-(xr,tr) €r (x,t)+(xptr)ET 

(x,t)ES (s,t)EL 

(no precisamos aqui el  grado de suavidad de 0, que e s  el usual). Es  claro que  

[ E ~ S= - h  
L 


y por eso (2.5) s e  escribe 

-4qui no tienc particular importancia discutir las condiciones sobre la frontera 

fija 3R ;.. (0,T). Por el contrario e s  interesante examinar las condiciones iniciales. 

Para t - 0 e s  necesario conocer 10s datos siguientes: 

(a) la configuracibn I', C R de la frontera ent re  las fases, 

-
(b) el indice de fase H(x.0) H,j(x) que define las rases iniciales de una parte y 

de la o t ra  de r09 

-
(c) la temperatura B(x,O) O,,(x) en ambas fases. 
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0BSERVACK)N 21. (Variacibn del indice de fase). En este esquema la frontera libre 

r no es una superficie de nivel 8 - Oc cualquiera, sino &lo la que se desarr011a a 

partir de r, Otm superficies 8 8, pueden existir para t 0 o tambiin 

aparecer posteriorrente (posiblemente ramifidndose de la frontera libre) por efecto 

del tirmino r(8) en (2.31, pero ao son lugares de cambio de fese, vale decir que a 

t r a v k  de ellas son continuas no solamente 8, sino tambiin E y V8. Se concluye 

que en y~punto (x.t) el a c e  & fase H(x,t) cambia y & punto 

atravesodo por la frontera libre, sin referencia a1 signo de 8 - Oc. 

OBSERVACKN 22 No es exacto mirar el esquema como un modelo de cambio de fase 

con sobreenfrialiento o sobredentamiento. En efecto, es dificil pensar que estos 

estados metaestables se desarrollen siguiendo una ley asi de simple. ~ d e m i s  no hay 

limitacibn alguna en el esquema de 10s valores que 8 - ec puede tomar en cada 

fase sin que la fase cambie. 

Por eso cuando en R ;ic. (0.T) hay r e o n e s  con un signo de 8 - Oc contmrio 

a1 de la fase correspondiente, dire- que el esquema deja de representar el cambio 

de fase. 

Sin embargo el esquema es interesante pare nuestra finalidad por 10s siguientes 

motivos: 

(I) 	 La aparicibn para un cierto tiempo T' de uua regibn sobreenfriada o sobreca- 

lentada es un indice de que el proceso fisico va a desenvolverse en alguna 

manera distinta y que por lo tanto se neeesita pasar a una formuhci6n 

dif erente. 

(11) 	 Hay problemas de frontera libre en una dimensibn esprcial y en una fase que se 

pueden reducir (bejo hipbtesis apropiadas) a un problema de Stefan en el sentido 

oxtondido demcripto ant- En wta clam do problomae me hallan loa pmblomu 

con datos de Cauchy sobre la frontera libre (a veces llamados "de t i p  

implicitow) c o w  por ejemplo el problema de la difusihn-consumo de oxbeno. Este 

bltimo problama tiene un papel fundamental en la teoria clisica que quereuos 

formular sobre las zonas pastostas y a i l  dedicaremos una seccibn m i s  adelante. 

En 	 resumen, la formulacibn clisica extendida del problema de Stefan hace 

aprecer  dog cantidades que definen el estado del sistema en cada punto: la 

temperatura y el indice' de fase, definido por las condiciones iniciales y por la 

dinimica de la frontera libre. (En realidad generalrnente no s e  puede probar la 

existeacia de una solucibn g l o w  y habria una tercera incbgnita, es decir el tiempo 

k x i w  de existencia). 

El caso tndicional (sigao correcto de 8 - Oc en cada fase) a9 un case 

particular en que el indice de fase, luego la energia,.se encuentra definido solamente 

por la tempentura. Sin embargo I.s i e n i t a s  siguen siendo dos: la temperatura y la 
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frontera librt. 

En el caso unidimenrional d problema extendido f u e  estudiado en detalle en 10s 

tres trabajos [FPII y sucesivas generalizaciones (ecuaciones no lineales y 

condiciones de frontera Iibre no lineales) se hallan en [FP2). 

a ~ 0 r n ~ i . c i 6 ~dirbil 

La formulaci6n dibi l  del problema de Stefan se basa en la hip6tesis fundamental 

que estado termodiniimico d 4  sistema sea definido solamente por la eneraia (seria 

m i s  correct0 hablar d e  entalpia para procesos a presi6n constante). 

Luego, es  precis0 que no se permita a 8 - ec cambiar de signo sin realizar a1 

mlsmo tiempo un cambio de  fase. Por consecuencia la definicibn (2.2) de E se 

sus t i tuye  con 

jE = c(V) sq + r H(e-b) (2.10) 

0c 

donde ahora H no es simplemente un "indice de fase", sin0 que tiene una es t ructura  

mas complicada: 

' 0, s i  0 < 0 ,  

H = [0,1] , s i  0 = OC 

1a s i  8 > Oc 

es decir, e s  el grafo de Heaviside. 

Si suponemos que tenemos dos fases  reales (por asi decirlo) y definlmos 

e = HE) + ec 
(funcibn continua y tal que 8 = Oc para E E [0,h1) y 

se puede ver ficilmente que en ceda caso la ecuacibn (2.3) s e  escribe 

donde R(E) coincide con r(8) para E 4 [O,Xl. 

Multiplicando por funcionee "test" 9 E ~ ~ ( 0[O,T1) , nulas en S2 X {TI y3: 


en a i l  ;i[O,T] , siguiendo un procedimiento bien conocido de integraci6n por partes 

en cada fase y teniendo en cuenta las condiciones en la frontera libre, se llega a la 

ecuacion 



= I B,(x,t) $0 dt, 

que debe se r  satisfecha por E para cualquier funcibn # perteneciente a dicha 

clase. En (2.16) EJxj es el valor inlcial de la energia y Bo(x,t) - B(E(x,t)) , donde 

3x. t )  es la ternperatura dada en el borde aR ;< (0.T). El termino R(E) es  ahora 

una extensibn para E E [O,A] de la funcibn riB(E1). 

Ahora es natural definir una solucibn E E L=(R X (0.T)) de (2.16) como la 

solucibn debil del problema de Stefan. 

Esto no es distinto que decir que la ecuacibn diferencial (2.15) vale globalmente -
en R >:' (0,T) en el sentido distribucional: se  notar i  que hay una distribucibn del 

tlpo "6 de Dirac" centrada sobre la frontera l ~ b r e  (si hay una frontera libre). 

Luego, el sentido de (2.16) es el de un balance energetic0 que incluye la 

ubsorcibn y la emision de calor latente. 

~ q u itenemos una solr! incognita (la energia) y el papel de "frontera libre" es  

usumido por el conjunto N donde E(x,t) tome valores ent re  0 y h (o equivalentemente 

donde la temperatura e s  cero). 

Estss son todas dlferencias Importantes respecto s l  caso discutido antes, per0 

hay otra diferencia, que (finalmente) introduce el concept0 de zona pastosa: la 
medida & N_ puede s s  no c* . En tal caso se dir6 que el conjunto N es ocupado 

por una zona pastosa. 

Vale la pena recorder que s e  pueden celcular soluciones aproximadas de' (2.15) 

suavizando 0 y y que el procedimiento es convergente. 

Se recuerda tambibn que hay otras formas equivalentes de definir la soluci6n -
debil, pero aqui no se qulere discutir es te  asunto. 

C. 	 La zona pastosa. 

La primera formulaclbn dibil del problerna de Stefan es  debida a 

S.Kamenomostkaya Clloy S.Kamin) [KI y O..\.Olelnik [O],y f u e  extensamente estudieda 

por ~ . F r i c d m a n  [Frll ,  [FrZ]. Desde entonces f u e  claro que la solucijn d6bil podia 

contener regiones de me'dida no nula a la temperatura del cambio de fase, cuyo  

estado era, definido pot el valor do la energia (su nornbre entonces era "nubes"). 

Naturalmente se intent6 probar la equivalencie de las formulaciones claslca y 

ciebil en 10s casos usuales. E.n esta direccibn fueron 10s trabajos [FPKl (caso 

unldimensional), [MI] (en mas de  una dimension) y tambien [RBI. En [RBI s e  demuestra 

que s i  no hay fuentes ni sumideros de calor, entonces la medida de la rep& pastosa 

e s  una funcion no crsciente del tiempo (luego, no hay zonas pastosas en $2 (0,T) 
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oi no las hay en R X (0)). 


Otro resultado, digamos negative, sobre las zonas pastosas es el de [M2):bajo la 


misma hipotesis R(E) - O (ni fuente  ni sumrderoj en el caso unidimensional la zona 

m t o s a  va  a desaparecer despues de un tiempo finito s i  la temperatura e n  el  borde 

satisface algunas condiciones muy generales (el resultado prescinde de la distribucion 

inicial d e  enetgia). 

Por o t r o  lado habria ejemplos que  sugeririan una investigacron en la direccion 

opuesta, e s  decir estudiar  c6mo se  producen las zonas pastosas ipor ejemplo por 

efecto de una fuente  de calor interna: pensemos en la fusi6n de metal producida 

por una corriente electrica), o m i s  generalmente c6mo &stas  evolucionan. 

Es te  punto de vista devuelve nuestra atencibn hacia una formulacion de tip0 

clasico, que  es el context0 natural en que se puede estudiar la evoluc16n de  cada 

rase y de s u s  fronteras. 

Una indicacibn en es t e  sentido viene por ejemplo desde el problema considerado 

en f.41: calcular la soluci6n debil para el siguiente problema de fusion en simetria 

plana. Un es t ra to  de espesor L se hallci a1 tiempo t = 0 en la fase s6lida a una 

temperatura unrforme do < 0, ; la temperatura de la frontera exterior queda igual a 

para cada t > O y en el interior hay una fuente constante de calor -4. Es  

claro que si son satisfechas ciertas  relaciones en t re  10s coeficientes tcrmicos y las 

constantes L , 8,, y d , entonces hay un punto (por simetria el punto medio) y un 

instante T' en el cual  la temperatura alcanza el  valor Bc. E s  igualmente clriro 

que no se puede esperar la aparicihn de la rase liquida ~nmediatamente despues de 

t - T* porque la fuente  de calor introduce la energia necesaria solamente en u n '  

tiempo finito. Aparece entonces una zona pastosa (zp). El ci lculo numeric0 realizado 

en (A1 muestra exactamente la aparicibn de una frontera s&lido/(zpj y d e s p k s ,  de 

una segunda frontera (zp)/liquido. Las dos fronteras se encuentran, desapareciendo la 

regi6n pastosa y quedando solamente las fases liqulda y stlida. 

D. Prqgrama de estudio d e  las zonas pnstosas. 

Lo que dijimos hasta ahora e s  una motivacibn suficrente dcl siguiente proprama 

qtie queremos desarrollar en el  resto de  la Par te  I: 

1. Plantear un esquema cl is lco del proceso d l  ciimbio de fase  con zonas pcistosas. 

Lo que  vamos a buscar es una formulacr6n a1 estilo de la formulac16n clisica del 

problema de Stefan, pero basada en la incognita energia y en la cual aparecen 

explicltamente las zonas pastosas y s u s  fronteras. 

Si logtarnos cumplir esta  tarea, entonces tendremos t r e s  formulac~ones: 

(FC) Iu /um,uiuc6n &sica eztendidu, que tiene generalmente un caracter  formal, 

(FD)La jmulcrcwn debil, que  describe correctamente la evoluci6n de la energia y 

en la cual no aparecen explicitamente las f ron te ras  libres del problema, 
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(FE)lu forrnuluciirrl clhsicu pura la  cnerg ia ,  que  se distingue de la (FC) porque 

contiene una descripcibn de  las  zonas pastosas q u e  consis te  en una ecuacibn de 

evolucibn para la energia y en apropiadas condiciones de  f ron te ra  libre. 

~ d e m a s ,en (FE) la temperatura en cada f a s e  t iene e l  signo correcto.  

Las soluciones correspondientes serbn indicadas con 10s simbolos SC, SD, SE. 

Si la formulaci6n (FE) e s  correcta ,  cada v e z  q u e  haya  una soluci6n SE entonces 

debe r i  ser SE  - SD. 

3. Encontrar  condiciones que impliquen SC F SD. 

Si e so  ocurre ,  dichas condiciones dan un c r i t e r io  para decidir si va a aparecer  

una zona pastosa. S e  pasa r i  entonces a la formulacibn (FE) con lo intencibn d e  

buscar la e s t r u c t u r a  de  la zona pastosa. 

3. 	 Probar  existencia y un ic~dad  d e  SE. 

E s t e  ob je t ivo  s igue  lbyicamente e l  punto  3. 

E. O t r a s  notas bibliogrificas. 

Algunas condiciones de f ron t e r a  l ibre  para f ron t e r a s  de zonas pastosas se hallan 

escr i tas  por  primera v e z  en ICCl. Una forrnulacibn mas precisa y 10s primeros 

resul tados matematicos s e  consiguleron independientemente en  LM31, IP21, [S]. 

Lo q u e  vamos a i l u s t r a r  m i s  adelante  acerca del punto 1 del programa esti 

basicamente en [FP31 y IFP41. Los resul tados de  3 y 3 vienen del t raba jo  IFPSI y se 

hallan i lus t rados  en [PUI con cjemplos numbricos. Tienen in te res  para e l  desarrollo 

de la teor ia  10s t raba jos  [FP61 y [FP71 que  estudian casos critlcos para (FC)en  

relacibn con e l  problema de  la difusibn-consumo d e  osigeno. 

Vale le pena recordar  q u e  basindose en la formulac~bn (FE) rue posible 

desarrol lar  lo teoria matematica para e l  ejemplo d e  1.41 descr ipto an tes  (ref.  [Lll). Un 

estudicj de  un problema mis  general se encuentra  en [BdMPl,2]. 

Una analoga teor ia  de  r a se  intermedia para el  problema dc la difusibn-consumo 

de  oxigeno se halla i lustrada en  [DUI. 

Finalmente se remite a 10s a r t icu los  de  revisibn [Tll, IP11 y [ N l  para u l te r iores  

ref erencias. 



3. LA FORMULACION CLASICA PARA LA ENERGIA 

A, El caso n-dimensional, 

El punto de  atclque natural e s  la formulacion debil (1.B). Si hay  una solucibn 

debil bastante s u a v e  s e  pueden definir 10s conjuntos (no se confundan con 10s de la 

seccibn 2.A) 

L - { (x,t) E R ;< (0,T) : E > A ) (regibn liquidaj, 


S - { (x,t) E R (0,T) : E < 0 (regibn solids),
:A. 

N - R :,< (O,T) \ 	(L U S )  y M - N 
O 

(region pastosaj 

Si ademis 8, 	 definida por (2.12), pertenece a Ci S) i? c(G . - [O,TI),c~"(L 

E E c'"(M) i'l ~(a) ,  L-S, L-M, M-S son suaves  y V8 tiene limite en las f ronteras  

cada lado de  las  mismas, entonces demostremos que  de (2.16) s e  llega a las  ecuaciones 

c(0) 0, = V . ( k(8) V0 ) + r(0) en L y en S, (3.1) 

E, = R(E) en M (3.2) 

y sobre la interfase generica A-B (donde A y B representan dos simbolos dis t intos 

elegidos en t r e  L, S, M) 

8 = 0 , ,  (3.3) 

La ecuacion (3.1) s e  demuestra tomondo 9 en i2.3) con sopor te  compacto y 

arbi t rar ia  en LUS y usando la fbrmula de  Green. En manera semejante se prueba 

(3.21, tomando 9 con sopor te  compacto en M y recordando que  AB(E) - O en M. 

La igualdad (3.3) 	 no necesita explicacibn, mientras (3.4) s e  obtiene utilizando en 

(2.3) funciones c u y o  sopor te  e s  a t ravesada  por la  superficie interfase .A-B: 

teniendo en cuenta (3.11, (3.2) la contribucibn sobre la interfase implica justamente el 

balance (3.4). 

Si la superf icie  d e  interfase 	 A-B t iene la representacibn 

@(x,t) = 0 , V@ -= 0 , 
entonces la condiclhn de f rontera  libre (3.4) se escribe 

Evidentemente, s i  las  fases  A-B son L-S, (3.6) no e s  o t r a  cosa que  la 

condicion de Stefan  (2.9). 

OEFINICION 3.1, El sistema (3.1), (3.2), (3.3), (3.6) junto con [as: mndiciones de 

suuvidud pclru 0 y E cor~stitugela for~mulucibn(FE). 
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OBSERVACION 3.1. Una caracteristica. interesante de la formulacibn (FE)cs que hay 

una ecuacion de primer orden (3.2) (aqui simplemente una ecuacibn ordinaria) 

acoplada con la ecuacibn parabblica (3.1) por medio de las condiciones de frontera 

libre. 

OBSERVAClON 3.2. Cuando una de las fases A-B e s  M , entonces hay dos 

diferencias importantes respecto a1 caso L-S. Por un lado la condicibn se  simplifica 
Bporque V8 - 0 	 en M , per0 se  debe tener cuidado con el factor [El que necesita 
A 

una atenta discusibn preliminar. En lo que sigue vamos a desarrollar este andisis  

para el caso de una sola dimensibn espacial; ahora comentamos brevcmente las formas 

tipicas de (3.6). 

(i) Si s e  t ime  	 [ElB - 0 ,es  decir si  la enerpia e s  continua a t r r v i s  de la interfase, 
A 

entonces (3.6) equivale a la condicibn de frontera libre 

(continuidad del flujo thrmico) y tenemos un problema de frontera libre para la fase 

pura con datos de Cauchy. A1 mismo tiempo la continuidad de la energia provee la 

condicibn inicial para integrar (3.2). Esta informacibn es  fundamental porque, cotno sa 

veri ,  este caso s e  realiza cuando la reg& M se  halla "arriba" (respecto a la 

direccibn temporal) de la interfase. 

(ii) Si M ae halla "debajo" de la interfase, entonces s e  debe suponer que E(x,t) 

s e  calcula integrando (3.2) con algunas, condiciones iniciales encontradas antes (por 

ejemplo para t - 0 ) y asi (3.6) llega a ser una condicibn del tip0 de Stefan, per0 

con calor latente variable. 

B. El cam unidiraensional. 

Pongamos 	 Mx,t) - x - s(t). Entonces (3.6) s e  escribe 

[ElB & - 8-k -ae ]B (3.8)
A ax A *  

No hay necesidad de cornentar el caso de la interfase L-S. Por el contrario 

tenemos que ilustrar en detalle las condiciones para las interfases S-M y L-M. 

Queremos hacer un anilisis a priori de  los soluciones SE para aclarar 1as posibles 

estructuras de (3.8). 

Con una traslacion de escala se pone Oc - 0. 

Bl. I n t e r j a se  S (x < 4 t ) )  - M (x > dt)). 

Recordamos que 	la funcibn d8)  en (3.1) es  una funcibn suave para 8 + 0, 

acotada y con limit- en ambos lados, lo que hace posible definir R(E) continua 

pura E E (-oo,+oc). ~ d e r n i ses  Gtil introducir la hipotesis 

(*I si 7(0-1 - R(O) - 0 , entonces 7(8) < 0 para 0 < 0. 
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So  se  necesita ninguna limitacibn si  R(0) == 0. 


Nuestro objetivo e s  analizar (3.8) que .en la presente situacibn se escribe 


donde kS - k ( ~ - )  , eS - e,(s(t)-,t) E ~ -y ~(s( t )+, t ) .
21 

La interpretaci&n de (3.9) s e  basa en el slguiente resultado bisico 

LEMA 3.1. Bajo la hipbtesis (*I se tiene Ia equiualenciu 

en d intervalo & validez de (3.9). 

Demostrac& 

Sea 8' - 0 en un intervalo dc tiempo I en el que (3.9) es  sat~sfecha.  
X 

Entonces el par (s.8) resuelve en S un problema de frontera llbre para la ecuacibn 

(3.1) con datos de Cruchy 0' = 3= O sobre la frontera libre. Cotno hay por 

hipbtesis suficiente suavidad, sipue gue 0' - U , es  d e a r  que sobre Is frontera 
t 

Debido ol hecho que 0 2 0 en S, s e  tian= eS 2 U y entonces hay dos 
SS 

casos posi bles: 


(il R(0) > 0 


(iil R(O) - 0 , que por (*I lmplica R 2 O en S. 


El caso (ii) contradice el principio del rnaximo rucr te  junto con la bien 

conocida propledad del signo de la derivada Ox en un punto de maximo absoluto 

Queda solamante el caso ii) en que (3.9) ss 

E~ S - 0. (3.12) 

Si fuera k(tj ,0 satia E~ - 0 , de donde integrando (3.2) hacia el pasedo, 

ten~endo en cuenta R(0) > 0 s e  encuentra E < 0 en M, o sea un resultado 

errbneo. Luego, se probo 

0 s - 0  * i g o .  

Supongarnos ahora 
x 

s 5 0. l)e EM. 2 U y 0S 2 0 sigue inmediatamenre 
S 

es = 0. 

Si s e  privilegia el papel de  R(O), s e  llega a una nueva versibn del mismo 


resultndo: 


X 
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LEMA 3.2. Bajo la hipbtesis (*) se ticne 

en el ir~tervalode validez de  (3.9). 

De mostraci6n. 

Ya vlmos que R(0) 5 0 no es compatible para ninghn valor de t con eS - 0,x 
es d e a r  (3.13) es cierta. 

En el caso restante la implicacibn S 0 €JS = 0 e s  patte del LemaX 
Santerior. Finalmente, recordsmos que no se puede tener Ox = 0 si s > 0 porque 

se viola la condicibn E > 0 en M. 

Se puede ahora enunciar la interpretaclon de (3.9) en una forma m k s  expresiva, 

la cual privilegia el signo de s, es decir el sentido del proceso de cambio de fase. 

TEOREMA 3.1. Bajo la hipbtesis (*I 

(a') s < o =J E ~ - o ,  

en el intervcllo de vQlidez de (3.9). 

El Teorema 3.1 es simplemente otra manera de ordenar 10s resultados del 

Lemo anterior. 

Antes de comentar lo que obtuvimos, considcremos el anilogo caso de 

una Trontera L-M. 

La hlpbtesis paralela a (*I es  

(**) si r(U+)- H(h) - 0 , entonces r(8) 2 O para 0 2 0 

(ninkuna l~mitacibnsi R(X) T 0). 

La c~ndicibnde frontera libre (3.9) t ~ e n ela forma 
L(EM- A) a t )  - kL 6 ,
?I 

donde kL - k(0+) , eL - ex(s(t)-,t) , E~ - ~(s( t+) , t ) .
S 

No es  necesario ilustrar la prueba de 10s-'siguientes resultados: 



LEMA 3.3. Bajo lu hipbtesis . (**I 

LEMA 3.4. Bajo la hipbtcsis i**) 

R(h) 2 0 = yL < O . 
L 


- S > O  = e L < o ,  
x 

R(A) *< 0 y 

s::o 3 0L - 0  
i x 

en el intermlo de validez de  (3.15). 

TEOREMA 3.2. Sajo lu hipbtcszs (**I 
ia) 	I c_ u oL = o y R(A)< o ,

I 


(b )  	 S ,O * 0 1 ,E~$*-,A ,
X 

err el inter- de validez de (3.15). 

OBSERVACION 3.3. El Teorema 3.1 y la igualdad (3.9) s e  pueden resumir en la 

condicibn de f rontera libre ide tipo unilateral) 

como se puede controlar fbcilmente. En msnera semejante (3.15) y el Teorema 3.3 se 

OBSERVACION 3.4 Cambiar las posiciones reciprocas de las dos fases equivale al 

cambio de s con -s. 

H a y  	una manera muy espreslva de lnterpretar 10s resultados obtenrdos: 

(a) 	 Si le zona pestosa no s e  contrae , entonces s e  tiene que resolver en la fase 

lirnitrofe un problema de frontera libre con datos d s  Cauchy ambos nulos, 

ademas este problema no es  acoplado con el problema de evolucibn en le zona 

pastosa. 

Finalmente el t h i n 0  de Cuente r(8) no puede set cero. 

(a') 	 Si la zone pastose se expande hacia el sblido o el liquido, s e  puede afirmar que 

E~ = 0 o F~ = A respectlvamsnte. lo pue permita caleular E en M por 

integracibn de  (3.2) e pertir de la frontera libre. 
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(b) 	 Si la fase pura s e  expande, ehtonces el problema en la fase  pura e s  un 

problema del tip0 de Stefan con calor latente dependiente de E en M. 

Iiaturalmente E tiene que  ser  calculada previamente a partir de datos 

-
conocidos (por ejelnplo para t O o tambien sobre una anterior frontera de 

expansion de M donde E e s  0 o A). 

4. ALGUNOS HECHOS BASICOS SOBRE EL PROBLEMA DE LA DIFUSION-CONSUMO 

DE OXIGENO. 

Como vimos en el Cap. 3, cuando la zona pastosa se expande, seghn la 

formulacion (FE)se tiene que resolver en la fase limitrofe un problema de frontera 

libre para una ecuacibn parabolica no homorrenea con datos de Cauchy nulos sobre 

la frontera Iibre. Es te  problema e s  frecuentemente citado en la l i teratura como 

problema de la difusi6n-consumo & oxkeno  [CG]. 

SI  Lodos 10s coeficientes son constantes y normalizados a uno, el problema 

consiste en hallar un par b , u j  en una clase de  funciones bastante suaves, tal que  

uxx - ut = 1 , O < x c. d t ) ,  0 .L t c. T, (4.1) 

s (O)  = b > O , (4.2) 

u(x,O) - h(x) 2 O , O < x < b ,  (4.3) 

u(O,tj - g(t) 2 O , O < t < T ,  (4.4) 

u i s i t , , t )=O , u x ( s ( t ) , t ) = O ,  O < t  < T ,  (4.5) 

donde el tiempo T es  tambien 1nc6gnlta. 

Un cornentarlo sobre la l i teratura de  es t e  problema s e  halla en [Pll. 

Se siibe que  en muchos casos 10s problemas de frontera libre con datos de 

Cauchy se pueden reducir a problemas d e  Stefan (para una discusibn general v. [FlJ, 

[F21). Teniendo en cuenta la importancia de  (4.1)-(4.5) en la formulaci6n (FE), es htil  

recordar algunos hechos bisicos. 

A. Kelacibn con el  problema 	de Stefan (coeficienleu normrrlizadorr). 

Es conocido que  la transformaci6n 

Z = UI 	 (4.6) 
puede llevar el esquema (4.1)-(1.5) a un problema del tip0 de Stefan. Para precisar 

es te  procedimiento es preferible partir del problema de Stefan 

Zxx - f t  = 0 ,  O < x H . s ( t ) ,  O <  t < T ,  (4.7) 

s(0) = b > 0 , (4.8) 

z(x,O) = @(XI , O < . x < b ,  (4.9) 

z(U, t) = #(t) , O < t < T ,  (4.10) 

z(s(t),t) = 0 , s(t)= -z,(s(t),t), O < t < T (4.1 1) 



e introducir la transformacibn 

Es importante notar que no s e  hizo ninguna hipbtesis sobre el signo de las 

funciones #(t) y $4~).e s  decir el problema s e  plantea en el sentido de la formulaci6n 

(FC). 
Se verifica ficilmente que la funci6n (4.12) satisface (4.1) y (4.5). 

El anilisis de las condiciones (4.31, (4.4) e s  m i s  delicado. 

De (4,9), (4.12) s e  obtiene la relacibn entre h(x) y @(x) 

Si nos limitamos a 	 soluciones acotadas de (4.7)-(4.11), la funcibn definida por 

(4.12) e s  continua 	y por lo tanto 

u(0,O) = h(0). 

y por eso se  halla la relacibn entre g(t) y #(t) 

t 

Ahora e s  claro que la transformaci6n de (4.1)-(4.5) en (4.7)-(4.11) mediante (4.6) s e  

puede llevar a cab0 sin crear graves singularidades cuando son satisfechas las 

condiciones 

h(0) = g(0) , 
h"(b) - 1 = 0 ,  

~ d e r n k s  (4.13), (4.14) implican una cierta suavidad de h(x) y g(t). En particular, 

se  tiene la condici6n de  compatibilidad 

h(b) = h'(b) = 0. 

Si h(O) z g(O), entonces (4.14) sugiere que el dato #(t) en (4.10) del problema de  

Stefan asociado s e  	comporta como una 6 de Dirac. Claramente esta singularidad 

influye de manera importante sobre la soluci6n. Sin embargo la negacibn de (4.16) 

puede comportar consecuencias mis graves, porque la singularidad que nace actha 

directamente sobre la f rontera libre. 

Un analisis de algunas propiedades caracteristicas y de casos singulares s e  halla 

en iFP61, IFP71. Para nuestra finalidad s e r i  suficrente recordar 10s resultados que s e  

refieren a la posible existencia de soluciones cuando (4.16) no e s  satisfecha. 

OBSERVACION 4.1. 	 Si s e  interpreta (4.7)-(4.11) desde el punto de vista del cambio de 



fase, las condiciones de frontera libre (4.11) corresponden a1 proceso de difusibn con 

carnbio de fase  en la fase liquida (compirese (4.11) con (3.8)). Si 10s datos son 

negativos el problema e s  llamado problema de solidificacibn de un liquido 

sobreenfriado (conviene recordar la Obs. 2.2). Por el principio del miximo s < 0 y 

hay una inestabilidad debida a1 hecho que  el calor latente de solidificacibn liberado 

eleva la temperatura y acelera el proceso. Por eso el problema de la solidificacibn de  

un liquido sobreenfriado contiene dificultades que  no s e  hallan en el  problema del 

carnbio de fase  ueual. 

B. El problema de Stefan con discontinuidad en el origen de  la f rontera  libre. 

Nos limitaremos a enunciar resultados bisicos acerca del problema (4.7)-(4.11) 

que  incluyen el  caso @(b) # 0. 

TEOREMA 4.1 (no  existencia). Si la funcwn h(z) ciefirridcr pw (4.13) e3 no 

positiva en alg&n intervolo (b - a , b), entonces no hay n i n g u n a  s d u u i b n  del 

problema (4.7)-(4.11). 

La explicacibn "fisica" del teorema es que  s i  el  liquido es demasiado f r io  h a b r i  

una congelacibn instantinea, sin evolucibn de un frente. Tambiin se puede decir que  

si en el problema asociado (4.7)-(4.11) la concentracibn inicial toma valores negativos 

(es  decir, no fisicos) cerca de  la frontera libre, el problema no tiene sentido y no 

sorprende el  resultado de  no existencia. 

El teorema sucesivo precisa el  grado de  sobreenfriamiento tolerable. 

TEOREMA 4.2. (existencia y unicidad). Supbngase  que el &to inicial Nx) es t a l  

we 
@(XI > -1 , 'd x E ( b - a , b )  (4.18) 

para a&&n a > 0. Entonces el problems (4.7)-(4.11) tiene una y &lo una sducibn 
(del t ipo SC)  para algitn T > 0. 

De (4.18) se tiene el 

COROLARIO. La condicibn 

h'l'(x) > 0 , V x E ( b - u , b )  

j u n t o  con (4.17) es suficiente para la ezistencia g unicidad cie tu s d d  del 

problema de l a  dijusibn-consumo de oxigeno (4.1)-(4.5). 

OBSERVACION 4.2 La unicidad se demuestra bajo la condicibn mis  general 

@(XI2 -1 y *(XI * -1 

en algun interval0 (b - a ,b). 
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C. C- d e  coef icientes difdrentes d e  uno. 

E s  f i c i l  controlar cbmo s e  modifica la desigualdad (4.19) s i  en la ecuacibn (4.1) 

hay coef icientes dif erentes de  uno: 

k uxx - ut = A (4.20) 

( k > 0 , A > 0 1. En es te  caso las relaciones (4.12), (4.13) son reemplazadas por 

y la (4.18) llega a ser 

$(XI > -A , 
rnientras (4.19) no cambia. 

En el esquema (4.7)-(4.11) en lugar de  (4.7) encontramos 

k zxX - -- O 

y en lugar de  la segunda de  (4.11) tenemos 

i ( t )  -- -
A 
-k zx(s(t),t). 

E s  igualmente interesante estudiar  e l  caso X < 0. Tomemos 

- A = R > O .  

Entonces tiene sentido estudiar  el  problema 

u t - k u x X = R  , O < X < S ( ~ ) ,  O < t < T ,  (4.27) 

s(0) -- b > 0 , (4.28) 

u(x,O) - h(x) 5 0 , O < x < b ,  (4.29) 

u(O,t) = g(t) 5 0 , O < t < T ,  (4.30) 

u(s(t),t) - 0, uX(s(t),t) - 0 , O < t < T ,  (4.31) 

aunque no podamos atr ibuir le  la misma interpretacibn fisica del sistema (4.1)-(4.5). 

Hay  resultados analogos, es decir si vale (4.171, el problema e s  equivalente en el  

sentido de (4.21) a1 problema de Stefan ( tipico de  la fase sblida, formulacibn (FC)) 

(4.241, (4.81, (4.91, (4.10) y 

z(s(t),t) = 0 , at)= R zx(s(t),t) , (4.23) 

donde las relacionds ent re  h, $ y ent re  g, 4 son dadas por (4.23) (con A = -R) y 

(4.14) respectivamente. Si 9, $ 2 0 se habla de  fusibn de un sblido sobrecalentado. 

~ d e m i sse prueban en manera semejante 10s siguientes teoremas. 

TEOREMA 4.3. Si h(z) ,  definida por (4.22) (con A = -R) es no negativa en las 

prosimidades de x = I,entonces el problem no tiene ninguna sducwn. 
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TEOREMA 4.4. Si hay un intermlo (b - a , b)  en el cual 

$(XI < R , (4.33) 

entonces el problema (4.241, (4.81, (4.91, (4.101, (4.32) tiene una y .&lo una sduchn 

(del tipo SC). 

COROLARIO. Si ade&s de (4.17) la fumhn  h(z)es tal que 

h"(x) < 0 (4.34) 

en algbn interualo (b  - a , b), el problemu (4.27)-(4.31) tiene una y &lo una 

solw i bn. 

5. PRODUCCION DE ZONAS PASTOSAS POR UNA FUENTE INTERNA DE CALOR. 

A. El problema f'lsico. 

Despues del parentesis sobre el problema de la difusibn-consumo de oxigeno, 

volvamos a seguir el programa trazado en el 52.D, limitindonos a1 caso de una sola 

dimensibn espacial. 

Queremos descubrir cuindo una fuente de calor puede generar una zona pastosa 

alrededor de un punto donde la temperatura ha alcanzado el valor critico del cambio 

de fase, que se supone igual a cero. 

Para simplificar, nos referiremos a1 caso de coeficientes y fuentes constantes. 

Luego se  tratar; la ecuacion 

8, - k = R 
( I; - I;L en la rase liquida, k - kS en la fase s6lida), con R > 0. El caso R < 0 

(sumidero de calor) es  simktrico. 

A pesar de la normaIizacioh d d  coeficiente de Bt, conservamos para el termino R 

el sentido de fuente de calor, utilizindolo directamente en la ecuac ih  de evolucibn 

de la energia, sin introducir ot ro  simbolo. Si lo desea, el lector podra ficilmente 

tener en cuenta la correccibn necesaria. 

Debido a1 caricter local del resultado que vamos a buscar, no tenemos inter is  

en la influencia de 10s datos en el borde fijo. Por eso planteamos el problema en el 

medio infinito -a < x < +-. 
Si 

B(x,O) = h(x), -CP < x < +a0 

es  la condicibn inicial, suponemos h continua para x + 0 y, si e s  necesario, m&s  

suave y acotada. ~ d e m i s  suponemos que x - 0 es  un punto critico en el sentido que 

uno de 10scasos siguientes ocurre: 

(i) h(x) x < 0, x .z 0 : fases iniciales L-S, 



(ii) h(x) < 0, x + 0: fases iniciales S-S, 

(iii) h(x) = 0, x < 0; h(x) > 0, x > O: fases iniciales M-L, 

( iv)  h(x) = 0, x < 0; h(x) < 0, x > 0: fases iniciales M-S, 

(v) h(x) =-- 0, x E W : fases iniciales M-M. 

Naturalmente hay muchos subcasos de (iii), (iv), (v )  segun el valor de la energia 

donde h = 0. Es claro que  10s casos simdtricos de (i)-(v) se tratan en manera 

similar. En algunos casos se pueden considerar desigualdades no estr ictas  para h en 

(i)-(iv) per0 con oportunas precauciones. No queremos ent rar  en es t e  detalle. 

El caso h(x) > 0 para x f 0 no present3 ningun interds porque no hay 

nacimiento de nuevas fases ( para cualquier t > 0 el medio e s t i  en estado liquido). 

Finalmente hagamos la hipotesis 

(H) 	 en cucrlqzcier intervalo prbximo al oriycn donde h(z) f 0, h y sus 

deriwzdas no tienen un punto de acumulacibn de ceros. 

B. 	 Caso (i) :fases L-S para t = 0. 

Un cri ter io para decidir s i  una zons pastosa va  a nacer se puede obtener 

analizando el comportamiento de la solucion SC, en decir la solucibn (s,u) del sistema 

ut - kL uxx = R en DL = {(x,t) : x < ~ ( t ) ,t t (O,T)), (5.1) 

u t  - kS u,, = R en DS = {(x,t) : x > s(t), t E (O,T)), (5.2) 

u(x,O) = h(x) , x E W, (5.3) 

s(0) = 0 , (5.4) 

u(s(t),t) = 0 , t E (O,T), (5.5) 

- k L  ux(n(t)-.t) + kS ux(s(t)+,t) = i(t), t E (0,T). 	 (5.6) 

El principio del miximo garantiza que  u > 0 en DL. Hasta que  u < 0 en DS, la 

solucion SC coincide con SD, e s  decir describe correctamente el proceso. Lo que  

vamos a buscar e s  une condicibn para h(x) y R, btljo la cual u(x,t) tome valores 

positivos en Ds, implicando SC p SD. El resultado se basa en la comparacion de h(x) 

con la siguiente funcion 

hdx,a)  = kS R a-' [l  - exp(-a*)] - R a-l x , a d 0 (5.7)
hs

h,(x,O) = - R x' (2kSY1 . 

El desarrollo 


muestra que  ho(O,a) = hOx(0,a) = 0 y que  hOa(x,a) > 0 para x > 0 bastante 

pequeio. 

Para enunciar el resultado que  nos interesa distingamos dos casos: 

Caso 1: la pendiente B = s(0) es ta  definida. 


Si 10s limites h'(O-) y h'(0 existen, entonces 


4 = I -kL h'(O-1 +kS h'(0 +) 1 /A. 




Caso 2: lim s(t) = +CQ l im s(t) = -CQ , 
t-O+ t+o+ 

TEOREMA 5.1. En  el Caso 1, si hay un interxalo (O,zo)tal que 

h(z) < hg(x,a) , 'd x E (O,zo) 

p a r a  a lyun a < 13, entonces S C  = SD en alg&n in te rmlo  (O,to). 

S i  por d contrar io  hay  un inter- (O,zo)tu1 que 

h(z) > &(z,a) , 7' 1: E (O,X,-,) 

y u r a  ulgun a > 13, entonces S C  F SD. 

En el Caso 2 s iempre tenemos S C  = SD (localmente). 

Demostraci6n. Cam 1, hiepbtesis (5.10). Bajo la transformacibn 

y = x - s(t), v(y,t) = u(y + s(t),t) 

el problems (5.21, (5.31, (5.5) toma la forma 

La funcibn ho(y,a) es la soluci6n estacionaria de la ecuacibn 

vt  - kS vYy - a V Y  = R ,  y > O ,  t > O  

que satisface las condiciones h,(o,a) = hoY(o,a) = 0. 

Para el resto w(y,t) = ho(y,a) - v(y,t) tenemos el sistema 


wt  - kS wyy - s wy = (a - S) hOy(y,a), y > O , t E (OPT), 

w(y,O) > 0 , ,
y E ( 0 , ~ ~ )  

w(0,t) = 0 , t E (0,T). 

Por la hipotesis a < j3 hay un intervalo (O,t,) en el cual a - s(t) < 0. 

~ d e m a s  hOy(y,a) < 0 para y > 0 y por lo tanto el principio del miximo implica 

w(y,t) ;0 en algbn rectangulo (O,xo) X (O,t,). Luego, de v(y,t) < ho(y,a) < 0 se  

encuentra u(x,t) < 0 en DS cerca del origen, de donde se  halla SC = SD. 

Caso 1, hipbtesis (5.11). En manera semejante s e  prueba que w(y,t) < 0 en algbn 

rectangulo (O,xo) X (O,to) y por eso wy(O,t) < 0 , es decir vy(O,t) > 0 en (O,to) , 
qua es  lo mismo qua u,(s(t)+,t) > 0. 

Por consiguiente u(x,t) toma valores positivos en puntos de DS cerca de la 

frontera libre y SC iSD. 

C 4 w  2. Si lim s(t) = -00 , se  tiene S(t) < 0 cerca de t = 0. Entonces, por 
t+o+ 

(5.6) sup u,(s(t),t) < 0 en a l g h  intervalo (O,t,) y se  obtiene el resultado 

buscado. 

Si 	 lim i ( t )  = +w , la funcibn h(x) s e  puede aproxirnar con una sucesibn 
t 4 +  

(h,) monbtona de funciones suaves uniformemente en compactos de (--,OMO,+ao). 
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Se sabe que la correspondiente s u c e s i h  ((s~,u,')) de soluciones converge a la 

solucibn (s,u). 

En particular s, - s uniformemente y sn(0)- +a. 
Por el hecho que ho(x,/3) - 0 si f3 - += , se pueden hallar a > 0 y na tal 

que todas las funciones h,,(x) con n > n, satisfacen (5.10). Por lo tanto Ias 

soluciones correspondientes (sn,un) son fisicas en un interval0 (O,t,). M i s  a h ,  se  

reconoce que se puede elegir t, independientemente de n. Entonces pasando a1 limite 

n - = se concluye que tambien (s,u) es una soluci6n SD. 0 

OBSERVACION 5.1. Con la misma tecnica se  demuestra el resultado slgulente. 

Si hay u.n .inter.valo (O,t,;) en  que y .u.ni n t e r ~ a l o  ( 0 , ~ ~ )  h(x)S(t) 5 ,B en que 

2 hi,(x,O) , h(z) f ho(z,/3) , entonces SC  F SD. In.t~irtiendo las  desiguuldades se 

halla SC - S D  (localmente). 

C. 	 Caso (i) : Criterio para la aparicihn de una zona pastosa. 

Del Teorema 5.1 (y exactamente de (5.11)) sigue inmediatamente que las 

condiciones 

h(o + 1 = h4(0+I - o ( a  0 = - r;l kL ht(o--1 2 o 1 (5.13) 

son necesarias para que se halle SC it SD , es decir para el nacimiento de una zona 

pastosa. Condiciones suficientes se pueden lograr de (5.11) y (5.81, suponiendo que 

h(x) es bastante suave para x > 0 : 

(porque = - , independientemente de u),hSXX(O,~)  -
ks 

(por 	la misma razhn que antes). Notemos que bajo (5.131, (5.14) SC == SD para 

cualquler d~stribucion de temperatura h(x) 2 O en la fase liquida para t = 0. 

. Se 	 puede ir mas odelante con esta tecnica, comparando derivadas de orden 

superior, sr se supone que la solucibn SC tiene derivadas continuas en DS ilasta el 

orden necesario. Si valen (5.13) y 

d +entonces 	 lim -ux(s(t) ,t) = 0 y no solamente s(0) sino tambien s(0) son 
t-O + dt  

determinadas por la sola temperatura inicial en ei liquid0 : 
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B2 l(0) = - i1 kL2 [ - hJ(Oy) h"(0-) + h"'(0-) 1 . 	 (5.17) 

Si ,6? < 0 e s  posible aplicar la O b s  '5.1 (s(t) < j3) y comparar las derivadas de 

h en x = 0 con las derivadas de h,Jx,P) y dzducir condiciones suficientes para 

SC P SD. 

En es te  caso se tiene SC P SD si  para algGn n > 1 

La situacibn opuesta, e s  decrr ,B2 > 0 hace posiblc cncontrer condiciones 

suficientes para SC - SD : basta invert ir  el signo de la des~gualdad en (5.19). 

D. Caso (i) :Existencia de la zona pastosa. 

TEOREMA 5.2. Bajo Ius hipbtesis (HI,8.4 y (5.1 1) del Teorcmu 5.1 io las mas 

generales de la Obs. 5.1) hay .una y &lo unu sol.uci6.n SE del problemu del cambio 

de fuse y dkha solucion tiene una regibn .pastosu :I1 = 2. 

Demostraci6n 

Es claro que como "problema de cambio de rase" s e  entiende la formulaci6n (FE) 

descripta en el Cap:3, SB, es  decir queremos buscar una soluci6n del siguiente 

pro blema 

con 10s vinculos 

&t)  2 O , d t )  2 O , O < E(x,t) <; A en DM + 2. (5.29) 

El yroblema (5.20)-(5.39) surge del a nilisis hecho cuando s e  la 

formuIaci6n (FE) para el csrso unidimensional: stendo R > O , la zona pastosa no s e  '-. 
puede expandir hacia el liquido; por o t ro  \ado esperamos que la zona pastosa nazctr 

para t > O y que se  expando hacia el &lido, lo que explica las condicioncs (5.25), 

(5.16) y el vinculo d t )  2 0. ~nalogamente  esperamos que el liquldo se  espanda hacia 

la zona 	pastosa, es d e a r  b(t) 2 U. 

Lucgo, se tiene que resolver una sucesion de problemas: 
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(1) 	 un problema de  f ron t e r a  libre con da tos  de Cauchy  en DS, que  se puede e s tu -  

diar  en manera aut;noma, controlando que  sea 8 0 ,a< 

(11) 	 e l  problema (5.221, (5.26) para encont ra r  E arr iba de la f ron te ra  x = u(t) , 
(111) un problema de S te fan  a una fase  con ctilor lotente  var iable  en DL. 

La unicidad de  S E  sigue del hecho  q u e  SE  = SD y d e  la unicidad d e  SD. 

Estudio d d  problema (a 
Del Corolario a1 Teorema 4.4 sa le  q u e  i5.13) y h"(x) < O (para x en  algun 

intervalo ( O , s , ) )  implican la existencia de una ( y  solo una) soluclon. Ya vimos que  

(5.13) resu l ta  d e  (5.111, mientras que hnix) < O cerca  de  x = O ia la derecha)  e s  una 

facil  consecuencia de  la hipotesis  (HI junto con (5.13) y con h(x) < 0 para x > 0. 

~ d e m a s ,  examinando e l  procedimiento de  resoluclbn de (1) i lus t rado  en e l  3, C, 

nos damos cuenta  q u e  kS h"(x) -tR > 0 en (O,x,,) para slgun x, 9 0 l leva a la 

condicibn u ( t )  > 0 en algbn intervalo (O,t,). 

Siendo necesariamente h'(x) < O en un entorno a la derecha de x = O , e s  

fGcil aplicar 'el principio del maximo a ds y concluir que  Ox < 0 en la 

interseccion de  DS con un en torno  del orlgan. Luego es c i e r to  q u e  0 < 0 en DS 

para algun tiampo finito. 

Estudio d A  problema (II). 

Ahora no hay  dif icul tad en calcular  E < (0,h) en una regibn acotada por 

c u r v a s  x - u ( t ) ,  0 < t < t e j ,  donde E = O y x = t - R donde E = A. 

Estudio d d  problema (111, 

El hecho  q u e  E < A cerca del origen permite af i rmar  q u e  el  sistema (5.201, 

i5.23i, (5.241, (5.271, (5.28) t ~ e n e  una y s f l o  una soluci6n local en funcibn de  10s 

resul tados de  [FP61. El principio del misimo garant lza  q u e  2 >. I) para t > O. Para 

completar la demos t r ac~on  del Teorema e s  necesario probor que  pi t )  < a ( t )  para 

Limitindonus al caso en q u e  /3 es ta  definido, notcmos que  s i  vale la desigualdad 

(5.141, entonces 

t 
lim- 0+ 

u ( t )  = +a , 

mientras d e  (5.28) y (5.9),(5.13) sa le  j(0) = ,3 , lucgo u ( t )  > p(t)  localmente. Si en 

k -
lugar de  (5.14) tenemos (5.151, entoncen se encuentra  6(0)  = 2 hu'(O+j , luepo

R 

u(O) > p(O). S i  en  lugar de  (5.15) vale (5.161, s e  halla u(0) - biO) y tenemos q u e  

comparar 10s limites d e  las  der ivadas segundas de  a y p. 

Para calcular  6 s e  toma la derivada de  (5.2Si, observando q u e  

~(p(ti+,t)= R (t-u-![p(t)J) 

y por eso 
i,L(pct)+,t) = R I 1- - 1 ,  
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que  tiende a cero para t -- 0'. Luego s e  halla ficilmente 

pi0) = fir. (5.3 1) 

En cuanto a u ,si  se suponen validas (5.18) y (5.19) con n = 4 se v e  que  

lim ii(t) = +-
t - 0+ 

y de nuevo d t )  > p(tJ. 

Para n = 5 se llega a la conclusion u(O) ;. 0 y hay que  recordar que 

estamos examinando el caso 8, < 0 ,es decir ~ ( 0 )/- O > 30) .  

Naturalmente se puede continuar, pero parece suficiente pararse aqui, porque la 

tecnica e s  ya clara. 0 

E. 	 Caso (ii) :fases S-S pora t = 0. 

Es claro que  en con utile s t e  caso SC nunca puede c o ~ n c ~ d i r  SD nl  tampoco es 

para prever el  naclmiento de una zona pastosa. En lugar de SC tlene s e n t ~ d o  

considerar la so luc~on  del problema de Cauchy caracteristlco 

ut - kS U S ~= R , 	 - ~ l l c c * x < + o ~ ,  t > O ,  (5.33) 

u(x,O) - h(x) n x = O ,  (5.33) 

donde h(xj es supuesta aegativa, suave  y acotada en conjuntos compactos con las 

usuales condiciones de  crecimiento a1 infinito. 

SI hay un intervalo de tiempo (U,t) en e l  cual u(x,t) O para cada x, 

en tonces u(x,t) represents ef ectivamente la tempera tura,  e s  decir el sistema 

pcrmanece en la fase  &kda. 

Es f ic i l  controlar que  es to  se verifica b a p  una de las h ~ ~ ~ t e s l s  SI,oulentes: 

10s lirnites h(0-1 ,h(0+) unrlos existera y d rrwrws urw es n v . . t i v o  

o bien 

Luego queda el caso 

lim h(x) =Aim h'ixi = U , 
s .- 0 x - 0  

e d  que  el papel dicriminatorio es teaido por la funcibn 

f(x) = kS h"(x) I? , 
o sea el valor ~nscial de  u, (para x i~ Oj. SI 

(a) T ( x ) = O ,  v x E R  

el  problema (5.33, (5.33) t~eneunii s o l u c ~ o a  estacioaar~rr y s u  interpretaclbn fisica es 

clera. 

Otros casos de coincldenc~a de  uis,t) con la temperature son 


(b,) f i O  y f f  0 ,  


(b,i SI el conjuato (x< 0 :f(x) > 0)  lo tamblen el conjuoto (s;0 : f(x) > 011 

no es vacio, hay un intervalo (-6,O) [(0,6)1, que  lo separa del origen, 



donde f < 0 y f f 0. 

Por el contrario se demuestra facilmente que s e  encuentra u(O,t) > 0 cerca de 


t = 0 SI vale una de las condlc~ones 


(C ,) f > O  y f f  0 ,  

(c,) si  el conjunto {x<O : f(x)<Ol 1 (x > 0 : f(xi < 0) I no es vacio, hay un 

~ntervalo(-6.0) ((0,611, que lo separa del origen, donde f 2 0 y f + 0. 

Resumamos e s t e  resultado en el 

TEOREMA 5.3. Si biz) satisfuce (5.36) y (c,j o (cL), dorldc j' es definidu por (5.33, 

cntonccls ni SC, rai Lu sol.uc.ionu(~ ' , t )  d e  i5.33, (5.33) t ienen el sent ido  rle 

temper i l turu  y u n a  zmzu pczsto.sa ra a ntrwr. 

El caso 

(dl f cambia s u  signo en x . =  O 

es  mucho mas delicado. 

Supongarnos que  f ( s )  e s  bastante suave  para x = 0 ( 2 h"(0) = - -R ) 
k~


Si vale 

entonces la parte cuadrLtica de la expalision de Taylor  de u cn el orlgen e s  definlda 

negativa y en un interval0 de tiempo bastante pequeiio u(x,t) es la temperatura (se 

encuentra soiamente la rase solids). 

En la situaclbn opuesta tenemos el 

TEOREMA 54.  Si 

Kh'v:(~l)c kS Ii"'-(O) ,O (5.39) 

oalie~rdo( d )  i h"'(O) e 0 ) , urur zmru pas to^ ua u nucer en lus p r m i m i d a d e s  

del  o r i y e x  

No examlnamos casos intermedios. 

F. Caso (ii) :Existencia de la zona pastosa 


Se debe demostrar la existencia de la soluci6n SE en el caso del Teorerna 5.3. 


El resultado esperado, si l i isj  sotlsface las hip6tesis del Teorerna 5.3, e s  que una 


zona pastosa se produce en el  origen y s e  expande en ambas dlrecciones. 

TEOREMA 5.5. Bajo Iw: hrpbtesis dt'l T~orcma5.3 hay una y &lo u~ruS O & L ; L ~ ~ I L  

(&l t ipo SE) del s i s t e m a  

dt - kS 0,- - K en S = ((z,t) : 1: <. u,( l j  o r cr;(t), t E (O,T)),iS.4O) 

~ ~ ( 0 )= ~ ~ ( 0 )0,= (5.41) 

~KL,O) = h(z1, 1: E R, (5.42) 



O(~, ( i ) , t )= 0 , b r ( ~ l ( t ) , t )= 0 , i = 1," 1 C (U,T), (5.43) 

Et = R en ,ti = {(x,t) : u , ( t )  *: x i:u:(t) , 0 < f c: TI, (5.44) 

~ ( a , i t ) + , t )= E(ai(t)-,t) = 0, 1 E (O,T), (5.45) 

para alg&n T ;,-0, con 10s vinculos  

u l ( t )  < O , ~ ~ ( 1 )2 O , O <: t < T. (5.46) 

Demostracibn 

Supongamos por el momento que  f(s) ,  e s  decir h(s), sa t i s face  (c,) con f > 0. 

Entonces,  rccordando 10s resul tados del Cap. 4, se obtlene la exlstencia de  una unica 

solucion del problema (5.40), (5.41), (5.42), (5.43) y ademas &(t)  < 0 , uL(lJ2 0 , 
O < t < T. Se puede elegir T de manera que  8 < O en S. 

El c i l cu lo  d e  E(x,t) 3e (5.441, (5.45) es elemental. D 
No hay  dif icul tad para extender  el resul tado a o t r o s  casos p r e v ~ s t o s  por el 

Teorema 5.3. 

OBSERVACION 5.2 Se recuerda q u e  el  resul tado es local en e l  tiempo. Puede ser 

dificil seguir  como evoluciona la soluci&n porque las f r o n t e r a s  l ibres  pueden 

re t roceder  y presentarse  var ias  s i t uac~ones .  

El -so del Teorema 5.4 parecc mucho mas complicado y s e  o m ~ t e  por brevedad. 

G.  Caso (iii) : f a s e s  M-L. 

E s  claramente neccsario completar la informacibn sobre  la temperotura inicial, ss 

d e a r  

h ( s )  - O para x 5 0 , h(x) 2 0 para x > U (5.47) 

i y  h s 0 en todo in te rva l0  (0,611, dando la distribution inicial de  Is ci7eryia 

E x ,  = E x  , x (, 0 , (5.481 

Jonde E,, cs una funcion s u a v e  con valores  en [O,Xl. 

Notemos q u e  SI E , . i s J= X el sistema conserva el estado iiquldo. 

Si E = , en I--6,0l para alpun 6' > 0, cntonces s e  produce b~s i camcn le  

el caso  i v )  en proximidad de  x = -6. 

Luego lo que  intercsa es tkd ia r  es el caso 

E,:,ix)< A , 9 x E (--,O). (5.49) 

Finalmente, sobre  E,, hacemos una hipotesis del t ipo (HI, SA. 

~ q u ino necesitalnos busctir un c r i te r io  de aparicion de  la zona pastosa, s ino 

tenemos q u e  encontrar  dlrectamente c b n ~ o  evolucionan las  fases  M-L. 

Finalmente notemos q u e  la solucion SC coincide con la solucion del problerna de 

S t e f an  a una fase,  simplemente ignorando la condicion (5.48). Por  eso S C  no tiene 

ningGn in te res  fisico, s a lvo  en el caso EC = 0. 

E s  natural  buscar  una solucion SE en q u e  la f a se  liquids se espande. Por lo  

t an lo  queremos reso lver  e l  s iguiente  problema 



ot - kL ex, = R en L = {(x,t) : x > u(t)  , t E (O,T)), 


u(0) = 0 , 

e(x,o) = h(x) , x > 0, 


Et = R x < u(t) , O < t < T ,  


E(x,O) = Eo(x) , x < 0 


e ( ~ ( t ) , t )= 0 , o < ~ < T ,  


[A-E,(u(t)) - Rtl &(t) = -k 8 -(c(t)+,t) , t E (O,T),
L h  
con 10s vinculos 

E E [O,Al , &(t) 2 0 . 

TEOREMA 5.7. Sa Eo(x) satisfuce (5.491, el p r & m  (5.50)-(5.57) tiene una unica 


sducwn (SE)  para &gun T > 0. 


Demostracibn. 


Si el coeficiente de &(t) en (5.56) es mayor de una constante positiva, el 

Teorema es cierto en v i r tud  de  10s resultados de [FPlI, que aseguran existencia y 

unicidad para el problema (5.501, (5.511, (5.52), (5.55), (5.56) cuando el "calor latente" 

no degenera. Esta circunstancia se verifica s i  EJO) < A. 

Luego el caso delicado e s  

E,(O) = A , E,,(x) < A para x < 0. 

Segbn la hipotesis hecha sobre Eo(x) ( ni Eo ni s u s  derivadas tienen infinitos 

ceros en intervalos finitos) se puede decir que  

E,-,'(x) > 0 (5.59) 

en algbn interval0 (x,,O). 

La demostracion es muy larga y la dividiremos en varios puntos. 

(I) 	L a  curva E = A. 

Sea x = y( t )  la curva  de nivel E(x,t) = A y sea t acotado en mod0 tal  que  

Y(t) E (XO9O). 

Derivando la igualdad E,(y(t)) + Rt = X y utilizando (5.59) se deduce que  

hay un tiempo 	To tal que  

-.s/; y( t )  < 0 , para cada ,  t E (O,T0). 

(11) L a s  solvciones uprozimadas (on, en). 

Ahora queremos construir  una sucesibn de soluciones aproximadas. 
-Sea (t,) una sucesibn que decrece a cero y tnl que  {-tn) I- (xo,O). 

El problema de frontera libre obteilido de (5.501, (5.511, (5.521, (5.551, (5.56) 

reemplatando (5.511, (5.52) con 

~ r c ( O )= - en , (5.6 1) 

por efec to  de (5.581, 	 se halla en las condiciones ya recordadas para la existencia de 



38 
una s o l u c i h  ( a n ,  0,) . M i s  aun, esta solucion existe hasta que la frontera x = 

an(t)  esth separada de la curva x - y(t)  por una distancia positiva. Se nota 

tambien que  wn(t) < 0. 

Si s e  prueba que  las dos curvas  no pueden encontrarse, entonces se puede 

afirmar que las  soluciones aproximadas tienen un intervalo combn de existencia (0,T). 

Supbngase que para algbn t: sea 

t 
lim- G-

~ n ( t )= Y( G 1. 

Entonces se tiene O 2 lim s u p  u( t )  2 lim in[ d t )  2 Y( G) > -00 y por (5.56) 
t 't/l- t - G  

lim Onx(an(t)+,t)= 0 , en contraste con el  hecho que On = 0 es un miximo 
t - G  

para On en L, = ((x,t) : x > a n ( t )  , 0 < t < t: 1. 
~ d e m a scon una t e c n ~ c a  estandard se demuestra que las diferentes fronteras 

x = ~ n ( t )  no pueden encontrarse. 

Luego se concluye clue 

(a)las soluciones ( a n ,  On) existen en un intervalo comun (0,T) C (O,T0), 

(6) la sucesibn { a n )  es creciente. 

~ s ise llega a la existencia del limite 

~ ( t )= SUP an(t) < Y(t)  , t E ((AT). (5.63) 

(111) Estudio del l imite a(t). 

S e  excluye fhcilmente que pueda ser o(t)= Y(t)  en algun intervalo de  tiempo 

(utilicese el principio del maximo y (5.56) para obtener una contradiccih) .  

Sea t̂ E (0,T) tal que  a( It < Y( It). Queremos demostrar que  no hay t > 
tal que  a( = y( t).

-
Supongamos que  t existe y para cada LL € (0,X) sea x = y,(t) la curva  de 

nivel E(x,t) = u. Entonces, si Q > E(o( ), ^t 1, para cada n bastante grande se 
-

puede hallar i E ( t, t )  tal que 

w n ( i )  = yU(i) Y on(t)< Y,(t) , t € ( i, 3. (5.64) 

El dominio D, = {(x,t) : . Y,(t) < x < y,((i) , i < t < i) esti contenido en  

DnL y tiene sentido comparar en D, la funcibn Bn(x,t) con la soluci6n del problema 

Por el principio dcl miximo 0, > v en D, y, siendo On = v en el punto 

(y,(i),i) , s e  tiene 

~ , , , (~ , ( i ) , i )> vx(~,ti) , i)  = c > 0 , (5.65) 

donde la constante C no depende en manera critica de u. 

Entonces, de (5.56) sale la desigualdad 
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A1 mismo tiempo cr,(i) 2 7,Ji) y aa trene una cuntradiccibn tomando r 

bastante prox~mo a A. 

Luego para cada t E (0,T) la funcibn limlte a i t )  es menor que Y(t). En 

funci6n de este resultado se puede afirmar (p. e. con las tecnicas de [FPlJ)que las 

derivadas &At)  son acotadas uniformemente en todo subinterval0 compact0 de (O,T), 

lo que implica que cr(t) es L ~ p s c h ~ t z  continua en (0,T). ~ d e m i s ,  de la rnonotonia de la 

sucesibn {a,} y de lim oJO) - O sale la uniforme convergencia de {a,)a a en 

[O,TJ. 

(1V) C o n c h w n .  

Si B(x,t) es la solucibn de (5.50). (5.521, (5.55) correspondiente a la frontera limite 

r = d t ) ,  la sucesibn (8,) converge unrformemente a 0. Tambiin {ad, converge 

unlformemente B en compsctos que no tocan x = u(t).
ax 

Para concluir la demostracibn del Teorema queda probar que cl par (u,d) 

sa tisf ace (5.56). 

Con un metodo estandard basado en la integracibn de (5.501, se obticne que cada 

par (crfil8n) satisface la ecuacibn 

donde b es una constante cualquicra positiva. 


Por la uniforme convergcncia el limite (a,B) satisface la ecuacibn analog8 


Siendo a ( t )  Lipschitz continua en (O,T), se sabe probar con thcnicas clisicas que 

la derlvada ex(a(tj+,t) existe y es continua en (0,T) y que (5.68)es equivalente a 

(5.56). 

El Teoremv es  asi demostrado. 0 
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H. Caso (iv) : fases M-S. 

Como en el caso anterior se  prescribe la energia E,(:;j para t = O , x .:0 y 

sobre Eo(x) se  hacen las mismas hipbtesis de suavidad. Por simplicidad, suponemos 

h(x) continua en x = 0 y, si es nccesario, m k s  suave. 

Conviene distinguir 10s casos siguientes: 

(iv-a) EJx) = A ,  

(iv-b) O < EJO) < A , 
(1v-c) E,;,(Oj= 0 , 
(iv-dl E,,(O) = A ( y E.j(x)s A i. 

(l'usu (iu-a). 

Bisicamente s e  pueden usar las tecnlcas de $B y $C para el caso (i) y Ilegar a 

los mismos resultados. 

Caso (iv-b). 

TEOREMA 5.8. P a r a  ul&n interval0 dc tiempo (0,T) exisle u n a  knica d u c i b n  

SE (o,t',8), donde x = o(t)  es la cuma gue s e p a r a  .+I 9 S. -4dcrnas; s i  

h4(0+)<: 0 (5.69) 

o si 

MU+)= O , kS IJ"(o+) + R < 0 (5.70) 

(o,E,8) satZsface el s is tema (5.50) ( colt l a s  sustit.uciones kL - kS , L - S 1, i5.51)-

(5.553 y Ia condicion d e  fronteru libre 

[ Ec,(o(t))+ Rt I b(t) = kS ~ ~ ( w ( t ) + , t ), 0 < t < T . (5.71) 

con los ,vinculos 

b(t) 5 O , Eo(o(ti) + Rt 5 A , O < t < T. 
Err camtrio, s i  

h'(0+) =0 , kS h"(x) + A > 0 , 'if I E (O,+,) , (5.72) 

pu.ra algbn L~ > 0 ,ETL lugur  de (5.71) lu condicion dc frontcru libre cs 

0,(a(t) +,t) = O , O < t < T (5.73) 

y 10s ui.rtculos son 

t 0 , E(x,t) = EJz) + k t  5 A , O < t < T. 

Ijemostraciin. 

(Ij. Hipbtesis (5.69). El coeficiente de ir en (5.71) es  posltlvo y existencla y 

unicidad de (a,E,B) siguen de (FP1.1. Para que (o,E,O) sea SE se  necesita 0 c: 0 

para x >  o( t )  y O i t <?'. 

La i i i ~ t e s i s  (5.69) conporta b ( O )  = kS ti'(0+) / E,:,(O) < O . luego b( t )  i0 en 

algirn interval0 iO, TI, o sea tl,(o(t)+,t) < O en iO,T). 

Como ya se  noto, en esta situacioi~ no se  puede bifurcar de s = o( t )  una 

segunda linea de nlvel 8 = 0 (lo que estaria en cvntraste con el principio del 



41 
max~mo). Por lo tanto 8 .:0 en DS . 

(11). ~ i p o t e s i s(5.70). Ida d~ferencia respecto a1 caso anterlor es que u(0) = 0. 


Cornparando 10s limites de Ot a1 origen para t = 0 inegativo) y para x = b( t )  


(cero) se puede probar que 


y, de (5.711, que 


lirn c i j t ) = - x .  

t -. 0+ 

Por eso, 6 ( t )  < 0 e n  alghn interval0 (0,T) y de nuevo 0 < 0 en S (como 

siempre el resultado es local en el tiempoj. 

(111). ~ i p b t e s i s(5.72). Lo que se qulere demostrar se obtiene por los mismos 

argumentos que se utllizaron en la prueba del Teor. 5.2 (Problems I). ~ q u i  es 

interesante notar que E(x,t) es discontlnua en x = 0 (en este sentido la soluc~on 

es generalizada respecto a la definition dada a su tiempo). ~ d e m i s ,  SI 

kLhu(O+)+~> 0 . se tiene lirn u ( L )  = +-. 
t - 0+ 

Los casos (iv-c) y (iv-d) son extrernarnente complejos porque presentan varias 

posibilidades y en general 10s correspondientes teoremas de existencia no es t in  

dernostrados. Por eso no tiaremos un tratamiento detallado, sino que ~ndicarernos 

c6mo se resuelven 10s casos m i s  claros. De todos modos recordamos que para cada 

caso clas~flcado Iidy un ejernplo nurner~co en [FU]. 

C'uso (iv-c). 

SL vale (5.?23 se encuentra el rnlsrno resultado que antes, es decir la zona 

pastcsa se adelanta hacla el solido. Otros casos del Teorema 5.8, es decir (5.69) o 

(5.70) presentan la d~ficultad de la degeneraclon de la condlclon de frontera Ilbre 

(5.711, porque el coeficiente de u es  nulo para t = 0. Entonces seria nccesario 

plantear un problemas no degenerados, y hallarmetodo de aproxirnac~6n, u t ~ l i ~ a n d o  


acotaclones unifurmes. El caso no esta trtitado en la I~teratura.  


C a w  (Cu-dl. 

Cons~deramos solamente el caso 

Ego-) > (1. (5.74) 

Se puede demostrar que SI 

ht(O+) < -AR / I ks E;(O--) I , (5.75) 

entonces de nuevo el slstema (5.51)-6-55], (5.71) tiene una bn~ca  soluclbn SE. El 

punto del~cado e s t i  en la cornparacl6n de a(O) con la pend~ente de la curva 

( teor~ca)  E(x,t) = A . Se quiere tener 

4 0 )  < ~ ( 0 )  (5.76) 

( slendo, como antes, x = Y(t) la curva EJY(t)) + Rt = h . La condicibn (5.76) 

coinc~de justamente con (5.75). Para el caso opuesto, proponemos la slgulente 
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CONJETURA 5.1. Si 	se t iene kr c m d i c w n  

entonces  e n t r e  kr zona pas tosa  y d &lido ua a crece r  una fase Ziquidq es decir 

hay d o s  f r o n t e r a s  libres x = p(t) ( IM-L ) , z = d t )  ( L-S y las wndiciones 

de f r o n t e r a  libre son 

(a)para x = d t )  	la condicwn usual de Stefan, 

(13) 	 para z= p(t) 

[ A - Eo(p(t)) - ~t I ~ ( t )= -rL e,(p(r)+.t). (5.78) 

OBSERVACION 5.3. ~ q u ise da no solamente la dificultad de la degeneracibn de la 

condicibn (5.781, sino tambien el hecho que  las dos condiciones de frontera libre son 

acopladas por la temperatura en la fase liquida. El estudio de este problema es 

a bierto. 

L Caso (v) :fases  M-M. 

Los casos no banales son 10ss~guientes:  

(v-a) O 5 E,(x) < A para x < 0 y E,(x)  = X para x 2 O , 
(v-b) 0 2 EJx) < X para x F 0 y E,,(O) = X , 
donde, por slmplicldad Eo(x) es supuesta suave. 

CUSO(v-a). Coincide con el caso (iii) ($3) con h = 0 y sigue valiendo el Teorema 

5.7. 

C a s o  (u-b). Se espera observar  una fase  liquida que  s e  expande en ambas 

direcciones. Vale decir que  se quiere resolver el problema de buscar (pl,p2,E,B) 

resolviendo el sistema 

ot - kL ax, = R en D~ = ((x,t) :pl(t) < x < p ~ t ),o < t < TI, (5.79) 

P,(O) = P,(O) = 0 , (5.80) 

Et  = R en DM = ((x,t) : x < pl(t) o x > p2(t) ,0 < t < TI, (5.81) 

E(x,O) = EJx) , x E R , (5-82) 

[ A - Eo(p,(t)) - Rt I Pl(t) = -kL . 0 <. t < T . (5.83)~ ~ ( ~ ~ ( t ) + , t )  

I X - E0(p2(t)) - Rt I b,(t) = -kL B,(p,(t)-,t) . O < t < T ,  (5.84) 

con 10s vinculos 

P,(t) j: O , P,(t) 2 O , 0 < E(x,t) < A. (5.85) 

Otra vez se pueden utilizar las tbcnicas del Teorema 5.7 (con la complicacibn 

que  10s problemas aproximados tienen dos f ron teras  lib r e d  para demostrar el 

resul tad0 onalogo. 
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PARTE U ZONAS PASTOSAS NO ISOTERMCAS. 

6. FORMULACION DEBIL. 

Queremos mostrar como el problema del cambio de  fase  se complica 

(especialmente en relacion con La aparicibn y la evolucibn de zonas pastosas) cuando 

la temperatura del cambio de fase no e s  constante, sino que depende de las 

coordenadas espaciales: 

e, = e,(x). (6.1) 

'siendo 0,(x) olguna f uncion suave. 

OBSERVACION 6.1. Esta situacibn fisica puede encontrarse si en el medio 

considerado hay algunas deshomogeneidades (de presibn, de composicibn quimica, 

etc.). Como caso limite se puede pensar en una aleacibn binaria en que 

(i) 	 no se tenga en cuenta la separacibn de Ias cu rvas  de equilibrio termodinimico 

"liquidus" y "s6lidus", 

(ii) 	 la difusibn de la impureza e s  mucho m i s  lenta que la difusibn del calor. 

Entonces cada distribucibn no uniforme de impureza en la aleacibn produce 

una temperatura de cambio de fase no homoghnea y conocida. 

OBSERVACION 6.2 Cuando V0, F 0 , la nueva propiedad de una eventual zona 

pastosa esta en el hecho que  el calor e s  conducido a t raves  de ella. Como se vera, 

esta propiedad modifica notablemente la es t ruc tura  matematica del problema, 

Antes que nada veamos cbmo se define en es t e  caso la solucibn debil. 

Volviendo a la ecuacibn (2.31, s u k n g a n s e  10s coeficientes c, k, r funciones de 

una sola variable rl = 0 - 0,(x). La definicibn (2.10) de E s e  escribe ahora 

y conviene escrlbir (2.12) y (2.13) en la forma 

Utilizando la funcibn B(E) definida por (2.141, la ecuacibn diferencial para E 

llega a se r  (en el sentido distribucional) 

donde no solamente aparece la extensibn R(E) de r(r1) para E E (0,A) , sin0 
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tambien la extension K(E) de  k(q) , en el espir i tu  de la Observacion 6.2. La zona 

pastosa s e  identifica con el interlor del conjunto (7 = U) (cuando no e s  vacio). 

En lugar d e  12.16) la ecuacibn debil t iene ahora la forma 

-
as? . ( o , ~ )  n 

para cada funcion @ en  la clase e n  s u  tiempo d e s c r ~ p t a  y con el mismo s~gni f icado de  

E,, y B,, pero con la hipbtesis (provisional) 

medida d A  subconjunto d& a22 :< (OPT) en que 0 = Bc es  cero. (6.7) 

El papel de  la hipotesis i6.7) s e r i  c lero m i s  adelante. Su origen c s t i  e n  el hecho 

que  la lnfluencia de  G8, T 0 no s e  limita a la aparicion de un termino en la 

ecuacion (6.6), s ino que  gobierna lo evolucion de  la enernia cn lus zonas pastosas, 

produciendo efec tos  impcjrtantes en el borde. 

Volveremos pronto a i lus t ra r  e s t e  concepto y vercnlos q u i  cambia en (6.6) s i  no 

s e  hace la hipotesis (6.7). 

OBSERVAClON 6.3. De ahora en adelante las  funciones K(E) y R(E) s e r i n  

deflnidas para E E [O,Al como interpolaclones lincales en t r e  s u s  valores  extremes. 

AS^ 

K(E) = ks t aE , O < E -r: h , a =-(kL - ks) / A. (6.8) 

R E )  = r(0-j-t o.,E ,O --, E <: h , a = ( r i ~ + j- ri0-1) !A. (6.9) 

7. LA ECUACION PARA LA ENERGIA Y L A S  CONDIClONES EN EL BORDE FIJO. 

Refiriendose directamente a1 caso unidimensional, la ecuacibn de  evolucion de  E 

en M tlcne la forma 

E t  - L K(E) @(XI Is = R(E) , 
q u e  naturalmente s e  reduce a (3.2) cuando OC = constantc. 

Utilizando (6.81, (6.9) s e  llego a la ecuacion lineal de primer orden 

Et - u &(XI Ex = (kS r aE) O':(S~ + R(O) + u,E. (7.2) 

La pendiente de  las  c u r v e s  caracter is t icas  define una velocidad local de  

propagation 

v5i>;i = -a &(XI , (7.3) 

debida a la accion conjunta de  la distribucibn no uniforme d e  8 ,  y de  UE). 

La c u r v a t u r a  del perfil d e  8, , es decir b'.: , actua sobre el sistema como una 
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fuente de calor, lo que  s e  explica facilmente en terminos de balance de energia. 

Mirando la ecuacion (7.2) se comprende que e s  precis0 tener cuidado con 10s 

datos en el borde cuando 8 = bc en algbn intervalo de tiempo. Sea Q = 0 y 

sea por ejemplo 8(0,t) = Oc(0) para t en algun intervalo no vacio (t',tU). 

Distingamos dos casos: 

(1) v,(O) l0 , 
(11) v,(O) > 0 . 

En el primer caso las lineas caracteristicas de 7 . 2  alcanzan el conjunto (01 

,%:. (tl,t") , subiendo en la direccion temporal. Por consecuencia el valor de E(0,t) 

para cada t en (t',tU) proviene de la inteyracion de (7.2) a lo largo de la linea 

caracteristica correspondiente (a partir de alguna condicion inicial). Caso particular: 

s i  v,(O) = 0 el rnisrno borde x = 0 e s  una caracteristica y (7.2) s e  integra 

inmedia tamen te. 

En cambio, s i  v,,(O) > 0 las curvas  caracteristicas de (7.2) salen de 10s 

puntos de (01 ;x: (t',tU) y van subiendo en la direccion temporal. Entonces E(O,t) 

en (t',t") 'debe se r  un dato  del problema y funciona como valor inicial para la 

integracion de (7.2). 

Ahora podemos precisar la definition de solucibn dkbil cuando la condicibn (6.7) 

no es  satisfecha: 

s i  v,(O) < 0 , el dato 8(0,t) = 0,(0) e s  suficiente, 

si  v,(O) > 0 , ademis de 8(0,t) = 0,:(0) e s  necesario conocer E(0,t) C [O,hl. 

En el segundo caso para hacer aparecer el da to  adicional E(O,t) en la 

formulacibn debil (6.6) s e  modifica el espacio de las funciones tes t  Q,  dejando la 

condicibn @(O,t) = 0 en (t1,t"). Entonces a1 primer rniembro de  (6.6) s e  agrega el 

termino 

t"
1 61E(O,t)l $(O) @(O,t) dt. 


t' 


OBSERVAClON 7.1. (datos de Neumann). Cuando v,,(O) ,O el dato de Neumenn 

apropiado e s  Ex(O,t) = f ( t )  ( y  no Qx(0,t)). Si en algun intervalo (tl,t") ocurre la 

igualdad 0(0,t) = 8J0) , en es te  intervalo E(0,t) se encuentra integrando la ecuacion 

ordinaria 

E t  - K(E) 0':(0) f ( t )- R(E) + ~ ~ ( 0 )  = 0 

Despues OX(O,t) = Cf:(O) e n  (t ' ,tU) , mientras 8,(0,t) = &(0) + P1lE(O,t)1 f ( t )  , 
donde O(0.t) .F0,(0). 

Cuando v,,(O) < O e s  suficiente asignar Cfx(O,t). Si M t ~ e n e  una parte de 

f r ~ n t e r a  comun a (0) ,' (O,T), hsa e s  necesariamente incluida en el conjunto donde 

Bx(O,t) = K(O) y ademas e s  siempre posible calcular E(O,t). 

PI diferencia del caso del dato de Dirichlet, cuando s e  especifica el dato de 
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heumann el espacio de  las  funciones t e s t  no depende ni d e  la posible coincidencra de  

B(O,t) con 0,.(0) ni del signo de  v,,(O). 

Las condiciones de  f ron te ra  para la funcibn test @ son siempre pix,T) = i) , 
9xi0,t) = O (y @x(l , t )= O si se tiene el da to  d e  Xeumann tambikn para x - 1). 

Por  ejemplo el  termlno d e  f ron t e r a  en la ecuacibn dkbil q u e  contiene el da to  d e  

Neumann en x = 0 es 

8. 	 FORMULACION CLASICA PARA LA ENERCIA : CONDICIONES DE FRONTERA 

LIBRE. 

Queremos extender  10s resul tados del j3,B a1 caso d e  temperatura  de  cambio d e  

f a se  variable. 

En general, las condlclones de  f ron te ra  l ibre son (con 10s simbolos del i3,B) 

EM 	[ s - vO(s)I - kS [ 0' - O>(s) 1 = 0 ( S-M , (8.1)
X 

( A  - EM .) s - v~,(s)I+ kL 1 eL - a;(~) I = o ( L-M , 	 (8.3
?i 

donde fueron  usadas (6.8) y (7.3). 

Un prlmer resul tado srmple se obtiene cuando 0'; es constante,  uti l izando las 

mlsmas tecnlcas de  s3,B y tenlendo en cuents  q u e  tenemos (8.1) y iS .3 - en lugar d e  
' (3.9) y (3.15) y q u e  la ecuac i ln  de difusion en I n s  foses  L, S es 

V t  - k Vxx  = dr])+ k 0': (8.3) 

con 71 = 8 -- 8, y k = kL o k = kS , constantes.  

TEOKEMA 8.1. Si 0'; = cunstante s-iguen .uulicndo 10s resultados del Ten-rvmu 

3.1 -g del Teore,rr~a3.2 curr lus siyuie~rles suslitucimtrs: 

-	 en  lu hipotesis (*I R(O)- H ( O )  + kS 0'; 

-	 en Lu lripbtesis (**) R(h) - K(i) t kL 0'; 
-	 en lus desiguaidades (a),(a'), (b) s - s - uo(s). 

Si Cf'L no es cons tan te  en [O,l], examinemos brevemente e l  caso d e  una in te r fase  

S-M. 

De (8.11, es decir  

I\ 


siempre se tiene la implicacibn 



Para obtener otros resultados es necesario definir 10s conjuntos 

Es ficil probar que 


rlS = o .r i - vO(s)5 o para is(t),t)) c .A+ 

Y 

3 > 0 para is(t).t)) i A-
Y 


3 
Cuando x -= s(t) atraviesa A, (supuesto no vacio) estamos en el caso ds l  

Teorema S.1, es decir la condition (8.4) es del tipo de Stefan: 77S > 0 , s > v,. 
x 

Resumiendo, tenemos el 

TEOREMA112. Si r==..j(t) *para S ( r  < s ( t ) )  y ..Lf ( x > s ( t ) ) , I n s  

siylientes impl icacims suri ciertus ( se cxcluyen 20s puntos de  &Ir, 1: 

S - u , - , ( s ) > O  a ? . > u s  E" > 0 (p+&mo del tipo de  Stefan) . (8.8) 
f 


+
-
 con dnlos de Cauchy) y (s(t),t)C -4 . 
-4de7nhs 

i - j . 0 E'L l  = 0 .  (8.9') 

Demostracion. Solamente (8.8) neces~ta algun comentario. La implicaclbn es clara si 
.d 


(s(t1,t) E -A- A,-, . Si is(t),t) C .A+ , entonces de (8.4) 

Por lo tanto se puede integrar (7.2) hacia atrhs respecto a1 ticmpo, a partir de 

x = sit) , y v ~ s t oque el segundo m~embro de (7.2) es pos~tivo cerca de s = sit) , se 

encientra E(s,t) < 0 en M. Luego es absurd0 suponer que 7' = 0 . 0 
x 

Para la interfase L-M vale un teorema analogo, dcfin~endo 


B+ - { (x,tj E i0,l) x. (0 .~1: R(U 7 rLB% > o , , 

B- = ( ix , t )  E (0.1) . (0,T): R(A) + kL 0% i.0 1 ,  


B, = ( ix,t) (0.1) , (0.T) : R(Xj - kL 8': = 0 ). 


7' 
rr,cs) i = 0 (pr&ma (8.9)

.r 

TEOREMA 8.3. Si x = d l )  =para L ( z- < d t )  y iC.1 ( z > s(t) , lus 

sigu.it?~itesi m p l i c a c b u s  son ciertas de a&,)(se eduyen los ~ L L ~ L ~ O S  : 



S - %(s) 0 vL = 0 (problem um d a t o s  de Cauchy) y (s(t),t) E B-. (8.11) 
z 

~ d e r r h s  

e - v o ( s ) < o  + = A  . (8.11'1 

OBSERVACION 8.1. Los resultados obtenidos se pueden definir en manera 

independiente de la posicibn reletiva de S y M o de L y M , introduciendo la 

velocidad w = s - v,(s) , es decir la velocidad del f rente  interfase relativa a la 

velocidad local de propagacion de la energia. Entonces se nota que: 

(i) 	 s i  w esta dirigida en el sentido de la zona pastosa (expansion relativa de la 

fase pure) la condicion de frontera libre es  'del tip0 de Stefan; 

(ii) 	 en el caso opuesto (no contraccibn relativa de la zona pastosa) la condicion de 

frontera libre es del tip0 de Cauchy. 

9. RESOLUCION DE UN PROBLEMA PARTICULAR 

Queremos estudiar  un problema particular con temperatura de cambio de fase 

dependiente de x. Entre  o t ras  cosas, opinamos interesante mostrar mediante este 

ejemplo que cuando VQc F 0 una zona pastosa puede formarse espontineamente, sin 

la contribucion de fuentes de calor. 

A. 	 Planteo del problema ( Prob lem P I. 
Se buscan las incognitas x = o( t )  (frontera M-S) , x = At) (frontera L-M) , 

E(x,t) (energia) en el es t ra to  O < x < 1 , suponiendo 

0 , = - l + x 2 ,  (9.1) 

RtE) = 0 , (9.2) 

kL ', kS constantes y K(E) definida por (6.8) , 

OBSERVACION 9.1. La eleccion de kJc(x) , de la temperatura inicial y de 10s datos 

en el borde es tal que 

(i) 	 para t = 0 el sistema s e  halla en el estado solido, 

(ii) 	 para x = 1 el sistema queda en el estado solido, 



(iii) el calor 	es conducido hacia la pared x = 0 , donde la temperatura inicial es la 

del cambio de fase, 

(iv) el aumento de energia 	en x = 0 no puede producir inmediatarnente un aumento 

de temperatura, pero antes que posiblemente nazca una fase liquida se  espera la 

aparicibn de una zona pastosa. 

Naturalmente mucho de lo que vamos a demostrar acerca del problema (P)s e r i  

valido para todas aquellas situaciones que conservan 10s mismos caracteres bisicos 

( eJ: > o , eye) = e,(o,o) = o , e(o,o) = e,(o) , e(x,o) < e,(x) , o(l,t) <; e,(i) , etc.) 

9. A d i s i s  8 priori de I8 regi6n &lida. 

Sup6ngase que el Problema P tenga una solucibn en algbn intervalo de tiempo 

(O,To). Estudiemos la estructura de la regibn S, teniendo presente la Obs. 9.1. Acerca 

del punto (iv) temmos el 

LEMA 9.1. Hay una f,uncwn d t )  2 0 t a l q u e  

s = ( ( ~ t ) : ~ ( t ) < ~ <1 ,  	O < t < T i , )  

.y que u(t) f O en cualqzrkr en twno  de t = 0. 

Demostracibn. 

Es muy ficil  controlar que no hay ningin intervalo (O,tl) tal que O(x,t) < ec(x) 

en el rectangulo (0,l) i(r (O,tl). 

Por eso, procediendo de x - 1 hacia x = 0 se  encuentra una curva x = d t )  

con las siguien tes propiedades: 

~ ( 0 )= 0 , d t )  < 1 y d t )  + 0 en todo entorno de t = 0 , 
e(x,t) < eC(x), 	 o ( ~ ) < x < I ,  o < ~ < T ~ ,  

e(~(t) , t )= ec(0(t)) , 	 o < t < T,. 
Entonces, la prueba del Lema se reduce a demostrar que no hay otra componente 

de S. 

En S y en L el resto fl = 0 - Oc satisface la ecuacibn 

vt  - k vxx = k 0'6 > 0 .  	 (9.7) 

( donde k represent8 kS o kL ). 

Sup6ngase que sea fl < 0 en alguna regi6n S, definida por 

0 < u1(t) < x < v2(t) < ~ ( t ), 0 < t' < t < t" 5 To 
y que r7 = O en la frontera parabblica de S,. Aplicando el principio del miximo a 

(9.7) 	en S, se obtiene inmediatamente una contradiccibn. 

C ~ ~ l i s i s  	 paat-.a priori de la re&n 

Demostraremos que neceslrriamente se halla una zona pastosa y que por algun 

tiempo no hay una regibn liquida. 

0 
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LEMA 2 Existe t,-, E (O,Toj tul que 

-
H = { (.r,tj : tJ <: x < a ( t )  , 0 <. t c: t, itf. (9.8) 

D e m ~ s t r a c i ~ n .  

Antes que  nada demostraremos que  hay una componente de M contigua a S. La 

nsuacl6n de esto seria la existencia de una regi6n 

( : p(t) < x < a ( t )  , 0 < t < t! 1 Z L 
donde p(t) es alguna funcion no negativa y tal que  p(0) = 0. 

Si fuera  p(t) > 0 para t > 0 , por el Lema 9.1 x = p(t) seria necesarlamente 

una curva  interfase M-L y como tal, suave. ~ d e m i s ,  por el Teorema 8.3 se tiene 

j < vo(pj = -2ap ( siendo las rase M y L en el orden opuesto a1 del Teorema 8.3, 

hay  que invert ir  las deslgualdades ent re  S y v, ; despubs nbtese que  el conjunto 

B+ coincide con el  rectangulo (0,1);~(0,T,) ). Esta deslgualdad contrasta con la 

hlpotesis p(t) > 0 para t > 0. 

Luego, queda probar que la hipotesls p(tj  O en tamblen absurda. El asunto 

en que  s e  basa la prueba es el balance de energia en la regibn 

( (x,t) : 0 < x < u( t )  , 0 < t < to , 
que estamos suponiendo ocupada por la fase liquida. Integrando (9.7) sobre esta 

r e g ~ o n  s e  obtiene (con claros simbolos) 

De la c o n d i c i h  de Stefan en x = u(t) viene 

y, visto que  8',(a) = 20  , la desigueldad obtenida no puede ser cierta,  como se 

verif ica tomando t bastante pequeiio. 

El mismo argument0 s e  aplica en cada lntervalo it',tU) 11(O,To) en e l  cual 

a i t )  > 0 , u(t') = 0 ( recuerdese que hosta ahora no s e  mostro ninguna propiedad 

de la curva  x = a(t), ni tampoco que  a ( t )  > O pare t > O ). 

Lo que obtuvlmos haste e s t e  punto es  que verdaderamente hay una componente 

de M adyacente n S. Podemos ahora demostrar que  esa componente es precisamente 

n. 
Si s e  supone lo contrario, entonces hay dos fronteras x = p,(t) , x = p,it) , 

p,(O) = p,(O) , p,(t) < p,(t) < u( t )  que  delimitan una componente de  L. 

CJtilizando la misma tecnica que antes, s e  prueba p,(t) = 0. 

En la relacion con p r ( t )  notemos que  la correspondiente condicibn de frontera 

libre es  (8.2). es decir 

Ye que  (9.9) e s  todavie cierta,  reempl&endo u con p, se  llepa a la desigualdad 
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Cuando t - 0 , EM - 0 y el tkrmino principal es -h pdt) , siendo todo el 

resto infinithsimo de orden superior. Por lo tanto es absurd0 suponer p2(t) > 0. 
AS; se concluye la demostracibn del Lema 9.2. 

D. Teorema de existencia para la regibn S. 

El problema en S se puede plantear como el srguiente problema de frontera libre 

a una fase. Encontrar el par o (en la conocida c l u e  de funciones) y el tiempo 

T > 0 tales que (9.7) sea satisfecha para o(t) < x < 1 , 0 < t < T y que Sean 

verificadas las condiciones (9.31, (9.41, (9.5) y las condiciones de frontera libre 

Il(o(t),t) = 0 , (9.1 1) 

Ilx(o(t),t) = 0 , cuando b(t) 2 v,(o(t)) = -3a dt) ,  (9.13) 

EM 
. [ u(t) - vo(o(t),t) 1 = kS VX(u(t),t),cuando u(t) < vo(o(t)). (9.12') 

Por el momento limitimosnos a1 probleme con las condiciones (9.11), (9.12) s i n  

considerar ningGn vinculo sobre dt) .  

LEMA 93. El p r o b l e m  de frtmtera W e  pa ra  kc ecuacwn 

Ilt - kS qxx = kS 0': d t )  < z < 1 9 0 < t 9 

con las condiciones V(x,O) = - f- z2, m1,t) = -- 2 y las d i c i o n e s :  de f rontera 

Zibre q = qz = 0 pa r a  x = u(t) tiene una y d o  uw s o l d n  g2oba2. 

Demostracibn. 

Ponlendo r = kS t , Z(X,T) = Vt(x,7/kS) / (2kS) , S(T)  - o(7/kS) , el 

problema estudiado se transforma en 

zxx- Z7 = 0 , 6 ( 7 ) < X < l ,  7 > 0 ,  

s(0) = 0 , 
Z(x,O) = !, O < x < l ,  

2(1,7) = 0 , 7 > 0 ,  

Z(s(7),7) = 0 7 > 0 ,  

ZX(s(r),r)= s(r), 7 > 0 . 
La solucibn I ]  del problema original Ire halla invirtiendo la transformackn, 8s 

decir 

El par (s.2) satisface un problema del tip0 "fus~ba de &lido aobrecaieatado" 

(54,C) en un caso claramente comprendido e n  el Twrenra 4.4 (existencia y uaiciddX 

Para mostrar que la solucrbn es global exploteabos 10s hechos siguientss: 

(i) H > 0 (consecuencia del principio dsl miximo fuerte). 

(ii) 0 < S(T) < 1 para T cualquieraaigue de la integracibn de (1 - x) (Zxx - Z 7 b 0  
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que lleva a la igualdad 

1. 

de donde, siendo Z una funcibn acotada, s e  deduce que  s(7) nunca puede tender 

a 1. 

(iii) S(7) 	 queda acotado para cada 7 : en efecto, se halla demostrado en [FP61que s i  

lim- - ~ ( 7 )= +a0 
7 4 1 0  

para alghn 7, finito, el punto (u(rO),ro) pertenece a la cu rva  de nivel Z = 1 

que  no existe  en nuestro caso, siendo 0 I; Z 5 por el principio del maximo. O 

OBSERVAClON 9.2. La discontinuidad de Z en el  origen produce una singularidad 

de is, es decir 

lim s(t)= +a . 
t -- 0+ 

Ahora podemos volver  a la cuestibn principal, demostrando el teorema de 

existencia para la regibn S. 

Recordamos que  la constante a es definida por (5.8). 

TEOREMA 9.1. C w n &  a 2 0 ( kL 2 kS 1, el par (0.r)) represents lu sducwn 

buscada para la r&n S hasta que la frontera x = u(t) es alcunuzda por la 

(eventual) frontera x = p ( t )  entre L y M. 

Cuando a < 0 ( kL < ks 1, la sduchn obtenida en el Lrnaa 9.3 no puede 

satisf acer por un 	 tiempo incie finido el vincrclo u ;r uo(u) , es dpcir hay un 
-

tienapo T para ei cual e5 necesario pasar de la umdicibn de frontera libre 

(9.12) a la condicwn (9.12') (si no se ven'fica antes el cdapso de la m a  pastosa). 

OBSERVAClON 9.3. Hasta ahora no dijimos nada acerca de la formacibn de la fase  

liquida. Se  v e r i  mas adelante que  la fase  liquida va  a nacer despuis  de un cierto 

tiempo y que  la zona pastosa colapsa en un tiempo finito. 

OBSERVACION 9.4. 	 La drscusibn desarrolleda en el  Cap. 7 sobre las cond~ciones de 

frontera f i ja  muestra que  no hay que  dar el valor de E(O,t), a pesar de la igualdad 

8(0,t) = Bc(O,t) , porque v,(O) = 0. 

Demostrac i~n d A  Teorema 9,. 

La prlmera afirmcrcibn del Teorema slgue del Teorema 8.2 (y Obs. 8-11, 

observando que  s i  a 2 O se tiene v,(x) = - 2 a x  5 O en (0,1), mientras u ( t )  > 0 

para t > 0 , de donde u > vo(u) (expansibn relativa de la zona pastosa). 

En el caso a < 0 es cierto que  la mrsma situacibn s e  presenta durante un 
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tiempo bastante pequeiio como 'consecuencia de (9.13). Demostremos que 

necesariarnente se realiza la inversibn del signo de la telocidad relativa u - vo(u) 

para algbn tiempo finito T. 
En efecto, de (i) sigue la existencia de lim u(t)  = a, 2 1 , y por eso 

t - b S  
lim inf &(t) = 0 , implicando la existencia de un primer instante tal que u(T)= 
t -= 

v,(u(T)) (la funcibn v,(u(t)) es creciente con t). 

OBSERVACION 9.5. Del comportamiento asintotico de a(t) se deduce muy 

ficilmente que lim Z(x,t) = Se puede ahora deducir 0 , uniformemente en ( 0 , ~ ~ ) .  
t - a c  

de (ii) el valor de a=, simplemente eliminando la integral 

0.. = 1 - 1/dT 

OBSERVACION 9.6. (unicidad). No se puede bifurcar del origen otra soluci&n, pues 

deberia ser una solucibn tal que d t )  < v,(u) ,contradiciendo u(t)  > 0. 

OBSERVACION 9.7. No dlscutiremos el caso de invershn de la veloc~dad relat~va. 

Un caso parecido se halla tratado en [DUI, donde se  estudia un problema con doble 

inversion, mostrando que la segunda inversibn produce una discontinuidad de E en 

M. 

E. 	 Teorema de exietencia para la regi6n M. 

La ecuaclbn para E(x,t) es, recordando (7.21, (9.11, (9.21, 

Et - 3us Ex E. 2 ( kS + aE 1 ,  (9.15) 

que se puede integrar con la condicih 

E(o(t),t) = 0 , (9.16) 

para U < t < To,donde 1" - +oc si a 2 O y T' = 
-
T SI a < 0 . 

La solucion E(x,tj tiene la representacibn paramitrica 

x = u(7) exp[-2a (t-r)] , (9.17) 

E = ( k S / a )  [ exp 2a (t-r) - 1 1 ,  si a i l ,  (9,183 

E = 2kS (t-7) , si a = 0 ( kL = kS ) . (9.18') 

X S ~se define una regi6n M' (que ve a contener MI, en la cual 0 < E < h , 
que se halla acotada por x = ~ ( t )Y par 

(a) 	 la curva caracteristica de (9.15) que sale del origen, es dscn x = 0 , en el 

Interval0 	 [O,TA], donde (por (6.8)) 

TA= (2a)-' In( kL/kS 1 si a r. 0 , (9.19) 

T A= h/(2kS) si a = O ,  (9.19') 

(b) 	 la curva de nivel E(x,t) = h 
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x = a ( t - h/(3kS) ) si  a = 0 ,  (9.20') 

(c) (si a <= 0) la caracteristica de (9.15) pasante por (u(Tj,T) 

x = u(T) exp [ -2a (t-7) I , t > T .  (9.2 1) 

Se puede expresar E en terminos de x, t s i  7 es explicitable de (9.171, es 

decir hasta cuando u(t) -1- 2a o(t) > 0 , que e s  precisamente la condicion bajo la 

cual la soluci6n (u,rl) en S tiene sentido fisico, o sea t < T*. 

Concluimos enunciando el 

TEOREMA 9.2. La funcibn E(z,t) se puede calcular ( formalmente)  en u n u  

regibn que se h d a  arriba de la f r o n t e r a  x = u(t)  , t < T'. 

OBSERVAClON 9.8. La region pastosa M sera m & s  pequeiia que M', per0 en la parte  

comun el  valor calculado de E(x,t) es el fisico. El conoclmiento de E en M* s i rve  

para plantear el  problema en la fase liquidas 

F. El teoremu de existencia para la regibn L. 

Se busca la soluci6n (p,r7) del problema siguiente 

v t  - kL vxx = kL 9'; o < x < d t j ,  TX< t -:.T- , 
p(TA)= 0 , 
qX(O,t) = 0 , T X < t < T O s  

V(p(t),t) = 0 , T x < t < T , ,  

kL Vr(p(t),t) = -L h - ~ ( p ( t ) + , i )I I P(t) - ~ , ( p ( t ) )I, TA< t < T,:, . 
En efecto, Vx(p(t),t) < 0 por el  princlplo del miximo fue r t e  y por lo tanto 

nunca puede ser R 5 v,(p) ( lo que  implicorio qx(p,tj = 0 1. 

En el esquema de arr iba la funcibn E(s,t)  9s conocida y el valor, ideal de To 
seria el eventual  tiempo de colapso de lo zona pastosa. Sin embargo, el resultado de 

IFP41 no da una estima tan precisa de  To : 

TEOREMA 9.3. Hay .unay &lo unu d u c i b n  (@,TI) que describe lu evducwn de 

la fuse 1iqlrid.a en alg&nintervcJo (TA,T,j). 

Demostracibn (resumen). 

La demostracibn es muy large. La mayor dificultad viene de la degeneracibn de 

la condiclbn de frontera libre para t = Th ( E(O,TX) =. X j. Como ya vimos en 

casos similares, la idea b k l c a  es la construccio~i  de una sucesion de soluciones 

aproximadas, obtenida reemplazando p(TXj.= 0 con pr,(TA)= c ~ ,, siendo (c,.) una 

sucesibn decreciente a ccro. Despues s e  prueba que  las funciones estan~ ~ ( t )  

definidrs en un interval0 coniun T T y forman unu sucesi6n no  creciente y que 

por eso tiene un liniite p(t). 

Se verifica que  esta cu rva  limite e s t i  a la derecho de la curva  de nivel E = h (es 

decir, atraviesa la reglon M') y que  la convergenclo de  la suceslbn (pn) es 



uniforme. Despuds se calcula la solucion ?7 del problema de conduccibn en 0 < x < 
p(t) , TA< t < To y s e  controla que 17 sea el limite uniforme de las soluciones 

aproximadas qn. Finalmente para concluir la demostracion se definen las funciones 

mediante las cuales la condicibn de frontera libre s e  escribe 

= AA(P,~)+ M(P,~).kL "(P*~) dt 

Con mdtodos estandard se  demuestra que (9.22) es equivalente (si p(t) es 

Lipschitz) a la igualdad 

Utilizando (9.23) para las so luc iom aproxi~rodasy pasando a1 liwite se  obtiene 

que el par (p,V) es la solucibn buscada. 

Los detalles se  hallan en [FP41. 

G. Comportamiento asint6tico. 

No investigamos el desarrollo sucesivo de las fronteras x = c(t) y x = p(t). 

Sin embargo, se puede decir algo acerca del comportaaniento a1 infinito, refirikndose 

a1 caso a 2 0 en el cual se  sabe que la regi6n M* se  extiende a1 infinito. 

TEOREMA 9.1. La zona pastosa desaparece en un t k m p  f inito. 

Demostrac~bn. 

Si el teorema fuese falso existirian 10s limites p- ,0.. de p y cr para t - ao 

(recuirdese que p > 0 , u > 0 1. ~ d e m h so- (Q/kL) 5; p- 5; 0-. 

En 18 fase solida 0 -.-- 2 'I en la fase iiquida 0 -. Oc(p-) = -1 + pm2. 

Visto que la frontera x= a( t )  es suave, la energia E(x,t) cs tambiin suave 

y esta propiedad se t rksmi te  a la frontere x -- p(t). Luego b(t) , y por 

consecuencia Bx(P(t),t) , tienden a cero para t -. ao. 

Entonces, tomando el limite en la condicibn de frontera libre (8.21, se encuentra 

-2 po. K ( L )  = O ,que es absurdo. 

Como corolario se  tiene que la soluci6n asintotica es la solucibn estacionaria be1 

problema de Stefan correspondiente a la temperatura limite 8 = --:.. Por lo tanto 
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el limite de la frontera liquid0 - sblido es la raiz de Oc(x) = - 1 , es  decir 

su = 1 / 6 . 
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