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PREFACIO.

Dado el notable desarrollo que el tema ha experimentado en los (1timos afios ( ver
Anexo I ), el Programa de Matemdtica Pura y Aplicada de Rosarnio, PROMAR ( CONICET -
UNR ), que se desarrolla en el Instituto de Matemdtica "Beppo Levi", emprendib, a tra
vés del proyecto de investigacibén y desarrollo "Probfemas de Frontera Libre de La Fi-
s{ca Matemdtica", la organizacibén del interdisciplinario.Seminaric sobre el problema
de Stegan y sus Aplicaciones, realizado en la ciudad de Rosario ( Argentina ) durante
el periodo del 13 al 17 de octubre de 1986.

El Comité Organizador estuvo compuesto por H. R. BERTORELLO ( FAMAF, Cérdoba ),
J. E. BOUILLET ( 1AM - UNBA, Buenos Aires ), E. A. GARCIA ( CNEA, Buenos Aires ), D A.
TARZIA ( PROMAR, Rosario ) y L. T. VILLA ( UNSa, Salta ).

La Secretaria estuvo a cargo de G. G. GARGUICHEVICH, P. R. MARANGINIC, S. REYES,
M. C. SANZIEL ( Coordinadora ), C. 0. STOICO, A. L. TAIANA, todos del PROMAR.

Este Seminario, y la presente publicacién, han sido realizados, en parte, gracias
a subsidios que a tal efecto otorgd el CONICET. Ademis se contdé con la ayuda de las
siguientes Institucionnes Auspiciantes:

AMCA - Asociacién Argentina de Mecinica Computacional,

CAMAT - Comité Argentino de Transferencia de Calor,

CERIDER - Centro Regional de Investigacién y Desarrollo de Rosario,
CONICET- Consejo Nacional de Investigaciones Cientificas y Técnicas,
CIINR - Consejo de Investigaciones de la Universidad Nacional de Rosario,
Depto. de Matemitica - Escuela de Ciencias Exactas y Naturales,

Depto. de Matemitica. ~ Escuela de Formaci6én Bisica ( FCEeI - UNR ),

FCEel - Facultad de Ciencias Exactas e Ingenieria ( UNR ),

Mmicipalidad de Rosario.

Ademis colaboraron las siguientes entidades:

CIDCA ( CIC- OONICET - UNLP ), La Plata,
CNEA, Buenos Aires,

Consulado de Italia en Rosario,
Embajada de Francia en Argentina,
FAMAF ( UNC ), Cérdoba,

IAM ( CONICET ), Buenos Aires,

INIQUI ( CONICET - UNSa ), Salta,

PEMA ( CONICET - UNL ), Santa Fe.

En el Seminario participaron 57 personas provenientes de 14 ciudades argentinas y
2 extranjeras.



Los objetivos del Seminario fueron:

1) Gestar un encuentro bianual de las personas y grupos que trabajan en el problema
de Stefan ( campio de fase ) en el pais, a fin de provocar wna Atil interacedién
entre los mismos.

2) No limitar el encuentro sblo a una reunibén de especialistas que se comunican las
{iltimas novedades en la materia, sino también, y muy especialmente, despertar cl
interés y el acercamiento de j6venes graduados en Matemitica, Fisica, Ingenieria
Quimica y ramas afines y, de esta manera, contribuir a la {oamacién de necursos
humanos .

Esta segunda edicién del Seminario estuvo constituida por cursillos intensivos
sobre los aspectos bisicos del tema y conferencias referidas a las aplicaciones ( ver
Anexo 11 ). En afios sucesivos, los cursillos versarin sobre aspectos mis espccificos
y complejos, ya sea desde un punto de vista tebrico o numéricos ( no tratados en Semi
narios anteriores ) y los principios tebricos ir4n, paulatinamente, dando lugar a las
aplicaciones.

Para finalizar, quiero dejar constancia de mi sincero agradecimiento a los profc
sores encargados de la redaccibén de estas notas como asimismo a todas aquellas perso-
nas e Instituciones que de una manera u otra han colaborado para el éxito del Semina-
rio.

Domingo Alberto TARZIA.
Rosario, Abril 1987.



ANEXO |I.
i Qué es el problema de Stefan ?

El problems de Stefan cstudia la temperatura cn el cspacio ocupado por dos fascs
de un cuerpo, generalmente una fase s6lida y una liquida ( ejemplo: hielo y agua en
procesos de fusién o solidificacién ). Las funciones que representan las temperaturas
de las dos fases satisfacen las correspondientes ecuaciones del calor. La superficie
de separacibn, que puede variar en el tiempo y que se encuentra a temperatura constan
te, es una inebgnita suplementaria del problema sobre la cual existe uma éondicibén que
surge del principio de conservacién de la energia. '

El interés y la dificultad del problema se debe a la presencia de dicha superfi-
cie de separaciébn entre las fases, a la cual se la llama la {rontera Libre del pro-
blema, cuya determinacién es de fundamental importancia en la practica.

En las mGltiples apficaciones del problema de Stefan se pueden mencionar: Proble-
mas con cambio de fase, solidificacién de aleaciones binarias, oxidacibén del zirconio
y fusién del diéxido de uranio en reactores nucleares en caso de accidentes, almacena
miento de energia térmica de origen solar por cambio de fase, problema de colada con-
tinua ( solidificacién de metales ), solidificacién del pavimento, problemas de con-
trol 6ptimo, procesos de ablacién térmica, solidificacién de la corteza terrestre,
etc.

Por todo ello, este problema ha concitado en los filtimos afios el interés de mate-
miticos, fisicos, quimicos e ingenieros de todo el mmdo, lo que ha redundado en un
importante desarrollo del tema. Es asi que se presentan trabajos en Congresos de Mate
mitica ( sobre Ecuaciones Diferenciales, Anilisis Funcional, Andlisis Numérico, Mate-
mitica Aplicada ), Fisica, Transferencia del Calor y Materia, etc., y se realizan nume-
rosas publicaciones en mis de 150 revistas especializadas en dichas disciplinas. Para
mayores detalles pueden verse las publicaciones de los siguientes simposios interna-
cionales sobre problemas de frontera libre:

i) J. R. OCKENDON-W. R. HODGHINS ( Eds. ), "Moving boundary probfems .in heat fLow
and diffusion”, Clarendon Press, Oxford (1975).

ii) D. G. WILSON-A. D. SOLOMON-P.T. BOGGS ( Eds.), "Moving boundary probfems", Acade
mic Press, New York, (1978).

iii) E. MAGENES ( Ed. ), "Free boundary probfems”, Vol. I, II, Istituto Nazionale di
Alta Matematica, Roma (1980).

iv) J. ALBRECHT-L. COLLATZ-K. H. HOFFMANN ( Eds.), "Numernical trneatment of gree bounda-
ny value probLems”, ISNM N° S8, Birkhatiser Verlag, Basel (1982).

v)  A. FASANO-M. PRIMICERIO ( Eds. ), "Free boundary problems: Theory and applica -
Lions", Vol. I, II, Research Notes in Math. N° 79, 80, Pitman, London (1983).

vi) A. BOSSAVIT-A. DAMLAMIAN-M. FREMOND ( Eds. ), "Free boundary problems: Applica-
Lions and theony", Vol. 111, IV, Research Notes in Math. N° 120, 121, Pitman,
London (1985).

vii) M. NIEZGODKA-I. PAWLOV ( Eds. ), "Recent advances in f§ree boundary probfems",
Control and Cybernetics, 14 N° 1-3 (19895).

viii) A. FASANO-M. PRIMICERIO ( Eds. ), "Nonlinear diffusion problems", Lecture Notes
in Math. N° 1224, Springer Verlag, Berlin (1986).

Ademis puede consultarse una extensa bibliografia con.m&s de 2300 referencias so-
bre problemas de frontera libre para la ecuacibén del calor y en particular sobre el
problema de Stefan en: D. A. TARZIA, "A b.ibliography on moving-gree boundary probfems
gor the heat-diffusion equation. The Stefan ProbLem", To appear.



ANEXO II.

CONTENIDO DEL SEMINARIO.

CURSO ( en CUADERNOS N° 13 ):

C) A. FASANO, "Las zonas pastosas en el problema de Stegan", ( 4.30 horas ).

CURSILLOS ( en CUADERNOS N° 14):

Cl) D. A. TARZIA, "Estudios tednicos bdsicos en el problema de Stegan Unidimensio -
nal a dos g§ases", ( 1.15 horas ).

C2)

o

. A. TARZIA, "EL paoblema de Stefan multidimensional a una gase", ( 3 horas ).

ol

C3) L. T. VILLA, "la ecuacibn de La difusidén y su aplicacifn a problemas de §ronte

ra Libne”, (3 horas ).

C4) H. BERTORELLO, "Teamodindmica def cambio de gase con aplicacibn a thansgormacic
nes s6Lido - LLquido", ( 3 horas ).

C5) J. E. BOUILLET, "Comparacién de soluciones de ecuaciones parabéficas", ( 3 ho-
ras ).

CONFRERENCIAS GENERALES ( en CUADERNOS N° 14 ):

CGl) P. R. MARANGUNIC, "D.istrnibuciones y espacios de Sobolev”, ( 1.30 horas ).
CGZ) E. ZARANTONELLO, "la teorla espectral cénica", ( 1.15 horas ).

CG3) G. G. GARGUICHEVICH, "las 4inecuaciones variacionales elipticas", ( 1.15 horas ).

CONFERENCIAS DE APLICACION ( en CUADERNOS N° 14 ):

CAl) N. AGUILERA, "EL método de ALt para el problema def dique poroso”, ( 1.30 ho-
ras ).

CAZ) R. H. MASCHERONI, "EL problema de Stefan y La congefacién y descongefacibn de a
Limentos", ( 1.15 horas ).

CA3) E. A. GARCIA, "Interaccién del U0, con zircalloy a alta temperatuna”, ( 1.15 ho-
ras ). '

CA4) M. SOLARI, "Procesos de solidificacién de metales y aleaciones”", ( 1.15 horas ).
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1. INTRODUCION

En los procesos de cambio de fase las "zonas pastosas” (una traduccion
aproximada del termino ingles "mushy region”) se pueden definir como regiones
(de medida no nula) con temperatura igual a |la temperatura de cambio de fase y
"energia” intermedia entre los valores que definen (a la misma temperatura) los
estados extremos de la tramsicion (liquido y solido).

Esta definicion se refiere a un esquema muy simplificado como el de Stefan, en
-el cual se supone la existencia de una temperatura de cambio de fase constante y la
posibilidad de definir el estado termodinamico del sistema mediante una sola variable
(la "energia™).

La Parte | de este curso se propone tratar algunas ideas basicas en este
contexto, mostrando como se define una solucion clasica en presencia de zonas
pastosas, como se puede prever la aparicion de una zona pastosa y como se
demuestra la existencia de dicha solucion.

La Parte Il ilustra el caso de temperatura de cambio de fase dependiente en
manera conocida de las variables espaciales (que tiene mucho que ver con el
comportamiento de las aleaciones binarias). Su p-rincipal finalidad sera mostrar
como la estructura matematica del problema se complica , especialmente en relacion
con la evolucion de la zona pastosa en donde se instaura un complejo proceso de
transporte de energia.

Las propiedades mas interesantes seran aclaradas estudiando un problema
particular.

Quiero advertir que no se pretende aqui hacer la historia del problema del
cambio de fase con zonas pastosas, ni tampoco su desarrollo completo, porque a
pesar de su apariencia muy especifica, hay wuna literatura muy amplia y
ramificada sobre este asunto.

Por ejemplo no se hara el analisis de las posibles singularidades de la
frontera entre una region pastosa y una fase pura. Algunos resultados en este
sentido se hallan en {HN1,2], donde se estudian tambien soluciones autosemejantes
(soluciones particulares fueron encontradas en [SWA]). Otra amplia clase de
problemas que seria muy interesante discutir es la de los modelos de cambio de
fase que describen la fase intermedia como una mezcla de liquido y solido
segun alguna ley termodinamica (todavia al nivel macroscopico) que expresa
el promedio de wuna situacion microscopica (formacion de dendritas). En
funcion de esos modelos se puede interpretar el sobreenfriamiento en un proceso
de solidificacion y su dependencia de la dinamica general del sistema.

Naturalmente no se puede usar solo una incognita para estudiar la evolucion del


http:(HN1.21

11
sistema. En [C], [CF] las incognitas son la temperatura y un apropiado potencial
termodinamico, que satisfacen un sistema de dos ecuaciones parabolicas. En [FP8]
se usan la temperatura y la fraccion de solido y el modelo consiste en una
ecuacion parabolica (balance de energia) y una ecuacion diferencial ordinaria no
lineal y degenerada, que describe la evolucion de la fraccion de solido.

La exigencia de mantener el curso entre limites razonables nos impide
dedicar a este asunto una tercera parte.
Una gula muy util para la bibliografia es el trabajo [T1l). Recuerdo

ademas el articulo de revision [CO)
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PARTE I. ZONAS PASTOSAS ISOTERMICAS

2. EL CONCEPTO DE ZONA PASTOSA EN EL PROBLEMA DE STEFAN

Para introducir el concepto de zona pastosa en un proceso de cambio de fase,
una manera muy natural es comparari la formulacion clasica del problema de
Stefan con su formulacion debil.

Se advierte al lector que en este primer estadio vamos a plantear una
formulacion clasica en la cual el concepto de "fase” no sera tratado en el sentido
tradicional (es decir basandose simplemente en el hecho que la temperatura
tome valores mayores o menores que la temperatura de cambio de fase). Esta
formulacion, que llamaremos formulacion clasica extendida, no necesariamente se
refiere a la fisica del cambio de fase (que siempre se define correctamente en la
formulacion debil).

Parece licito suponer que la formulacion usual del problema de Stefan (sin
zonas pastosas) es bien conocida, visto que fue ampliamente ilustrada en este
Seminario y en el anterior [T2]. La utilidad de la extension que vamos a
presentar sera comentada ampliamente, pero se puede anticipar que deriva
fundamentalmente de la siguiente observacion: si una fuente de calor actua sobre un
sistema sujeto a cambio de fase, el principio del maximo no permite controlar el

signo de la temperatura en cada fase, lo que induce a aclarar algunos hechos.

A. Extension de la formulacion clasica.

Sea Q un dominio en R" con frontera suave. El dominio en el cual vamos a
plantear nuestra formulacion es el cilindro 2 X (0,T). La formulacion se refiere al
caso de dos "fases”, es decir dos conjuntos abiertos L y S, LNS = O, separados
por una superficie basteante suave I' (la frontera libre) representable en la forma

d(x,t) =0 , Vo =0,
y tales que
LusS= X @OT)\T.

Las dos fases se llaman liquida (L) y solida (S), pero no basandose en el signo
del resto 6—0, (0 = temperatura, 6 = temperatura del cambio de fase, supuesta

constante). En cambio introducimos un "indice de fase” H(x,t) tal que

1 si (x,1)€L
H (x,t) { 0 si (k€S (2.1)
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lo que significa que es posible hallar puntos de L a temperatura 0 < 0. (liquido
sobreenfriado) o puntos de S a temperatura 8 > 0¢ '(sélido sobrecalentado). La
“energia” en un punto (x,t) sé define como
o(x,t)
E(x,t) = J c(Mm d7 + N H(x,t) (2.2)
Oc
donde A\ > 0 es el calor latente y c(8) es el calor especifico.
Para comprender el papel de H(x,t) en la formulacion es preciso considerar el
esquema completo.
En ambas fases se tiene que resolver en el sentido’clésico una ecuacion del tipo
( k(8) conductividad , r(8) fuente o sumidero de calor )
c(6) 8, = V(k(8) Vo) + r(0) (2.3)
con las condiciones usuales sobre los coeficientes (diferentes en cada fase). Las dos
ecuaciones estan acopladas sobre la frontera libre I' por las condiciones siguientes:

(i) continuidad de 8 y

0 =6, vi(xt)ET (2.4)
(ii) balance de energia (condicion de Stefan)
ﬁEnfv.ﬁ=u3.ﬁnf,v(x,t)er (2.5)

donde @ € R™ es el vector unitario normal a ' i (Q « {t}), V es la velocidad en

Q2 x {t) de la frontera libre y

1= —k Vs, (2.6)
1A = lim AlxD) — lim  Alx,0) 2.7
L (x,t)—'(xr,tr)él‘ (x,t)—o(xr,tr)tI‘
(x,t)ES (xrt)EL

(no precisamos aqui el grado de suavidad de 8, que es el usual). Es claro que

[[E]]SL = =\ (2.8)
y por eso (2.5) se escribe

A2k Ve wnSL : 2.9)
Aqul no tiene particular importancia discutir las condiciones sobre la frontera

fija 9€2 »x (0,T). Por el contrario es interesante examinar las condiciones iniciales.
Para t = 0 es necesario conocer los datos siguientes:

(a) la configuracion [, C Q de la frontera entre las fases,

(b) el indice de fase H(x,0) = H,(x) que define las fases iniciales de una parte y
de la otra de | PSS

(c) la temperatura 6(x,0) = 8,(x) en ambas fases.
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OBSERVACION 2.1. (Variacion del indice de fase). En este esquema la frontera libre

I' no es una superficie de nivel 0 = 0. cualquiera, sino solo la que se desarrolla a
partir de T,. Otras superficies @ = 0. pueden existir para t = 0 o tambien
aparecer posteriormente (posiblemente ramificandose de la frontera libre) por efecto
del termino r(0) en (2.3), pero no son lugares de cambio de fase, vale decir que a
traves de ellas son continuas no solamente 0, sino tambien E y V0. Se concluye
que en un punto (x,t) el ndice de fase H(x,t) cambia si y sglo si el punto es

atravesado por la frontera libre, sin referencia al signo de 6 — 6..

OBSERVACION 2.2. No es exacto mirar el esquema como un modelo de cambio de fase
con sobreenfrismiento o sobrecalentamiento. En efecto, es dificil pensar que estos
estados metaestables se desarrollen siguiendo una ley asi de simple. Ademas no hay
limitacion alguna en el esquema de los valores que 06 — 6. puede tomar en cada
fase sin que la fase cambie.

Por eso cuando en 2 < (0,T) hay regiones con un signo de 6 — 0. contrario
al de la fase correspondiente, diremos que el esqueme deja de representar el cambio

de fase.

Sin embargo el esqueme es interesante para nuestra finalidad por los siguientes
motivos:

() La aparicion para un cierto tiempo T° de una region sobreenfriada o sobreca-
lentada es un indice de que el proceso fisico va a desenvolverse en alguna
manera distinta y que por lo tanto se necesita pasar a una formulacion
diferente.

(1I) Hay problemas de frontera libre en una dimension espacial y en una fase que se
pueden reducir (bejo hipotesis apropiadss) & un problema de Stefan en el sentido
extendido descripto antes. En estas clase de problemas se hallian los problemas
con datos de Cauchy sobre la frontera libre (a veces llamados “"de tipo
implicito”) como por ejemplo el problema de la difusion-consumo de oxigeno. Este
ultimo problema tiene un papel fundamental en la teoria clasica que queremos

formular sobre las Zzonas pastosas y a el dedicaremos una seccion mas adelante.

En resumen, la formulacion clasica extendida del problema de Stefan hace
aparecer dos cantidades que definen el estado de! sistema en cada punto: la
temperatura y el indice de fase, definido por las condiciones iniciales y por la
dinamica de la frontera libre. (En realided generalmente no se puede probar la
existencia de una solucion global y habria una tercera incognita, es decir el tiempo
maximo de existencia).

El caso tradicional (signo correcto de 0 — 6. en cada fase) es un caso
particular en que el indice de fase, luego la energia, se encuentra definido solamente

por la temperstura. Sin embargo las incognitas siguen siendo dos: la temperatura y la
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frontera libre.
En el caso unidimensional el problema extendido fue estudiado en detalle en los
tres trabajos [FPl] y sucesivas generalizaciones (ecuaciones no lineales y

condiciones de frontera libre no lineales) se hallan en [FP2)L.

B. Formulacioa débil

La formulacion débil del problema de Stefan se basa en la hipotesis fundamental

mas correcto hablar de entalpia para procesos a presion constante).
Luego, es preciso que no se permita a 0 — 6. cambiar de signo sin realizar al
mismo tiempo un cambio de fase. Por consecuencia la definicion (2.2) de E se
sustituye con

]

E = I c(m dn + \ H(e—0.) (2.10)

0

donde ahora H no es simplemente un "indice de fase”, sino que tiene una estructura

mas complicada:

0, si 0<0.
H = o,1], si 0 = 0. (2.11)
1, si 0> 0.

es decir, es el grafo de Heaviside.
Si suponemos que tenemos dos fases reales (por asi decirlo) y definimos
0 = B(E) + 6. (2.12)
(funcion continua y tal que 8 = 0. para E € [OA) y

9

BO) = I k(n) dn , (2.13)
0e

B(E) = B(B(E)) , : (2.14)

se.puede ver facilmente que en cada caso la ecuacion (2.3) se escribe

SE _ AB(E) + R(E), (2.15)
donde R(E) coincide con r(9) para E & [O,\].

Multiplicando por funciones "test” ¢ € C®({? x [0,T]), nulas en £ x (T} vy
en 0f2 < [0,T], siguiendo un procedimiento bien conocido de integracion por partes
en cada fase y teniendo en cuenta las condiciones en la frontera libre, se llega a la

ecuacion
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T
] l [E ¢, + B(E) A¢p + R(E) ¢} dxdt + I Eo(x) o(x,0) dx =
0Q Q
(2.16)
- 8¢
= I Bo(x,t) Bnda dt,
302 > (0,T)

que debe ser satisfecha por E para cualquier funcion ¢ perteneciente a dicha
clase. En (2.16) E.(x) es el valor inicial de la energia y By(x,t) = B(Z(x,1)) , donde
Z(x,t) es la temperatura dada en el borde 92 x (0,T). El termino R(E) es ahora
una extension para E € [0,\] de la funcion r(B8(E)).

Ahora es natural definir una solucion E € L*(Q2 X (0,T)) de (2.16) como la
solucion debil del problema de Stefan.

Esto no es distinto que decir que la ecuacion diferencial (2.15) vale globalmente
en QX (b.T) en el sentido distribucional: se notara que hay una distribucion del
tipo "6 de Dirac” centrada sobre la frontera libre (si hay una frontera libre).

Luego, el sentido de (2.16) es el de un balance energetico que incluye la
absorcion y la emision de calor latente.

Aqul tenemos una sola incognita (la energia) y el papel de "frontera libre” es
asumdo por el conjunto N donde E(x,t) toma valores entre 0 y A (o equivalentemente
donde la temperatura es cero).

) Estas son todas diferencias importentes respecto al caso discutido antes, pero
hay otra diferencia, que (finalmente) introduce el concepto de zona pastosa: la
medida de N puede ser no cero . En tal caso se dira que el conjunto N es ocupado
por una zona pastosa.

Vale la pena recordar que se pueden calcular soluciones aproximadas de (2.15)
Suavizando 8 Yy B y que el procedimiento es convergente.

Se recuerda tambien que hay otras formas equivalentes de definir la solucién -

debil, pero aqui no se quiere discutir este aysunto.

C. La zona pastosa.

La primera formulacion debil del problema de Stefan es debida a
S.K.amenomostkaya (hoy S.Kamin) [K] y O.A.Olemnik [0}, y fue extensamente estudiada
por A.Friedman [Frl), [Fr2]. Desde entonces fue claro que la solucion debil podia
contener regiones de medida no nula a la temperatura del cambio dé fase, cuyo
estado era definido por el valor de la energia (su nombre entonces era "nubes”).

Naturalmente se intento probar la equivalencia de las formulaciones clasica y
debil en los casos usuales. En esta direccion fueron los trabajos [FPK] (caso
unidimensional), [M1] (en mas de una dimension) y tambien {RB). En [RB] se demuestra
que si no hay fuentes ni sumideros de calor, entonces la medida de la region pastosa

es una funcion no creciente del tiempo (luego, no hay. zonas pastosas en 2 < (0,T)
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si no las hay en 1 x {0)).

Otro resultado, digamos negativo, sobre las zonas pastosas es el de (M2]: bajo la
misma hipotesis R(E) = 0 (ni fuente ni sumidero) en el caso unidimensional la zona
pastosa va a desaparecer despues de un tiempo finito si la temperatura en el borde
gatisface algunas condiciones muy generales (el resultado prescinde de la distribucion
inicial de energia).

Por otro lado habria ejemplos que sugeririan una investigacion en la direccion
opuesta, es decir estudiar como se producen las zonas bastosas (por ejemplo por
efecto de una fuente de calor interna: pensemos en la fusion de un metal producida
por una corriente electrica), o mas generalmente como estas evolucionan.

Este punto de vista devuelve nuestra atencion hacia una formulacion de tipo
clasico, que es el contexto natural en que se puede estudiar la evolucion de cada
fase y de sus fronteras.

Una indicacion en este sentido viene por ejemplo desde el problema considerado
en [Ak calcular la solucion debil para el siguiente problema de fusion en simetria
plana. Un estrato de espesor L se halla al tiempo t = 0 en la fase solida a una
temperatura uniforme 6, < 0. ; la temperatura de la frontera exterior queda igual a
0, para cada t > 0 y en el interior hay una fuente constante de calor A . Es
claro que si son satisfechas ciertas relaciones entre los coeficientes termicos y las
constantes L , 8, y 4, entonces hay un punto (por simetria el punto medio) y un
instante T® en el cual la temperatura alcanza el valor 8.. Es igualmente claro
que no se puede esperar la aparicion de la fase liquida inmediatamente despues de
t = T® porque la fuente de calor introduce la energia necesaria solamente en un’
tiempo finito. Aparece entonces una zona pastosa (zp). El calculo numerico realizado
en |A] muestra exactamente la aparicion de una frontera solido/(zp) y despues, de
una segunda frontera (zp)/liquido. Las dos fronteras se encuentran, desapareciendo la

region pastosa y quedandc solamente las fases liquida y solida.
D. Programa de estudio de las zonas pastosas.
Lo que dijimos hasta ahora es una motivacion suficiente del siguiente programa

que queremos desarrollar en el resto de la Parte I.-

1. Plantear un esquema clasico del proceso de cambio de fase con zonas pastosas.

Lo que vamos a buscar es una formulacion al estilo de la formulacion clasica del
problema de Stefan, pero basada en la incognita energia y en la cual aparecen
explicitamente las zonas pastosas y sus fronteras.

Si logramos cumplir esta tarea, entonces tendremos tres formulaciones:

(FC) la jarmulacib\n clasica extendida, que tiene generalmente un caracter formal,
(FD)la formulucion debil, que describe correctamente la evolucion de la energia y

en la cual no aparecen explicitamente las fronteras libres del problema,



(FE)la formulucion clasica para la energia, que se distingue de la (FC) porque
contiene una descripcion de las zonas pastosas que consiste en una ecuacion de
evolucion para la energia y en apropiadas condiciones de frontera libre.

Ademas, en (FE) la temperatura en cada fase tiene el signo correcto.

Las soluciones correspondientes seran indicadas con los simbolos SC, SD, SE.

Si la formulacion (FE) es correcta, cada vez que haya una solucion SE entonces
debera ser SE = SD.

2. Encontrar condiciones gue impliguen SC = SD.

Si eso ocurre, dichas condiciones dan un criterio para decidir s1 va a aparecer
una zona pastosa. Se pasara entonces a la formulacion (FE) con la intencion de

buscar la estructura de la zona pastosa.

3. Probar existencia y unicidad de SE.

Este objetivo sigue logicamente el punto 2.

E. Otras notas bibliograficas.

Algunas condiciones de frontera libre para fronteras de zonas pastosas se hallan
escritas por primera vez en [GCl. Una formulacion mas precisa y los primeros
resultados matematicos se consiguieron independientemente en {M3], [P2], [SI.

Lo que vamos a ilustrar mas adelante acerca del punto 1 del programa esta
basicamente en [FP3] y [FP4]. Los resultados de 2 y 3 vienen del trabajo [FP5] y se
hallan ilustrados en {PU] con ejemplos numericos. Tienen interes para el desarrollo
de la teoria los trabajos [FP6] y [FP7] que estudian casos criticos para (FC) en
relacion con el problema de la difusidon-consumo de oxigeno.

Vale le pena recordar que basandose en la formulacion (FE) fue posible
desarrollar la teoris matematica para el ejemplo de |A) descripto antes (ref. {U]). Un
estudio de un problema mas general se encuentra en [BdAMP1,2].

Una analoga teoria de fase intermedia para el problema de la difusion-consumo
de oxigeno se halla ilustrada en [DU].

Finalmente se remite a los articulos de revision [T1), [P1] y [N] para ulteriores

referencias.
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3. LA FORMULACION CLASICA PARA LA ENERGIA

A. El caso n-dimensional.

El punto de ataque natural es la formulacion debil (2.B). Si hay una solucion
debil bastante suave se pueden definir los conjuntos (no se confundan con los de la
seccion 2.A)

L=-{(xt) e Q2 < OT):E >} (region liquida),
S={(x,0) e Q =« (0,T):E <0} (region solida),

N=Q<OT\N(LUS) vy M= N (region pastosa)

Si ademas 0, definida por (2.12), pertenece a cNL U S) N C@ <~ [o,TD,
Eec'M)n C(M), las fronteras L-S, L-M, M-S son suaves y V8 tiene limite en
cada lado de las mismas, entonces demostremos que de (2.16) se llega a las ecuaciones

c@ 6, =V . -(k(@ V) + r0) enl y enS (3.1)

E., = R(E) en M (3.2)
y sobre la interfase generica A-B (donde A y B representan dos simbolos distintos
elegidos entre L, S, M)

6 = 0., (3.3)

[EIB V.4 =(—k vel® 4. (3.4)
A A
La ecuacion (3.1) se demuestra tomando ¢ en (2.3) con soporte compacto y
arbitraria en LUS y usando la formula de Green. En manera semejante se prueba
(3.2), tomando ¢ con soporte compacto en M y recordando que AB(E) =0 en M.
La igualdad (3.3) no necesita explicacion, mientras (3.4) se obtiene utilizando en
(2.3) funciones ¢ cuyo soporte es atravesado por la superficie interfase A-B:
teniendo en cuenta (3.1), (3.2) la contribucion sobre la interfase implica justamente el
balance (3.4).
Si la superficie de interfase A-B tiene la representacion
d(xt) =0, Vo =0, 3.5)
entonces la condicion de frontera libre (3.4) se escribe

— [EJB %—“’ = [—k Vo-voB . (3.6)
A 9t A

Evidentemente, si las fases A-B son L-S, (3.6) no es otra cosa que la

condicion de Stefan (2.9).

DEFINICION 3.1. El sistema (3.1), (3.2), (3.3), (3.6) junto con las condiciones de
suavidad para 9 y E constituye la formulacion (FE).
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OBSERVACION 3.1. Una caracteristica interesante de la formulacion (FE) ¢s que hay
una ecuacion de primer orden (3.2) (aqul simplemente una ecuacion ordinaria)
acoplada con la ecuacion parabolica (3.1) por medio de las condiciones de frontera

libre.

OBSERVACION 3.2. Cuando una de las fases A-B es M , entonces hay dos
diferencias importantes respecto al caso L-S. Por un lado la condicion se simplifica
porque V6 = 0 en M , pero se debe tener cuidado con el factor [ElB que necesita
una atenta discusion preliminar. En lo que sigue vamos a desarrollar este analisis
para el caso de una sola dimension espacial; ahora comentamos brevemente las formas
tipicas de (3.6).

(i) Si se tiene [E]f =~ 0, es decir si la energia es continua a traves de la interfase,
entonces (3.6) equivale a la condicion de frontera libre

%0 _
SE=10 3.7

(continuidad del flujo termico) y tenemos un problema de frontera libre para la fase
pura con datos de Cauchy. Al mismo tiempo la continuidad de la energia provee la
condicion inicial para integrar (3.2). Esta informacion es fundamental porque, como se
vera, este caso se realiza cuando la region M se halla “arriba”™ (respecto a la
direccion temporal) de la interfase.

(i) Si M se halla "debajo” de la interfase, entonces se debe suponer que E(x,t)
se calcula integrando (3.2) con algunas condiciones iniciales encontradas antes (por

ejemplo para t = 0 ) y asi (3.6) llega a ser una condicion del tipo de Stefan, pero

con calor latente variable.

B. El caso unidimensional.

Pongamos @®(x,t) = x — s(t). Entonces (3.6) se escribe
(EP & - [—k 22 1B. (3.8)
A ox ‘A
No hay necesidad de comentar el caso de la interfase L-S. Por el contrario
tenemos que ilustrar en detalle las condiciones para las interfases S-M 'y L-M.
Queremos hacer un analisis a priori de lus soluciones SE para aclarar las posibles
estructuras de (3.8).

Con una traslacion de escala se pone 0. = 0.

Bl. Interfase S (z < s(t)) - M (z > s(t).

Recordamos que la funcion r{f) en (3.1) es una funcion suave para 0 = O,
acotada y con limites en ambos lados, lo que hace ppsible definir R(E) continua
para E € (—oo,+oc). Ademas es util introducir la hibétesis
(=) siT{0—) = R(0) = 0, entonces 10) < 0 para 0 < 0.
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No se necesita ninguna limitacion si R(0) = 0.

Nuestro objetivo es analizar (3.8) que ‘en la presente situacion se escribe
EM s - kg 65, (3.9)
X

donde kg = k(07) , ei‘ - oy(s(th—1) vy EM= Estt v

La interpretacion de (3.9) se basa en el siguiente resultado basico

LEMA 3.1. Bajo la hipotesis (*) se tiene la equivalencia

9955'-0 © 5<0 (3.10)

en ¢l intervalo de validez de (3.9).

Demostracion.

Sea OS‘ = 0 en un intervalo de tiempo | en el que (3.9) es satisfecha.
Entonces el par (s,0) resuelve en S un problema de frontera libre para la ecuacion
(3.1) con datos de Cauchy OS = Oi = ( sobre la frontera libre. Como hay por
hipotesis suficiente suavidad, sigue que OSI = 0, es decir que sobre la frontera

libre

kg 85 = —R(0). (3.11)
XX

Debido 8l hecho que 8 < 0 en S, se tiene Oix < 0 y entonces hay dos

casos posibles:
(i) RO >0
(i1) R(0) = 0, que por (x) implica R L 0 enS.

El caso (i) contradice el principio del maximo fuerte junto con la bien
conocida propiedad del signo de la derivada 6y en un punto de méximd absoluto
(p.e. {[Fr3], p.49).

Queda solamente el caso (i) en que (3.9) es

EM s, | (3.12)

Si fuera s(t) > 0O seria EM = 0 , de donde integrando (3.2) hacia el pasado,

teniendo en cuenta R(0) > 0 se encuentra E < 0 en M, o sea un resultado

erroneo. Luego, se probo

S -0 = s<o0.
x M S
Supongamos ahora 8§ < 0. De E". >0 vy 9Y > 0 sigue inmediatamente
8> = 0. | 0
X

Si se privilegia el papel de R(0), se llega a una nueva version del mismo
resultado:
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LEMA 3.2. Bajo la hipotesis (%) se tiene

RO) <0 = 95I >0, (3.13)

§>0 = 9i <0,
R(O) > 0 y (3.14)
§5<0 = 85 =0
en el intervalo de validez de (3.9). "

Demostracion.

Ya vimos que R(0) < 0 no es compatible para ningun valor de t con GS\: =0,

es decir (3.13) es cierta.
En el caso restante la implicacion § < 0 = GS,Ic = 0 es parte del Lema

anterior. Finalmente, recordamos que no se puede tener Oi =0 si s > 0 porque

se viola la condicion E > 0 en M.
|
Se puede ahora enunciar la interpretacion de (3.9) en una forma mas expresiva,

la cual privilegia el signo de s, es decir el sentido del proceso de cambio de fase.

TEOREMA 3.1. Bajo la hipotesis (%)
. S

(a) s<0 = '9$=0 y RO >0,
(@) 5<0 - EM -0,
(b) $§>0 = esz >0 oy EM - 0,

en el intervalo de validez de (3.9).

El Teorema 3.1 es simplemente otra manera de ordenar los resultados del

Lema anterior.

Antes de comentar lo que obtuvimos, consideremos el analogo caso de

una frontera L-M.

B2. Interfase L (x < s(t)) - M (x > s(t)).
La hipotesis paralela a (%) es
() si r(0) = RO\ = 0, entonces r(@) > 0 para 6 > 0
(ninguna limitacion si R(\) = 0).
La condicion de frontera libre (3.9) tiene la forma
EM N st -k ok, (3.15)

donde k; = k(0%), e'; = By (s(t)—t), EM = E(s(th,0.

No es necesario ilustrar la prueba de los- siguientes resultados:
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LEMA 3.3. Bajo la hipotesis . (=) .
e’; -0 e < (3.16)
en el intervalo de validez de (3.15). '

LEMA 34. Bajo la hipotesis (%)
RAN >0 = et <0, (3.17)

§>0 = eL <0,
R(\) <0 y (3.18)

en el intervalo de validez de (3.15).

TEOREMA 3.2. Bajo lu hipotesis (wx)
@ $<0 = o’;_=u y RO\ <O,

@ s8<0 = EM -,
b) s>0 = 9‘;{(0 yE‘/W(()"
en el intervalo de validez de (3.15).

OBSERVACION 33. El Teorema 3.1 y la igualdad (3.9) se pueden resumir en la

condicion de frontera libre (de tipo unilateral)

EM ' - EMs- kg 63, (3.19)
como se puede controlar facilmente. En maners semejante (3.15) y el Teorems 3.2 se

sintetizan en la forma
EM—n & = EM - s -k 6 (3.20)

OBSERVACION 34 Cambiar las posiciones reciprocas de las dos fases equivale al

cambio de x con —Xx.

Hay una manera muy expresiva de interpretar los resultados obtemdos:

(a) Si la zona pastosa no se contrae , entonces se tiene gque resolver en la fase
limitrofe un problema de frontera libre con datos de Cauchy ambos nulos,
ademas este problema no es acoplado con el problema de evoluéién en le zona
pastosa.

Finalmente el termino de fuente r(6) no puede ser cero.
(a’) Si la zona pastosa se expande hacia el solido o el liquido, se puede afirmar gque

EM =0 o EM == A respectivamente, lo que permite calcular E en M por

integracion de (3.2) e pertir de la frontera libre. .
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(b) Si la fase pura se expande, entonces el problema en la fase pura es un
problema del tipo de Stefan con calor latente dependiente de E en M.
Naturalmente E tiene que ser calculada previamente a partir de datos

conocidos (por ejemplo para t = 0 o tambien sobre una anterior frontera de

expansion de M donde E es 0 o \).

4. ALGUNOS HECHOS BASICOS SOBRE EL PROBLEMA DE LA DIFUSION-CONSUMO
DE OXIGENO.

Como vimos en el Cap. 3, cuando la zona pastosa se expande, segun la
formulacion (FE) se tiene que resolver en la fase limitrofe un problema de frontera

libre para una ecuacion parabglica no homogénea con datos de Cauchy nulos sobre

la frontera libre. Este problema es frecuentemente citado en la literatura como

problema de la difusion-consumo de oxjgeno [CGI.

Si todos los coeficientes son constantes y normalizados a uno, el problema

consiste en hallar un par (s,u) en una clase de funciones bastante suaves, tal que

Uxx — Uy = 1, 0 < x < s(v), 0<t< T, (4.1)
s(0) =b >0 s (4.2)
u(x,0) = h(x) > 0 , 0<x<b , 4.3)
u(,t) = g(t) >0 , V<t <T, (4.4)
u(sit)t) = 0,  uy(s(t)t) =0, 0 <t < T, (4.5)

donde el tiempo T es también incognita.

Un comentario sobre la literatura de este problema se halla en [P1]. _

Se sabe que en muchos casos los problemas de frontera libre con datos de
Cauchy se pueden reducir a problemas de Sté.f an (para una discusion general v. [Fl},
[F2]). Teniendo en cuenta la importancia de (4.1)-(4.5) en la formulacion (FE), es util

recordar algunos hechos basicos.

A. Relacion con el problema de Stefan (coeficientes normalizados).
Es conocido que la transformacion
'z =u, (4.6)
puede llevar el esquema' (4.1)-(4.5) a un problema del tipo de Stefan. Para precisar

este procedimiento es preferible partir del problema de Stefan

Zyx — 2z =0, 0<x<st), 0<t<T, 4.7)
s0) =b >0, , (4.8)
z(x,0) = ¥(x) , 0D<x<b, (4.9)
z(0,t) = @(t) , 0<t<T, (4.10)

2(s(t)t) = 0, s(t) = —zx(s(t)t), 0 <t <T (4.11)
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e introducir la transformacion

s(t)  s(t)
u(x,t) = l df ] [ znt) + 1 1dn. 4.12)
X £

Es importante notar que no se hizo ninguna hipotesis sobre el signo de las
funciones ¢(t) y ¥(x), es decir el problema se plantea en el sentido de la formulacion
(FO).

Se verifica facilmente que la funcion (4.12) satisface (4.1) y (4.5).

El analisis de las condiciones (4.3), (4.4) es mas delicado.

De (4,9), (4.12) se obtiene la relacion entre h(x) y %¥(x)

b b
h(x) = Idf I [¥(n) + 1]dn. (4.13)
X ¢

Si nos limitamos a soluciones acotadas de (4.7)-(4.11), la funcion definida por
(4.12) es continua y por lo tanto
u(0,0) = h(0).
Ademas
u,(0,t) = o(t)
y por eso se halla la relacion entre g(t) y #(t)
t
g(t) = h(0) + [ o(7) d7. (4.14)
0
Ahora es claro que la transformacion de (4.1)-(4.5) en (4.7)-(4.11) mediante (4.6) se
puede llevar a cabo sin crear graves singularidades cuando son satisfechas las
condiciones
h(0) = g(0), (4.15)
h(b) — 1 =0, (4.16)
Ademas (4.13), (4.14) implican una cierta suavidad de h(x) y g(t). En particular,
se tiene la condicion de compatibilidad
h(b) = h’(b) = 0. (4.17)
Si h{0) = g(0), entonces (4.14) sugiere que el dato ¢(t) en (4.10) del problema de
Stefan asociado se comporta como una § de Dirac. Claramente esta singularidad
influye de manera importante sobre la solucion. Sin embargo la negacion de (4.16)
puede comportar consecuencias mas graves, porque la singularidad que nace actua
directamente sobre la frontera libre.
Un analisis de algunas propiedades caracteristicas y de casos singulares se halla
en [FP6], [FP7). Para nuestra finalidad sera suficiente recordar los resultados que se

refieren a la posible existencia de soluciones cuando (4.16) no es satisfecha.

OBSERVACION 4.1. Si se interpreta (4.7)-(4.11) desde el punto de vista del cambio de
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fase, las condiciones de frontera liiare (4.11) corresponden al proceso de difusion con
cambio de fase en la fase liquida (comparese (4.11) con (3.8)). Si los datos son
negativos el problema es llamado problema de solidificacion de un liquido
sobreenfriado (conviene recordar la Obs. 2.2). Por el principio del maximo s < 0 y
hay una inestabilidad debida al hecho que el calor latente de solidificacion liberado
eleva la temperatura y acelera el proceso. Por eso el problema de la solidificacion de
un liquido sobreenfriado contiene dificultades que no se hallan en el problema del

cambio de fase usual.

B. El problema de Stefan con discontinuidad en el origen de la frontera libre.

Nos limitaremos a enunciar resultados basicos acerca del problema (4.7)-(4.11)

que incluyen el caso ¥(b) = 0.

TEOREMA 4.1 (no existencia). Si la funcion h(z) definida por (4.13) es no
positiva en algun intervalo (b — o , b), entonces no hay ninguna solucion del
problema (4.7)-(4.11).

La explicacion "fisica” del teorema es que si el liquido es demasiado frio habra
una congelacion instantanea, sin evolucion de un frente. Tambien se puede decir que
si en el problema asociado (4.7)-(4.11) la concentracion inicial toma valores negativos
(es decir, no fisicos) cerca de la frontera libre, el problems no tiene sentido y no
sorprende el resultado de no existencia.

El teorema sucesivo precisa el grado de sobreenfriamiento tolerable.

TEOREMA 4.2. (existencia y unicidad). Supongase que el dato inicial ¥(z) es tal
que

vz > -1, v z€(b—0,b) (4.18)
para algun o > 0. Entonces el problema (4.7)-(4.11) tiene una y solo una solucion
(del tipo SC) para algun T > 0.

De (4.18) se tiene el
COROLARIO. La condicion
R'(z) >0 , v zeb—0o,b)
junto con (4.17) es suficiente para la existencia y unicidad de la solucion del
problema de la difusion-consumo de oxigeno (4.1)-(4.5).

OBSERVACION 4.2. La unicidad se demuestra bajo la condicion mas general

p(x) > —1 y w(x) & —1
en algun intervalo (b — o, b).
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C. Caso de coeficientes dif erentes de uno.

Es facil controlar como se modifica la desigualdad (4.19) si en la ecuacion (4.1)

hay coeficientes diferentes de uno:

k uxy — u, = A (4.20)
(k>0,A >0) En este caso las relaciones (4.12), (4.13) son reemplazadas por
s(t) s(t)
uxt) = 1 J € | L20 + A 1dn, (4.21)
X £
b b
h(x) = ¢ IdE [ oM + A ldn (4.22)
L
y la (4.18) llega a ser
p(x) > —A, (4.23)

mientras (4.19) no cambia,

En el esquema (4.7)-(4.11) en lugar de (4.7) encontramos

kzyx — 2y =0 (4.24)
y en lugar de la segunda de (4.11) tenemos
§(t) = — f zy(s(t),1). (4.25)
Es igualmente interesante estudiar el caso A < 0. Tomemos
—A=R>0. (4.26)
Entonces tiene sentido estudiar el problema
u, —kugx =R , 0 <x<s(t), 0<t<T, (4.27)
s0)=b>0 |, (4.28)
u(x,0) = h(x) < 0 , 0<x<b , (4.29)
u(0,t) = g(t) < 0 , 0<t<T, (4.30)
u(s(t),t) = 0, uyx(s(t),t) ~ 0, 0<t<T, (4.31)

aunque no podamos atribuirle la misma interpretacion fisica del sistema (4.1)-(4.5).
Hay resultados enalogos, es decir si vale (4.17), el problema es equivalente en el
sentido de (4.21) al problema de Stefan ( tipico de la fase solida, formulacion (FC))
(4.24), (4.8), (4.9), (4.10) y ’

| 2D =0 , 81 = £ zx(s(0, (4.23)
donde las relaciones entre h, ¥ y entre g, ¢ son dadas por (4.22) (con A = —R) y

(4.14) respectivamente. Si ¢, ¥ > O se habla de fusion de un solido sobrecalentado.

Ademas se prueban en manera semejante los siguientes teoremas.

TEOREMA 4.3. Si h(z), definida por (4.22) (con A = —R) es no negativa en las

proximidades de x = b, entonces el problema no tiene ninguna solucion.
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TEOREMA 4.4. Si hay un intervalo (b — o , b) en el cual

) < R, (4.33)
entonces el problema (4.24), (4.8), (4.9), (4.10), (4.32) tiene una y solo una solucion
(del tipo SC).

COROLARIO. Si ademas de (4.17) la funcion h(z) es tal que

h(z) < 0 (4.34)
en algun intervalo (b — o , b), el problema (4.27)-(4.31) tiene una y solo una
solucion.

S. PRODUCCION DE ZONAS PASTOSAS POR UNA FUENTE INTERNA DE CALOR.

A. El problema fisico.

Despues del parentesis sobre el problema de la difusion-consumo de oxigeno,
volvamos a seguir el programa trazado en el §2.D, limitandonos al caso de una sola
dimension espacial.

Queremos descubrir cuando una fuente de calor puede generar una zona pastosa
alrededor de un punto donde la temperatura ha alcanzado el valor critico del cambio
de fase, que se supone igual a cero.

Para simplificar, nos referiremos al caso de coeficientes y fuentes constantes.
Luego se tratara la ecuacion

8, — k 8xx = R
( k = k_ en la fase liquida, k = kg en la fase solida), con R > 0. El caso R < 0
(sumidero de calor) es simetrico.

A pesar de la normalizacion del coeficiente de 8y, conservamos para el termino R
el sentido de fuente de calor, utilizandolo directamente en la ecuacion de evolucion
de la energia, sin introducir otro simbolo. Si lo desea, el lector podra facilmente
tener en cuenta la correccion necesaria.

. Debido al caracter local del resultado que vamos a buscar, no tenemos interes
en la influencia de los datos en el borde fijo. Por eso planteamos el problema en el
medio infinito —oo < X < 400,

Si

(x,0) = h(x), —o < x < o
es la condicion inicial, suponemos h continua para x = 0 y, si es necesario, mas
suave y acotada. Ademas suponemos que x = 0 es un punto critico en el sentido que
uno de los casos siguientes ocurre:

(i) h(x) x < 0, x » 0: fases iniciales L-S,
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(ii) h(x) < 0, x = 0: fases iniciales S-S,
(iii) h(x) =0, x < 0; h(x) > 0, x > 0: fases iniciales M-L,
(iv) h(x) =0, x < 0; h(x) <0, x> 0: fases iniciales M-S,
(v) h(x) =0, x € R: fases iniciales M-M.

Naturalmente hay muchos subcasos de (iii), (iv), (v) segun el valor de la energia
donde h = 0. Es claro que los casos simétricos de (i)~(v) se tratan en manera
similar. En algunos casos se pueden considerar desigualdades no estrictas para h en
(i)-(iv) pero con oportunas precauciones. No queremos entrar en este detalle.

El caso h(x) > 0 para x = 0 no presenta ningun interes porque no hay
nacimiento de nuevas fases ( para cualquier t > 0 el medio esta en estado liquido).

Finalmente hagamos la hipotesis
(H) en cualquier intervalo prozimo al origen donde h(x) = 0, h y sus

derivadas no tienen un punto de acumulacion de ceros.

B. Caso (i) : fases L-S para t = 0.
Un criterio para decidir si una zona pastosa va a nacer se puede obtener

analizando el comportamiento de la solucion SC, es decir la solucion (s,u) del sistema

uy — ki uxx =R en D; = {(x,t) : x < s(t), t € (0, T}, (5.1)
u, — kg uxx = R en DS = {(x,t) : x > s(t), t € (0,T)}, (5.2)
u(x,0) = h(x), x = R, (5.3)
s(0) =0, (5.49)
u(s(t),t) = 0, t € (0,T), (5.5)
— ki ux(BT,1) + kg ugsh,0) = N 81,  t e ©OT) (5.6)

El principio del maximo garantiza que u > 0 en DL' Hasta que u < 0 en DS’ la
solucion SC coincide con SD, es decir describe correctamente el proceso. Lo que
vamos a buscar es una condicion para h(x) y R, bajo la cual u(x,t) tome valores
positivos en DS' implicando SC 5= SD. El resultado se basa en la comparacion de h(x)

con la siguiente funcion

ho(x,@) = kg R @ [1 — exp(—aF)] — Ra' x, a =0 (57)

kg
ho(x,O) = — R x* (2ks)-l .
El desarrollo :
o _ R oo ( l)n-l(a)n-z Xn (58)
ho(X’a) = (k—s") EZ - k_s _ﬂ—' .
muestra que hy(0,a) = hyy(0,a) = 0 y que hyg(x,a) > 0 para x > 0 bastante

pequeno.

Para enunciar el resultado que nos interesa distingamos dos casos:

Caso I: la pendiente 8 = s(0) esta definida.
Si los limites h’(0—) y h’(0 ¥) existen, entonces

B = [ —k h(0™) +kg h’(0 %) 1 /\. (5.9)



Caso 2: lim s(t) = 400 o lim s(t) = —oc,
t-0" t—-ot

TEOREMA 5.1. En el Caso 1, si hay un intervalo (0,x,) tal que
hx) < ho(z) , ¥ z € (0,z0) (5.10)
para algun a < B, entonces SC = SD en algun intervalo (0,to).
Si por el contrario hay un intervalo (0,x,) tal que
h(z) > hylz,a) , v &€ (0,x5) (5.11)
para algun a > B, entonces SC »= SD.
En el Caso 2 siempre tenemos SC = SD (localmente).

Demostracion. Caso 1, hipotesis (5.10). Bajo la transformacion

y =x —s(t), v(y,t) = uly + s(t),t) (5.12)
el problema (5.2), (5.3), (5.5) toma la forma
Vi — kg vyy — S vy =R, y>0, te®OT,
v(y,0) = h(y) ’ y>0,
v(0,t) = 0 , t € (0,T).

La funcion hy(y,a) es la solucion estacionaria de la ecuacion
vt—ksvyy—avy=R, y>0, t>0
que satisface las condiciones hg(o,a) = hgy(o,a) = 0.
Para el resto w(y,t) = hyg(y,a) — v(y,t) tenemos el sistema
wy — kg wyy — S wy = (& — 8) hyyly,@), vy >0, te (@),
w(y,0) > 0 , y € (0,xq) ,
w(O,t) = 0 , t € (0,T).

Por la hipotesis « < 3 hay un intervalo (0,t;) en el cual a — §(t) < 0.
Ademas hyy(y,a) < 0 para y > 0 y por lo tanto el principio del maximo implica
w(y,t) > 0 en algun rectangulo (0,x,) X (0,t;). Luego, de v(y,t) < hy(y,a) < 0 se
encuentra u(x,t) < 0 en DS cerca del origen, de donde se halla SC = SD.

Caso 1, hipotesis (5.11). En manera semejante se prueba que w(y,t) < 0 en algun
rectangulo (0,x,) X (0,t;) y por eso wy(0,t) < 0, es decir vy(0,t) > 0 en (0,t,) ,
que es lo mismo que ux(s(t)+,t) > 0.

Por consiguiente u(x,t) toma valores positivos en puntos de DS cerca de la
frontera libre y SC = SD.

Cagso 2. Si lim s(t) = —e, se tiene s§(t) < 0 cerca de t = 0. Entonces, por

t-o*

(5.6) sup ug(s(t),t) < 0 en algun intervalo (0,t;) y se obtiene el resultado
buscado.

Si lim+ §(t) = 4+, la funcion h(x) se puede aproximar con una sucesion
t-0

(hn} mondtona de funciones suaves uniformemente en compactos de (—o0,00K0,+0o0).
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Se sabe que la correspondiente sucesion ({(sn,ur)} de soluciones converge a la
solucion (s,u).

En particular s, — s uniformemente y s§:(0) - +oc.

Por el hecho que hy(x,8) = 0 si B8 — 4o, se pueden hallar a > 0 y n, tal
que todas las funciones h.(x) con n > n;, satisfacen (5.10). Por lo tanto las
soluciones correspondientes (sn,un) son fisicas en un intervalo (0,t;). Mas aun, se
reconoce que se puede elegir t, independientemente de n. Entonces pasando al limite

n - ~ se concluye que tambien (s,u) es una solucion SD. o

OBSERVACION 5.1. Con la misma tecnica se demuestra el resultado siguiente.

Si hay un intervalo (0,t;.) en que s(t) < 8 y un intervalo (0,xr;) en que h(x)
> hy(x,8) , hz) = hy(x,B) , entonces SC = SD. Invirticndo las desigualdades se
halla SC = SD (localmente).

C. Caso (i) : Criterio para la aparicion de una zona pastosa.
Del Teorema 5.1 (y exactamente de (5.11)) sigue inmediatamente que las
condiciones
ho ) =n* =0 (=8 =— 1k h(0)0) (5.13)
son necesarias para que se halle SC = SD , es decir para el nacimiento de una zona
pastosa. Condiciones suficientes se pueden lograr de (5.11) y (5.8), suponiendo que

h(x) es bastante suave para x > 0:

ot > - R (5.14)
S
(porque hyyxx(0,x) = — I\& , independientemente de w),
S
o) = — kﬁ , 0N > 8 B o hyk(0,8) (5.15)
S kg

(por la misma razon que antes). Notemos que bajo (5.13), (5.14) .SC = SD para
cualquier distribucion de temperatura h(x) > 0 en la fase liquida para t = 0.

-Se puede ir mas adelante con esta tecnica, comparando derivadas de orden
superior, si se supone que la solucion SC tiene derivadas continuas en BS hasta el

orden necesario. Si valen (5.13) y

0% =—R,  nweh =8 R = hyyyx(0,8) (5.16)
L\S k -
S
" entonces lim+ %ux(s(t)*',t) =0 y no solamente s(0) sino tambien §(0) son
t—0

determinadas por la sola temperatura inicial en el liquido :
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B: =50 = — L 21— L po—) vo) + w0 1 (5.17)
Si B; < 0 es posible aplicar la Obs. 5.1 (s(t) < 3) y comparar las derivadas de
h en x = 0 con las derivadas de h (x,8) y deducir condiciones suficientes para
SC = SD.

En este caso se tiene SC » SD si para algun n > 1

BP0 %) = (0P R (Bt oo, (5.18)
k k
. S S
Yy
K0 %) > it BB (5.19)
S S
La situacion opuesta, es decir 8. > 0 hace posible encontrar condiciones

suficientes para SC = SD : basta invertir el signo de la desigualdad en (5.19).

D. Caso (i) : Existencia de la zona pastosa.

TEOREMA S.2. Bajo las hipotesis (H), s4 y (5,11) del Teorema 5.1 (o las mas
generales de la Obs. 5.1) hay una y solo unu solucion SE del problema del cambio
de fase y dicha solucion tiene una region pastosu M = .

Demostracion

Es claro que como “"problema de cambio de fase” se entiende la formulacion (FE)

descripta en el Cap.'3, 3B, es decir queremos buscar una solucion del siguiente

problema
By — kg fxx =R >0 en D = {(x,t) : x < (1), 0 <<t < T}, (5.20)
0y ~ ksexx =R >0 en DS = {(x,t):0(1) < X, 0< t < T}, (5.21)
E, =R en DM = {(x,t) : p(t) < x < 0o(1),0 <t < T}, (5.22)
p0) = o(0) =0, (5.23)
#(x,0) = h(x), ' xE€R, (5.24)
Bo()t,1) = oy (o()*,1) =0, 0<t<T, (5.25)
E(o(t)—,t) = 0, Lt T, (5.26)
(p(t)—,t) = 0, V<t<T, (5.27)
[N — EGOT,01 5(t) = —k 0x(o()—,t) , 0< t < T, (5.28)
con los vinculos
pot) >0,0(t) >0, 0<EMX <A en Dy, = 2. (5.29)

El problema (5.20)-(5.29) surge del analisis hecho cuando se planteo la
formulacion (FE) para el caso unidimensional: siendo R > 0, la zona pastosa no se
puede expandir hacia el liquido; por otro lado esperamos que la zona pastosa nazca
para t > 0 y que se expanda hacia el solido, lo que explica las condiciones (5.25),
(5.26) y el vinculo &(t) > 0. Analogamente esperamos que el liquido se expanda hacia
la zona pastosa, és decir p(t) - 0.

Luego, se tiene que resolver una sucesion de problemas:
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(I) un problema de frontera libre con datos de Cauchy en DS’ que se puede estu-

diar en manera autonoma, controlando que sea 0 < 0,

(II) el problema (5.22), (5.26) para encontrar E arriba de la frontera x = o(t),
(III) un problema de Stefan a una fase con calor latente variable en DL'

La unicidad de SE sigue del hecho que SE = SD vy de la unicidad de SD.
Estudio del problema (I).

Del Corolario al Teorema 4.4 sale que (5.13) y h“(x) < 0 (para x en algun
intervalo (0,x.)) implican la existencia de una (y solo una) solucion. Ya vimos que
(5.13) resulta de (5.11), mientras que h’/(x) <L 0 cerca de X = 0 (a la derecha) es una
facil consecuencia de la hipotesis (H) junto con (5.13) y con h(x) < 0 para x > O.

Ademas, examinando el procedimiento de resolucion de (I) ilustrado en el 4, C,
nos damos cuenta que kS h*(x) + R > 0 en (0,x,) para algun x, > 0 lleva a la
condicion &(t) > 0 en algun intervalo (0,t,).

Siendo necesariamente h'(x) < 0 en un entorno a la derecha de x = 0, es
facil aplicar ‘el principio de! maximo a by y concluir que 0Oy < 0 en la

~

interseccion de DS con un entorno del origen. Luego es cierto que 8 < 0 en DS
para algun tiempo finito.
Estudio del problema (ll).

Ahora no hay dificultad en calcular E < (0,\) en una region acotada por las
curvas X =o(t), 0 <t<t,, donde E=0 y x = o(t — NR), donde E = A.
Estudio del problema (IlI).

El hecho que E <« A cerca del origen permite afirmar que el sistema (5.20),
(5.23), (5.24), (5.27), (5.28) tiene una y solo una solucidon local en funcion de los
resultados de [FP6). El principio del maximo garantiza que 2 > 0 para t > 0. Para
completar la demostracion del Teorema es necesurio probar que p(t) < o(t) para
t> 0.

Limitandonos al caso en que S esta definido, notemos que si vale la desigualdad
(5.14), entonces

lim o(t) = +,

t - ot

mientras de (5.28) y (5.9),(5.13) sale 2(0) = 3, luego o(t) > o(t) localmente. Si en

lugar de (5.14) tenemos (5.15), entonces se encuentra o(0) = k—é‘-— h(0%) , luego
o(0) > p(0). Si en lugar de (5.15) vale (5.16), se halla o(U) = p{0) y tenemos que
comparar los limites de las derivadas segundas de o y o.
Para calcular » se toma la derivada de (5.28), observando que
E((t*,1) = R (t—o " {e(V)]) (5.30)
y por eso

EG*t 0 =R (1-2),
o
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que tiende a cero para t — ot. Luego se halla facilmente
p(0) = B.. : (5.31)
En cuanto 2 & , si se suponen validas (5.18) y (5.19) con n = 4 se ve que
lim o(t) = 4+~
t - ot
y de nuevo of(t) > p(t).
Para n = 5 se llega a la conclusion o(0) > 0 y hay que recordar que
estamos examinando el caso 3; < 0, es decir o(0) > 0 > p(0).
Naturalmente se puede continuar, pero parece suficiente pararse aqui, porque la

tecnica es ya clara. 0

E. Caso (ii) : fases S-S para t = 0.

Es claro que en este caso SC nunca puede coincidir con SD ni tampoco es util
para prever el nacimiento de una zona pastosa. En lugar de SC tiene sentido
considerar la solucion del problema de Cauchy caracteristico

u, — kguxx =R , —c < x < %, t>0, (5.32)

u(x,0) == h(x) . X =0, (5.33)
donde h(x). es supuesta negativa, suave y acotada en conjuntos compactos con las
usuales condiciones de crecimento al infinito.

Si hay un intervalo de tiempo (U,t;)) en el cual wu(x,t) < 0 psra cada x,
entonces u(x,t) representa efectivamente la temperatura, es decir el sistema
permanece en la fase solida.

Es facil controlar que esto se verifica bajo una de las hipctesis siguientes:

los limites h(0—) , h(0Y) ambos existen y al menovs uno es negativo (5.34)
o bien

| :u_:: oh(:t.) = 0 y los limites h'(07), (%) ambos existen y al menos uno
no es cero. (5.35)
Luego queda el caso

lhim h(x) =lim Oh‘(x) =40, (5.36)

x -0 X —

en que el papel dicriminatorio es tenido por la funcion

f(x) = kg h"(x) - R, (5.37)
o sea el valor inicial de Uy (para x = 0). Si
(a) [(x) =0, vxXeER

el problema (5.32), (5.33) tiene una solucion estacionaria y su interpretacion fisica es

clera.
Otros casos de coincidencia de u(x,t) con la temperatura son
(b)) f<O0 y %0,
.(b:,) si el conjunto {x< 0 : f(x) > 0} [o tambien el conjunto {x > 0:f{x) >0}

no es vacio, hay un intervalo (—6,0) [(0,6)], que lo separa del origen,
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donde f <0 y f % 0.

Por el contrario se demuestra facilmente que se encuentra u(0,t) > 0 cerca de

t = 0 s1 vale una de las condiciones

(¢,) f>0y %0,
(c.) si el conjunto {x<0 : f(x)<0} [ {x > 0 :f(x) < 0} ] no es vacio, hay un
intervalo(—4,0) [(0,6)], que lo separa del origen, donde f >0 y f % (.

Resumamos este resultado en el

TEOREMA 5.3. Si h(x) satisfuce (5.36) y (c,) 0 (c.), donde f es definida por (5.37),
entonces ni SC, ni lu solucion u(xt) de (5.32), (5.33) tienen el sentido de
temperatura y una zona pastosa va a nacer.

El caso
(d) f cambia su signo en x = 0
es mucho mas delicado.

Supongamos que f(x) es bastante suave para x =0 ( = h”(0) = — gs-‘ )
Si vale

R h'™Y(0) + kg h*~(0) < 0, (5.38)

entonces la parte cuadratica de la expansion de Taylor de u ¢n el origen es definida

negativa y en un intervalo de tiempo bastante pequeno u(x,l) es la temperatura (se

encuentra solamente la fase solida).

En la situacion opuesta tenemos el

TEOREMA 5.4. Si

R A0 + kg W7(0) > 0 (5.39)
valiendo (d) ( = N”(0) = 0 ), una zona pastosa va a nacer en las proxrimidades
del origen.

No examinamos casos intermedios.

F. Caso (ii) : Existencia de la zona pastosa.
Se debe demostrar la existencia de la solucion SE en el caso del Teorema 5.3.
El resultado esperado, si h(x) satisface las hipotesis del Teorema 5.3, es que una

Zona pastosa se produce en el origen y se expande en ambas direcciones.

TEOREMA 5.5. Bajo las hipotesis del Teorema 5.3 hay una y solo una solucion
(del tipo SE) del sistema
8y — kg 8 = R en S = ((x,t): « < o(t) o £ > o:t), t = (0, T)}, (5.40)
o,(0) = o0:(0) = 0, (5.41)
0(x,0) = h(x), £ € R, {5.42)
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Oo(tht) = 0, Bxloft)t) =0, =12 1Z(7T), (5.43)

E; =R en M = {(xt) : oy(t) < & < o(),0 <t < T} (5.44)

E(o)*,) = E(o)—,t) = 0, t S 0,1, (5.45)
para algun T > 0, con los vinculos

o) <0 , o) >0, 0<t<T. (5.46)
Demostracion

Supongamos por el momento que f(x), es decir h(x), satisface (¢,) con [ > 0.
Entonces, recordando los resultados del Cap. 4, se obtiene la existencia de una unica
solucion del problema (5.40), (5.41), (5.42), (5.43) y ademas o(t) < 0 , o-(1) > 0,
0 < t < T. Se puede elegir T de manera que 8 < 0 en S.

El calculo de E(x,1) de (5.44), (5.45) es elemental. n}

No hay dificultad para extender el resultado a otros casos previstos por el

Teorema 3.3.

OBSERVACION 5.2 Se recuerda que el resultado es local en el tiempo. Puede ser
dificil seguir como evoluciona la solucion porque las fronteras libres pueden
retroceder y presentarse varias situaciones.

El caso del Teorema 5.4 parece mucho mas complicado y se omite por brevedad.

G. Caso (iii) : fases M-L.
Es claramente necesario completar la informacion sobre la temperatura inicial, es
decir
h(x) =0 para x <0, h(x) >0 para x >0 (5.47)
(y h # 0 en todo intervalo (0,8)), dando la distribucion inicial de la chergia
E(x,0) = Eix), x<0, (5.48)
donde E. es una funcion suave con valores en [Q,\).

Notemos que si E.(x) = \ el sistema conserva el estado liquido.

Si E-x) = % en |-6,0] para algun 6 > O, entonces se produce basicamente
el caso (v) en proximidad de x = —#.

Luego lo que interesa estudiar es el caso

Eax) < i\, v X € (—=,0). (5.49)

Finalmente, sobre E, hacemos una hipotesis del tipo (H), §A.

Aquil no necesitamos buscar un criterio de aparicion de la zona pastosa, s1no
tenemos que encontrar directamente como evolucionan las fases M-L.

Finalmente notemos que la solucion SC coincide con la solucion del problema de
Stefan a una fase, simplemente ignorando la condicion (5.48). Por eso SC no tiene
ningun interes fisico, salvo en el caso E, = 0.

Es natural buscar una solucion SE en que la fase liquida se expande. Por lo

tanto queremos resolver el siguiente problema
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9t — kL 0xx = R en L = {(x,t) : x > o(t) , t € (0,T)}, (5.50)
o(0) =0, (5.51)
&(x,0) = h(x) , x > 0, (5.52)
E{ =R x < o(t) ,0< t < T, (5.53)
E(x,0) = Eqy(x) , x<0 (5.54)
Ho(t)t) =0, 0<t< T, (5.55)
—Eq(a(t) — Rt] &(t) = —k Ox(a(™,0) , t € (0,T), (5.56)
con los vinculos

EcoN , o(t) 0. (5.57)

TEOREMA 5.7. Si E(x) satisface (5.49), el problema (5.50)-(5.57) tiene una unica
solucion (SE) para algun T > 0.

Demostracion.

Si el coeficiente de o(t) en (5.56) es mayor de una constante positiva, el
Teorema es cierto en virtud de los resultados de [FPl], que aseguran existencia y
unicidad para el problema (5.50), (5.51), (5.52), (5.55), (5.56) cuando el “"calor latente”
no degenera. Esta circunstancia se verifica si E,(0) < A,

Luego el caso delicado es

E;0) =\, E,x) <\ para x < 0. (5.58)
Segun la hipotesis hecha sobre Eq(x) ( ni E, ni sus derivadas tienen infinitos
ceros en intervalos finitos) se puede decir que
Ey(x) > 0 (5.59)
en algun intervalo (x,,0).
La demostracion es muy larga y la dividiremos en varios puntos.
() La curva E = A.

Sea x = Y(t) la curva de nivel E(x,t) = A y sea t acotado en modo tal que
Y(t) € (xg,0).

Derivando la igualdad E (7(t)) + Rt = XN y utilizando (5.59) se deduce que
hay un tiempo T* tal que

—~ < Y(t) < 0 , para cada t € (0,T"). (5.60)
(II) Las soluciones aprozimadas (oa, 0»).
. Ahora queremos construir una sucesion de soluciones aproximadas.
Sea (e} una sucesion que decrece a cero y tal que {—eq} < (x,0).

El problema de frontera libre obtenido de (5.50), (5.51), (5.52), (5.55), (5.56)
reemplazando (5.51), (5.52) con

on(0) = — €, , (5.61)

h(x) , x>0,
0.(x,0) = [ ' (5.62)
o , —€pn < X <0 ,

por efecto de (5.58), se halla en las condiciones ya recordadas para la existencia de



38
una solucion (0., 6-) . Mas aun, esta solucion existe hasta que la frontera x =
on(t) esta separada de la curva x = 7Y(t) por una distancia positiva. Se nota
tambien que &a(t) < 0.

Si se prueba que las dos curvas no pueden encontrarse, entonces se puede
afirmar que las soluciones aproximadas tienen un intervalo comun de existencia (0,T).

Supongase que para algun t. sea

tli—.mté‘ oalt) = Y( @)

Entonces se tiene 0 > l'i.m_.ssg o(t) > lti.m_.i&t_' o(t) > Y( t2) > — y por (5.56)

lti.m_. v 9,‘x(an(t)+.t) = 0, en contraste con el hecho que 8, = 0 es un maximo
para B, en L. =({(xt):x>0at), 0<t <ti)

Ademas con una tecnica estandard se demuestra que las diferentes fronteras
X = oa(t) no pueden encontrarse.

Luego se concluye que
(o) las soluciones (on, 8,) existen en un intervalo comun (0,T) C (0,T*®),
(8) la sucesion {o.} es creciente.

Asi se llega a la existencia del limite

o(t) = sup on(t) < Y(t), te& (T (5.63)

(I111) Estudio del limite o(t).

Se excluye facilmente que pueda ser o(t) = Y¥(t) en algun intervalo de tiempo
(utilicese el principio del maximo y (5.56) para obtener una contradiccion).

Sea t € (0,T) tal que o( t ) < ¥( 1). Queremos demostrar que no hay t > t
tal que o( t) = Y( 1) |

Supongamos que t existe y pars cada u € (0,\) sea x = 7u(t) la curva de
nivel E(x,t) = u. Entonces, si « > E(o( t ), t ), para cada n bastante grande se

puede hallar t € (t, t) tal que _
oat) = Y, y onlt) < Y ), vt E(H . (5.64)

El dominio Du = {(x,t) : . Yyt) < x < "Iu(i) ,t <t <1t esta contenido en
DnL y tiene sentido comparar en Du la funcion @a(x,t) con la solucion del problema
vy — kpvxx = R enD,,
V(Y (1) = vy (1),t) = 0.
Por el principio del maximo 6. > v en Dy, vy, siendo 6, = v en el punto
(Y4 (D0 , se tiene
0.x(o:(1)1) > vx(Y, (O, =C >0, (5.65)
donde la constante C no depende en manera criiica de u.
Entonces, de (5.56) sale la desigualdad
Cc

onll) < —k 5= . (5.66)
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Al mismo tiempo g.(t) > ‘7u(i) y se tiene una contradiccion tomando o
bastante proximo a A.

Luego para cada t = (0,T) la funcion limite o(t) es menor que Y(t). En
funcion de este resultado se puede afirmar (p. e. con las tecnicas de [FP1]) que las
derivadas o.(t) son acotadas uniformemente en todo subintervalo compacto de (0,T),
lo que implica que o(t) es Lipschitz continua en (0,T). Ademas, de la monotonia de la
sucesion {0} y de lim o,(0) = 0 sale la uniforme convergencia de {c.) a o en
{0, T}

(IV) Conclusion.

Si 6(x,t) es la solucion de (5.50), (5.52), (5.55) correspondiente a la frontera limite

x = o(t), la sucesion (8.} converge uniformemente a 6. Tambien {éi:} converge
A%
uniformemente a g’% en compactos que no tocan x = o(t).

Para concluir la demostracion del Teorema queda probar que el par (o,0)
- satisface (5.56).
Con un‘método estandard basado en la integracion de (5.50), se obtiene.que cada

par (o.,0.) satisface la ecuacion

\

t onl(l) b
Mo ~(t)—ca(0)] + Rton(t) -+ Rl on(T) d7 — I Eo(x) dx + I h(x) dx +
0 o n(0) 0
(5.67)
t b t oalT)
+ J b x(b,7) d7 — [ fn(x,t) dx + R[ J dx d7 =0,
oal(t) U oa(0)
donde b es una constante cuailquiera positiva.
Por la uniforme convergencia el limite (o0,0) satisface la ecuacion analoga
t a(t)
(A + RY) o(t) - RI o(T) d7 — [ E.(x) dx + I h(x) dx +
(4] 0 0
(5.68)
t b t o(7)
+ l 0y(b,7) d7 — I o(x,t) dx + R[ [ dx d7 = 0
0 o(t) 0 o

Siendo o(t) Lipschitz continua en (0,T), se sabe probar con tecnicas clasicas que

la derivada Ox(a(t)"',t) existe y es continua en (0,T) y que (5.68) es equivalente a
(5.56).

El Teorema es asi demostrado. a
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H. Caso (iv) : fases M-S.

Como en el caso anterior se prescribe la energla E (x) para t = 0, x < 0 y
sobre E.(x) se hacen las mismas hipotesis de suavidad. Por simplicidad, suponemos

h(x) continua en x = 0 y, si es necesario, mas suave.

Conviene distinguir los casos siguientes:
(iv-a) Eo(x) = A,
(iv-b) 0 < El0) < A,
(iv-c) E(0) =0, |
(iv-d) E0) =A (y E(x)=N)

Cuso (iv-a).
Basicamente se pueden usar las tecnicas de 8B y §C para el caso (i) y llegar a

los mismos resultados.

Caso (iv-b).
TEOREMA 5.8. Para algun intervalo de tiempo (0,T) existe una unica solucion
SE (o,E,0), donde z = o(t) es la curva que separa M y S. Ademas, si

h(o*) < 0 | (5.69)

WO =0, kgh" O+ R<0 (5.70)
(o,E\9) satisface el sistema (5.50) ( con las sustituciones kL —~kg,L~S) (5.51)-
(5.55) y la condicion de frontera libre
[ Elo(®) + Rt 1 6(t) = kg 0o®*t) , 0<t<T, (5.71)
con los vinculos
o(t) < 0, Efo(th) + Rt <N, U<t <T.
En cambio, si
RON =0 , kgh"@) + R>0, ¥ & 0, (5.72)
pura algun iz, > 0, en lugar de (5.71) lu condicion dc frontera libre es
oot =0, 0<t<T (5.73)
y los vinculos son
' 6 >0, E@)=Efx)+K<h, 0<t<T.

Demostracion.

(). Hipotesis (5.69). El coefliciente de o en (5.71) es posilivo y existencia y
unicidad de (o,E,0) siguen de [FP1). Para que (o,E,0) sea SE se necesita 0 < 0
para X > olt) v U<t < T.

La hipotesis (5.69) comporta o(0) = ks h'(o%) / E-(0) < 0, luegc o(t) < 0 en
algun intervalo (0,1), o sea t')xta(t)"'.t) < 0 en (0,T)

Como ya se noto, en esta situacion no se puede bifurcar de x = o{(t) una

segunda linea de mivel 6 = 0 (lo que estaria en contraste con &l principio del
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maximo). Por lo tanto 8 < 0 en D>,
(). Hipotesis (5.70). lLa diferencia respecto al caso anterior es que o¢(0) = 0.
Comparando los limites de 8, al origen para t = 0 (negativo) y para x = o(t)

(cero) se puede probar que

, +
thm0+ Gxt(o(t) ) = —oo
y, de (5.71), que
lim ofl) = —2c .
t - 0t

Por eso, o(t) < 0 en algun intervalo (0,T) y de nuevo 0 < 0 en S (como
siempre el resultado es local en el tiempo).

(Il1). Hipotesis (5.72). Lo que se quiere demostrar se obtiene por los mismos
argumentos que se utilizaron en la prueba del Teor. 5.2 (Problema [). Aqui es
interesante notar que E(x,t) es discontinua en x = 0 (en este sentido la solucion
es generalizada respecto a la definicion dada a su tiempo). Ademas, si
kLh”(0+)+R > 0, se tiene lim . o(l) = 4o, o

t—-0

Los casos (iv-c) y (iv-d) son extremamente complejos porque presentan varias
posibilidades y en general los correspondientes teoremas de existencia no estan
demostrados. Por eso no lilaremos un tratamiento detallado, sino que indicaremos
como se resuelven los casos mas claros. De todos modos recordamos que para cada
caso clasificado hay un ejemplo numerico en [PUJ |
Cuso (iv-c).

St vale (5.72) se encuentra el mismo resultado que antes, es decir la zona
pastcsa se adelanta hacia el solido. Otros casos del Teorema 5.8, es decir (5.69) o
{5.70) presentan la dificultad de la degeneracion de la condicion de frontera libre
(5.71), porque el coeficiente de & es nulo para t = 0. Entonces seria necesario
plantear un metodo de aproximacion, utilizando problemas no degenerados, y hallar
acotaciones uniformes. El caso no esta tratado en la literatura.

Caso (iv-d).
Consideramos solamente el caso
EX0—) > 0. (8.74)
Se puede demostrar que si
h'(0%) < —AR / { kg E40) 1, (5.75)
entonces de nuevo el sistema (5.51)-(5.55), (5.71) tiene una unica solucion SE. El
punto delicado esta en la comparacion de &(0) con la pendiente de la curva
{teorica) E(x,t) = X\ . Se quiere tener
o(0) < Y(0) (5.76)
( siendo, como antes, x = 7Y(t) la curva E (¥(t)) + Rt = A\ ) . La condicion (5.76)

coincide justamente con (5.75). Para el caso opuesto, proponemos la siguiente
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CONJETURA 5.1. Si se tiene la condicion

n(0%) > —AR / [ kg E}07) ] (5.77)
entonces entre la zona pastosa y el solido va a crecer una fase liquida, es decir
hay dos fronteras libres x = p(t) ( M-L ), xz = s{t) ( L-S ) y las condiciones
de frontera libre son
(o) para z = s{t) la condicion usual de Stefan,

(B) para x = p(t)
[N — Eolo() — Rt 1 p(t) = —k; 0z(o(t)",0). (5.78)

OBSERVACION 5.3. Aqui se da no solamente la dificultad de la degeneracion de la
condicion (5.78), sino tambien el hecho que las dos condiciones de frontera libre son

acopladas por la temperatura en la fase liquida. El estudio de este problema es

abierto.

L Caso (v) : fases M-M.

Los casos no banales son los siguientes:
(v-a) 0 < Elx) <\ para x <0 y EJfx) =\ para x > 0,
(v-b) 0 < Eg(x) <A\ para x =0 y EN0) =\ ,

donde, por simplicidad E,(x) es supuesta suave.

Cuso (v-a). Coincide con el caso (iii) (§G) con h = 0 y sigue valiendo el Teorema
5.7.

Caso (v-b). Se espera observar una fase liquida que se expande en ambas
direcciones. Vale decir que se quiere resolver el problema de buscar (p,,0,,E,0)

resolviendo el sistema

8y — k 8xx = R en pl = ((x,t) : py(t) < x < 1) ,0 < t < T, (5.79)

2,(0) = p,(0) = O, (5.80)

E, =R en DM — (x0:x < p o x> 00,0 <t <T), (58D

E(x,0) = E¢(x), x€R, (5.82)

[ X — Eglo) — Rt ] py(t) = —kp Ox(0,(0* 1), 0<t<T, (5.83)

[ A — Eoloa(t) — Rt ] 2,(t) = —k; Ox(p()—,t), 0<t<T, (5.84)
con los vinculos

() <O, px(t) >0, 0< E(xt) <A (5.85)

Otra vez se pueden utilizar las tecnicas del Teorema 5.7 (con la complicacion

que los problemas aproximados tienen dos fronteras libres) para demostrar el

resultado analogo.
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PARTE . ZONAS PASTOSAS NO ISOTERMICAS.

6. FORMULACION DEBIL.

Queremos mostrar como el problema del cambio de fase se complica
(especialmente en relacion con la aparicion y la evolucion de zonas pastosas) cuando
la temperatura del cambio de fase no es constante, sino que depende de las
coordenadas espaciales:

0. = B(x). (6.1)

siendo 0.(x) alguna funcion suave.

OBSERVACION 6.1. Esta situacion fisica puede encontrarse si en el medio

considerado hay algunas deshomogeneidades (de presion, de composicion quimica,

etc.). Como caso limite se puede pensar en una aleacion binaria en que

(i) no se tenga en cuenta la separacion de las curvas de equilibrio termodinamico
”liquidus” y "solidus”,

(ii) la difusion de la impureza es mucho mas lenta que la difusion del calor.
Entonces cada distribucion no uniforme de impureza en la aleacion produce

una temperatura de cambio de fase no homogenea y conocida.

OBSERVACION 6.2. Cuando V0. = 0, la nueva propiedad de una eventual zona
pastosa esta en el hecho que el calor es conducido a traves de ella. Como se vera,

esta propiedad modifica notablemente la estructura matematica del problema.

Antes que nada veamos como se define en este caso la solucion debil.
Volviendo a la ecuacion (2.3), suponganse los coeflicientes ¢, k, r funciones de

una sola variable 77 = 0 — 0.(x). La definicion (2.10) de E se escribe ahora

n
E = I c(¢) d¢ + N H() (6.2)
Q
y conviene escribir (2.12) y (2.13) en la forma
n = B, (6.3)
n
B = J k(¢) ds. (6.4)
0

Utilizando la funcion B(E) definida por (2.14), la ecuacion diferencial para E

llega a ser (en el sentido distribucional)

3 — AB(E) + V- [ K(E) Vocx) | + R(E), ©.5)

donde no solamente aparece la extension R(E) de r(7) para E € (O,\) , sino
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tambien la extension K(E) de k() , en el espiritu de la Observacion 6.2. La zona
pastosa se identifica con el interior del conjunto {77 = 0} (cuandc no es vacio).
En lugar de (2.16) la ecuacion debil tiene ahora la forma

T

J J[E¢t+B(E)A¢—K(E)VGc-V¢+R(E)¢]dxdt=

0 Q

(6.6)

B, (x,1) 3{: do dt ~ J E.(x) o(x,0) dx

32 < (0, T) Q
para cada funcion ¢ en la clase en su tiempo descripta y con el mismo significado de
E, vy B, pero con la hipotesis (provisional)

la medida del subconjunto de 32 « (0,T) en que 8 = 8. es cero. 6.7)

El papel de la hipotesis (6.7) sera claro mas adelante. Su origen esta en el hecho
que la influencia de V0. = 0 no se limita a la aparicion de un termino en la
ecuacion (6.6), sino que gobierna la evolucion de la energia cn las Zonas pastosas,
produciendo efectos importantes en el borde.

Volveremos pronto a ilustrar este conceplo y verenmos qué cambia en (6.6) si no

se hace la hipotesis (6.7).

OBSERVACION 6.3. De ahora en adelante las funciones K(E) y R(E) seran
definidas para E € [0,A] como interpolaciones lineales entre sus valores extremos.
Asl
K(E) = kS +aE , O<E«<hr, o= (kL — kS) /A (6.8)
R(E) = r(0—)+ o,E ,0 < E <\, o, = (0" — ri0—) / A (6.9)

7. LA ECUACION PARA LA ENERGIA Y LAS CONDICIONES EN EL BORDE FlJO.

Refiriendose directamente al caso unidimensional, la ecuacion de evolucion de E
en M tiene la forma
’ E, — [ K(E) () }y = R(E), (7.1)
que naturalmente se reduce a (3.2) cuando 6. = constante.
Utilizando (6.8), (6.9) se llega a la ecuacion lineal de primer orden
E{ — a 8(x) Ex = (kg + aE) 0%4(x) + R(0) + o,E. (7.2)
La pendiente de las curvas caracteristicas define una velocidad local de
propagacion
vi(x) = —a  &(x), (7.3)
debida a la accion conjunta de la distribucion no uniforme de 8. y de K(E).

La curvatura del perfil de 0., es decir ¢°., actua sobre el sistema como una
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fuente de calor, lo que se explica facilmente en téerminos de balance de energia.

Mirando la ecuacion (7.2) se comprende que es preciso tener cuidado con los
datos en el borde cuando 6 = 8. en algun intervalo de tiempo. Sea = (0,1) vy
sea por ejemplo  6(0,t) = 0.(0) para t en algun intervalo no vacio (t/,t”).

Distingamos dos casos:

(D vo(0) €0,
(1) wvg0) > 0.

En el primer caso las lineas caracteristicas de (7.2) alcanzan el conjunto {0}
~ (t,t") , subiendo en la direccion temporal. Por consecuencia el valor de E(0,t)
para cada t en (t’,t’) proviene de la integracion de (7.2) a lo largo de la linea
caracteristica correspondiente (a partir de alguna condicion inicial). Caso particular:
si vi0) = 0 el mismo borde x = 0 es una caracteristica y (7.2) se integra
inmediatamente.

En cambio, si v,(0) > 0 las curvas caracteristicas de (7.2) salen de los
puntos de {0} < (t,t”) y van subiendo en la direccion temporal. Entonces E(U,t)
en (t,t"Y) debe ser un dato del problema y funciona como valor inicial para la
integracion de (7.2).

Ahora podemos precisar la definicion de solucion debil cuando la condicion (6.7)
no es satisfecha:
si vy(0) < 0, el dato 6(0,t) = 8.(0) es suficiente,
si vo(0) > 0, ademas de 0(0,t) = 0..(0) es necesario conocer E(0,t) C [0,\].

En el segundo caso para hacer aparecer el dato adicional E(0O,t) en la

formulacion debil (6.6) se modifica el espacio de las funciones test ¢, dejando la

condicion ¢(0,t) = 0 en (t’,t”’). Entonces al primer miembro de (6.6) se agrega el
termino

v

I KIE(0,t)] 02(0) o(0,t) dt.

v

OBSERVACION 7.1. (datos de Neumann). Cuando v, () > 0 el dato de Neumann
apropiado es Ey(0,t) = f(t) (y no 0x(0,t)). Si en algun intervalo (t/,t”) ocurre la
igu.aldad 8(0,t) = 08.(0) , en este intervalo E(0,t) se encuentra integrando la ecuacion

ordinaria
E, — K(E) 0°4(0) — R(E) + v (0) f(t) =0
Despues 04(0,t) = 04(0) en (t',t”) , mientras 84(0,t) = 84(0) + B'[E(O,t)] f(t) ,
donde 6(0,t) = 0.(0). _
Cuando vy(0) € 0 es suficiente asignar 64(0,t). Si M tiene una parte de
frontera comun a ({0} - (0,T), esa es necesariamente incluida en el conjunto donde
04(0,t) = @4(0) y ademas es siempre posible calcular E(0,t).

A diferencia del caso del dato de Dirichlet, cuando se especifica el dato de
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Neumann el espacio de las funciones test no depende ni de la posible coincidencia de
6(0,t) con 68.(0) m del signo de v,(0).

Las condiciones de frontera para la funcion test ¢ son siempre o(x,T) = 0,
?(0,0) = 0 (y ¢x(1,t) = U0 si se tiene el dato de Neumann tambien para x = 1),
Por ejemplo el termino de frontera en la ecuacion debil que contiene el dato de
Neumann en x = 0 es

T
J KIE(0,t)] 84(0,t) (0,t) dt.
0

8. FORMULACION CLASICA PARA LA ENERGIA : CONDICIONES DE FRONTERA
LIBRE.

Queremos extender los resultados del 33,B al caso de temperatura de cambio de

fase variable.

En general, las condiciones de frontera libre son (con los simbolos del 53,B)
M s ~ , S ’ —
E [s—vo(b)]—kslex—oc(s)]—o (S-M), (8.1)

n—EM s — v 1+ k 1685 — o1 =0 (L-M), (8.2
donde fueron usadas (6.8) y (7.3).

Un primer resultado simple se obtiene cuando 8’ es constante, utilizando las
mismas tecnicas de 33,B y temendo en cuenta que tenemos (8.1) y (8.2) en lugar de
(3.9) y (3.15) y que la ecuacion de difusion en las fases L, S es

My — k lixx = (M) + k 0% (8.3)
con N=06-6. y k= kL o k= ks , constantes.

TEOREMA 8.1. Si 6’ = constante siguen vulicndo los resultados del Teorema
3.1 y del Teorema 3.2 con lus siguienles suslituciones:

— en la hipotesis (x) R(0) - R(0) + kg 0%

— en la hipotesis (xx) R(\) = R(A) + k; 0%

— en las desigualdades (a), (a’), (b) s = s — vu(s).

Si ¥2 no es constante en [0,1}, examinemos brevemente el caso de una interfase
S-M.
De (8.1), es decir
EM s — vi@ 1= kg 7, (8.4)
X

siempre se tiene la implicacion
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§ — vy(s) <0 = r,zf = 0. (8.5)

Para obtener otros resultados es necesario definir los conjuntos

AY = (50 € (0,1 - (0,T): RO) + kg 8% > 0},
A= (KU E QD - OT): RO + kg 82 < 0},
Ao = { (1) € (0,1) ~ (0,T) : R(O) + kg 62 = 0 }.

Es facil probar que

r)s =0 = §—vys)<o0 para (s(1),v)) = oY (8.6)
X
Y que )
7 >0 para (s()hU) S A— 8.7)
X
O rd
Cuando x = s(t) atraviesa A, (supuesto no vacio) estamos en el caso del

Teorema 8.1, es decir la condicion (8.4) es del tipo de Stefan: 77S
X

>0, s> v

Resumiendo, tenemos el
TEOREMA 8.2. Si r=s() separa S (xr 2s()) y M (x> st)), las

siguientes implicaciones son ciertas ( se cucluyen los puntos de 34, )

S—w®>0 = 1 >0, EM > 0 (problema del tipo de Stefan) , (8.8)
Vs

§— o)<V = T =0 (problema con datos de Cauchy) y (s(h,h) = A*. (8.9)
R

Ademas

S — us) 0 = E‘” =0. (8.9

Demostracion. Solamente (8.8) necesita algun comentario. La implicacion es clara si

(s(OV = A— = A, .Si (s(1),t) = AT, entonces de (8.4)

s —vis)>0 y ?’,-‘S =0 = EM--O
X
Por lo tanto se puede integrar (7.2) hacia atras respecto al tiempo, a partir de
X = s(1) , y visto que el segundo miembro de (7.2) es positivo cerca de x = s(t), se
encuentra E(x,t) < 0 en M. Luego es absurdo suponer que ?',75 = 0. a
X
Para la interfase L-M vale un teorema analogo, definiendo
BY = { (x,0 € (0,1) x (0,T) : RO\ + k 8% >0},
B- = {ix,t) € (0,1) - (O, T) : R(\) + kL 0. <0},
B, = { (x,t) = (0,1) - (O, T) : R(\) =~ kL 0, = 0 ).

TEOREMA 83 Si xr = s{t) separa L (z < s(t)) y M (x> s(t)), las

siguientes implicaciones son ciertas (se excluyen los puntos de 9B;) :



48

s§— w8 >0 = nl<o, EM <\ (problema del tipo de Stefan) , (8.10)
z

S —w(s) <0 = T)L = 0 (problema con datos de Cauchy) y (s(t),t) € B—. (8.11)
x

Ademas
5—wv(s) <0 = EM . (8.11°)

OBSERVACION 8.1. Los resultados obtenidos se pueden definir en manera

independiente de la posicion relativa de S y M o de L y M, introduciendo la

velocidad w = § — vy(s) , es decir la velocidad del frente interfase relativa a la

velocidad local de propagacion de la energia. Entonces se nota que:

(i) si w esta dirigida en el sentido de la zona pastosa (expansion relativa de la
fase pura) la condicion de frontera libre es del tipo de Stefan;

(ii) en el caso opuesto (no contraccion relativa de la zona pastosa) la condicion de

frontera libre es del tipo de Cauchy.

9. RESOLUCION DE UN PROBLEMA PARTICULAR.

Queremos estudiar un problema particular con temperatura de cambio de fase
dependiente de x. Entre otras cosas, opinamos interesante mostrar mediante este
ejemplo que cuando V8. = 0 una zona pastosa puede formarse espontaneamente, sin

la contribucion de fuentes de calor.

A. Planteo del problema ( Problema P ).
Se buscan las incognitas x = o(t) (frontera M-S) , x = p(t) (frontera L-M) ,
E(x,t) (energia) en el estrato 0 < x < 1, suponiendo
8 = —1 + x°, (9.1)
R(E) =0, (9.2)
ki o kg constantes y K(E) definida por (6.8) ,

8(x0 =—-14+%, 0<x<1, (9.3)
04(0,t) = 0, (9.4)
8(1,t) = —3 . (9.5)

OBSERVACION 9.1. La eleccion de 6.(x) , de la temperatura inicial y de los datos
en el borde es tal que
(i) para t = 0 el sistema se halla en el estado solido,

(ii) para X = | el sistema queda en el estado solido,
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(iii) el calor es conducido hacia la pared x = 0 , donde la temperatura inicial es la
del cambio de fase,
(iv) el aumento de energia en x = 0 no puéde producir inmediatamente un aumento

de temperatura, pero antes que posiblemente nazca una fase liquida se espera la

aparicion de una zona pastosa.

Naturalmente mucho de lo que vamos a demostrar acerca del problema (P) sera
valido para todas aquellas situaciones que conservan los mismos caracteres basicos

(82> 0, 0.0 = 0500 =0, 80,0 = 08000, 8(x,0) < 0.(x), 0(1,t) < 8,(1), etc.)

B. Analisis a priori de la region solida.
Supongase que el Problema P tenga una solucion en algun intervalo de tiempo

(0,T,). Estudiemos la estructura de la region S, teniendo presente la Obs. 9.1. Acerca

del punto (iv) tenemos el

LEMA 9.1. Hay una funcion o(t) > 0 tal que
S=((zxd):ot)<z<1l, 0<t<T,) (9.6)
Yy que o(t) £ 0 en cualquier entornode t = 0.
Demostracign.
Es muy facil controlar que no hay ningun intervalo (0,t,) tal que #8(x,t) < 6.(x)
en el rectangulo (0,1) x (0,t,).
Por eso, procediendo de x == ] hacia x = 0 se encuentra una curva x = o(t)
con las siguientes propiedades: ‘
o0 =0, o(t) <1 y o(t) £ 0 en todo entornode t =0,
o(x,t) < 8.(x), o) <x<1l, 0<t<T,,
Ho(t)t) = 8-(o(1)) , 0<t<T,.

Entonces, la prueba del Lema se reduce a demostrar que no hay otra componente
de S.

EnS yenlLelresto 7 =60 — 0. satisface la ecuacion
Ny —kNgx =k0:2>0. (9.7)
( donde k represgnta kg o ki ).
Supongase que sea 7] < 0 en alguna region S, definida por
0o <x<oAt)<olt), 0KV LS KT,
y que 77 = 0 en la frontera parabolica de S,. Aplicando el principio del maximo a

(9.7) en S, se obtiene inmediatamente una contradiccion. a

C. Analisis a priori de la region pastosa.
Demostraremos que necesariamente se halla una zona pastosa y que por algun

tiempo no hay una region liquida.
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LEMA 2. Exziste t, < (0,Ty) tul gque
R=({((gt):0<x <o), 0t <t,) A (9.8)

Demcstracion.

Antes que nada demostraremos que hay una componente de M contigua a S. La

negacion de esto seria la existencia de una region
{(x,): () < x <o), 0<t<t, )L
donde p(t) es alguna funcion no negativa y tal que 0(0) = 0.

Si fuera po(t) > 0 para t > 0, por el Lema 9.1 x = p(t) seria necesariamente
una curva interfase M-L y como tal, suave. Ademas, por el Teorema 8.3 se tiene
o < vep) = —2ap ( siendo las fase M y L en el orden opuesto al del Teorema 8.3,
hay que invertir las desigualdades entre § y v ; después notese que el conjunto
BY coincide con el rectangulo (0,1) ~(0,Ty) ). Esta desigualdad contrasta con la
hipotesis p(t) > 0 para t> 0.

Luego, queda probar que la hipotesis po(1) = 0 es tambien absurda. El asunto
en que se basa la prueba es el balance de energia en la region

{(xt):0<x<o(t), 0<t<t},
que estamos suponiendo ocupada por la fase liquida. Integrando (9.7) sobre esta

region se obtiene (con claros simbolos)

t o(t)
J ki [ 7'7‘]: + 0 (o(r) 1 dT7 = I mx,t) dx > O. (9.9)
0 0
De la condicion de Stefan en x = o(t) viene
t
—\ o(t) + ki l 0. (c(t)) dT >0
0
y, visto que #0’_(0) = 20 , la desiguaidad obtenida no puede ser cierta, como se

verifica tomando t bastante pequeno.

El mismo argumento se aplica en cada intervalo (t,t) Z (0,T,) en el cual
o(t) > 0 , o(t) = 0 ( recuerdese que hasta ahora no se mostro ninguna propiedad
de la curva x = o(t), ni tampoco que o(t) > 0 para t > 0).

Lo que obtuvimos hasta este punto es que verdaderamente hay una componente
de ‘M adyacente 8 S. Podemos ahora demostrar que esa componente es precisamente
R.

Si se supone lo contrario, entonces hay dos fronteras x = p|(t), x = pxt),
2,(0) = p,(0) , p,(t) < po(t) < o(t) que delimitan una componente de L.

Utilizando la misma técnicu que antes, se prueba p,(t) = 0.

En la relacion con p-(1) notemos que la correspondiente condicion de frontera

libre es (8.2), es decir
N —EM) [ b — volod I+ k 1 =0 . (9.10)
X

Ys que (9.9) es todavia cierta, reemplazando o con p. se llega a la desigualdad
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t t
—I(x—EM)pzdf-i- J(k—EM)vo(pz)dTZO.
0 0

Cuando t - 0, EM - 0 y el termino principal es —A p,(t) , siendo todo el
resto infinitésimo de orden superior. Por lo tanto es absurdo suponer p,(t) > O.

As] se concluye la demostracion del Lema 9.2. a

D. Teorema de existencia para la region S.

El problema en S se puede plantear como el siguiente problema de frontera libre
a una fase. Encontrar el par (o,7) (en la conocida clase de funciones) y el tiempo
T > 0 tales que (9.7) sea satisfecha para o(t) < x 7< 1, 0<t<T y que sean

verificadas las condiciones (9.3), (9.4), (9.5) y las condiciones de frontera libre

No(t),t) = 0, (9.11)
Nx(o(t),t) = 0, cuendo o(t) > vy(o(t)) = —2a o(t), (9.12)
EM [ 6(1) — vglo(t)t) ] = kg Nxlo(t)t) , cuando o(t) < vlo(t)) (9.12%)

Por el momento limitemosnos al problema con les condiciones (9.11), (9.12) sin

considerar ningun vinculo sobre &(t).

LEMA 9.3. El problema de frontera libre para la ecuacion
Ny —kgNex =kg 02 , ol)<z<1l, 0<t, A
con las condiciones N(z0) = — L 2°, N(L1) - —3 v las condiciones de frontera
libre N =Ty =0 para z = o(t) tiene una y solo una solucion global.
Demostracion. '
Poniendo 7 = kg t, Z(x,7) - ﬂt(x.‘f/ks) / (2ks) , 8(1) = a(-r/ks) , el
problema estudiado se transforma en

Zxx—'z-r=0, 8(7)<x<1, 'T>0g

s(0) = 0,

Z(x,0) = ¢, 0<x<1,
z(1,7) =10, T>0,
Z(s(1),7) = 0 , T>0,

Zy(s(7),7) = s(7) , T>0.

La solucion 7 del problema original se halla invirtiendo la transformacion, es

decir
X € ;
mx,t) = — 8c(x) + 8o(o(t)) + (x — o(t)) & lo(t)) + 2 l I Z(S'.kst) d¢ dg.
' o(t) oft)

El par (s,Z) satisface un problema del tipo "fusion de solido scbrecalentado”
(§4,C) en un caso claramente comprendido en el Teorema 4.4 (existencia y unicided). '
Para mostrar que la solucion es global explotemos los hechos siguientes:
(i) & > 0 (consecuencie del principio del maximo fuerte).

(i) 0 < s(7) < 1 para 7T cualquiera:sigue de la integracion de (1 — x) (Zxx — Z4)=0
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gque lleva a la igualdad
1
(1 —s(7) ) + I (1 — x)Z2(x,7)dx =0,
s(T)
de donde, siendo Z una funcion acotada, se deduce que s(7) nunca puede tender

o -
I

al.
(iii) s(7) queda acotado para cada 7 : en efecto, se halla demostrado en [FP6] que si
1_ lim __ s(1) = +oo

o

para algin 7, finito, el punto (o(7¢),7;) pertenece a la curva de nivel Z =1

que no existe en nuestro caso, siendo 0 < Z < 1 por el principio del maximo. O

OBSERVACION 9.2, La discontinuidad de Z en el origen produce una singularidad
de s, es decir
lim  s(t) = 4o, (9.13)
t - ot

Ahora podemos volver a la cuestion principal, demostrando el teorema de

existencia para la region S.

Recordamos que la constante o es definida por (5.8).

TEOREMA 9.1. Cuando a >0 (k; > kg ), el par (o,n) representa lu solucion
buscada para la region S hasta que la frontera z = o(t) es alcanzada por la
(eventual) frontera x = p(t) entre L y M.

Cuando a <0 (k; <kg) la solucion obtenida en el Lema 9.3 no puede
satisfacer por un tiempo indefinido el vinculo ¢ > vy o) , es decir hay un
tiempo T para el cual es necesario pasar de la condicion de frontera libre
(9.12) a la condicion (9.12’) (si no se verifica antes el colapso de la zona pastosa).

OBSERVACION 9.3. Hasta ahora no dijimos.nada acerca de la formacion de la fase
liquida. Se vera mas adelante que la fase liquida va a nacer despues de un cierto

tiempo y que la zona pastosa colapsa en un tiempo finito.

OBSERVACION 9.4. La discusion desarrollada en el Cap. 7 sobre las condiciones de
frontera fija muestra que no hay que dar el valor de E(0,t), a pesar de la igualdad
0(0,t) = 6.(0,t) , porque vy(0) = 0.
Demostracion del Teorema 9.1.

La primera afirmacion del Teorema sigue del Teorema 8.2 (y Obs. 8.1),
observando que si o > 0 se tiene vy(x) = —2ax < 0 en (0,1), mientras o(t) > 0
para t > 0, de donde & > vy(0) (expansion relativa de la zona pastosa).

En el caso a < 0 es cierto que la misma situacion se presenta durante un
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tiempo bastante pequeno como ‘consecuencia de (9.13). Demostremos que
necesariamente se realiza la inversion del signo de la Velocidad relativa & — vy(o)
para algan tiempo finito T.

En efecto, de (i) sigue la existencia de lim o(t) =0, <1, y por eso

t -

litm inf o(t) = 0, implicando la existencia de un primer instante T tal que &(T) =
— 0 -

vo(o(T)) (la funcion vy(o(t)) es creciente con t). 0

OBSERVACION 9.5. Del comportamiento asintotico de o(t) se deduce muy

facilmente que tlim Z(x,t) = 0, uniformemente en (0,0=). Se puede ahora deducir
—- OC

de (ii) el valor de o0«, simplemente eliminando la integral

Ow =1~ 1/VZ (9.14)

OBSERVACION 9.6. (unicidad). No se puede bifurcar de! origen otra solucion, pues

deberia ser una solucion tal que &(t) < vy (o), contradiciendo of(t) > O.

OBSERVACION 9.7. No discutiremos el caso de inversion de la velocidad relativa.
Un caso parecido se halla tratado en [DU], donde se estudia un problema con doble

inversion, mostrando que la segunda inversion produce una discontinuidad de E en
M.

E. Teorema de existencia para la region M.

La ecuacion para E(x,t) es, recordando (7.2), (9.1), (9.2),

E, — 2ax Ex =2 (kg+aE), (9.15)
que se puede integrar con la condicion
E(o(1),t) = 0, . (9.16)

para U<t < T°,donde 1" =+4& si a>0 y T =T si a<0.

La solucion E(x,t) tiene la representacion parametrica

x = o(7) expl—2a (t—T)], (9.17)
E = (kS/a) [expa (t—T) — 1], si a =1, (9.18)
E=2kg(t—7), si o =0 (k =kg). (9.18")

Asl se define una region M® (que va a contener M), en la cual 0 < E < A,
que se halla acotada por 'x = o(t) y por
(a) la curva caracteristica de (9.15) que sale del origen, es decir x = 0 , en el
intervalo [0,T)\], donde (por (6.8))
Ty = Qo) ' In( kj/kg)  si a»=0, (9.19)
T, = M(2kg) si a=0, (9.19)
(b) la curva de nivel E(x,t) = A )
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x=0oc(t— A/(’.st) ) si a =0, (9.20")
(c) (si & < 0) la caracteristica de (9.15) pasante por (o(T),T)
x = o(T) exp [ —2a (t—7) ], t>T. (9.21)
Se puede expresar E en terminos de X, t si T es explicitable de (9.17), es
decir hasta cuando o(t) + 2a o(t) > 0, que es precisamente la condicion bajo la
cual la solucion (o,77) en S tiene sentido fisico, o sea t < T*.

Concluimos enunciando el

TEOREMA 9.2, La funcion E(x,t) se puede calcular (formalmente) en una
region que se halla arriba de la frontera = = o(t)y, t < T,

OBSERVACION 9.8 La region pastosa M sera mas pequena que M®, pero en la parte
comun el valor calculado de FE(x,t) es el fisico. El conocimiento de F en M*® sirve

para plantear el problema en la fase liquida.

F. El teoremu de existencia para la region L.

Se busca la solucion (p,77) del problema siguiente

My — kL Mxx = k8%, 0 < x < o), T, <t T,,
o(T) =0,

Nx(0,t) = 0 , Tx<t<T0,
p(t)t) =0 , T, <t<Tg,

kg Mx(o(tht) = —{ A — EGN0 ] [t — vie) ], Ty <1< T;.
En efecto, 7ix(o(1),t) < 0 por el principio del maximo fuerte y por lo tanto
nunca puede ser o < v(p) ( lo que implicaria 7x(o,t) = 0 ).
En el esquema de arriba la funcion E(x,t) és conocida y el valor ideal de T,
seria el eventual tiempo de colapso de la zona pastosa. Sin embargo, el resultado de

[FP4] no da una estima tan precisa de T, :

TEOREMA 9.3. Hay una y solo una solucion (p,7) que describe la evolucion de
la fase liquida en algun intervalo (T,,T.).

Demostracion (resumen).

" La demostracién es muy larga. La mayor dificuitad viene de la degeneracion de
la condicion de frontera libre para t = T,\ ( E(U,Tk) = A ), Como ya vimos en
casos similares, la idea basica es la construccion de una sucesion de soluciones
aproximadas, obtenida reemplazando p(Tk) =~ 0 con pn(T)‘) = €., siendo {e.} una
sucesion decreciente a cero. Después se pruebe que las funciones po.(t) estan
definidas en un intervalo comun (T)\,Tr,) y forman una sucesion no creciente y que
por eso tiene un limite p(t).

Se verifica que esta curva limite esta a la derecha de la curva de nivel E = A (es

decir, atraviesa la region M®) y que la convergencia de la sucesion {(o:} es
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uniforme. Despues se calcula la solucion 77 del problema de conduccion en 0 < x <
p(t) , T)\ <t < Ty, y se controla que 77 sea el limite uniforme de las soluciones

aproximadas 7].. Finalmente pare concluir la demostracion se definen las funciones

X
Alx,t) = — J [ A — E(t) 1d€,
0 X
M(x,t) = —2ax [ N — E(x,t) ] — l E (&) df ,
0
mediante las cuales la condicion de frontera libre se escribe
kp Txlot) = SAGL + Mio,) . )

Con metodos estandard se demuestra que (9.22) es equivalente (si o(t) es
Lipschitz) a la igualdad

t  o(7) t
- I J 2ky dx dT = Alp(t),t) — A(p(O).TL) + I M(p(T),T) dT —
TL 0 Ty
o(t) (9.23)
- I ﬂ(x,t) dx Y ) t E (TL,TQ) .
0

Utilizandq (9.23) para las soluciones sproximadas y pasando al limite se obtiene
que el par (p,77) es la solucion buscada.
Los detalles se hallan en [FP4]. o

G. Comportamiento asintotico. ,
No investigamos el desarrollo sucesivo de las fronteras x = o(t) y x = p(t).
Sin embargo, se puede decir algo acerca del comportamiento al infinito, refiriendose

al caso a > 0 en el cual se sabe que la region M* se extiende al infinito.

TEOREMA 9.1. La zona pastosa desaparece en un tiempo finito.
Demostracion.

Si el teorema fuese falso existirian los limites pe , 0w de oy o para t — oo
(recuerdese que » > 0, & > 0). Ademas O (ks/kl_) € o £ Ow. ‘

En la fase solida 6 — —., en la fase liquida 8 — 08.(p=) = —1 + pe’.

Visto que la frontera x= o(t) es suave, la energia E(x,t) es tambien susve
y esta propiedad se transmite a la frontera x = p(t). Luego o(t) , y por
consecuencia 0x(o(t),t) , tienden a cero para t - co.

Entonces, tomando el limite en la condicion de frontera libre (8.2), se encuentra

—~2 pw K(E=) = 0, que es absurdo. (]

Como corolario se tiene que la solucion asintotica es la solucion estacionaria del

problema de Stefan correspondiente a la temperatura limite 6 = —} .. Por lo tanto
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el limite de la frontera liquido - solido es la raiz de 0c(x) = —

. es decir

L] Lot
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