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Resumen: Se considera un material semi-infinito de una aleacion binaria consistente en dos
componentes. Se supone que la solidificacion de la aleacion esta gobernada por un diagrama de equilibrio
de fase consistente en una curva “liquidus” y una curva “solidus” de acuerdo al modelo propuesto por L.
Rubinstein. Se considera que la aleacion se encuentra inicialmente en estado liquido y que un flujo de calor
particular se impone en el borde fijo X =0 . Se obtienen las condiciones necesarias y/o suficientes para los
datos (iniciales y de contorno y coeficientes térmicos del material) a fin de obtener una solidificacion
instantdnea. Ademas, se halla la solucion explicita correspondiente.
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1. INTRODUCCION

Se considera un material semi-infinito de una aleacion binaria consistente en dos componentes A y
B . Sea C la concentracion del componente B y T la temperatura. Se supone que la solidificacion de la
aleacion esta gobernada por un diagrama de equilibrio de fase consistente en una curva “liquidus”

C=1f,(T) y una curva “solidus” C = f(T). Se asume que fy f son funciones crecientes en la
variable T con:

fI(TA): fs(TA)< fl(T)< fs(T)< fI(TB): fs(TB)» TA<T <TB

donde T,y T, son las temperaturas de fusion de A y B respectivamente. El material se encuentra en la

fase solida si C > f(T) y en la fase liquida si C < f;(T). Cuando C varia entre f(T) y f,(T) el

estado del material no esta bien definido y se lo conoce con el nombre de zona pastosa (mushy region)
segun lo descripto en el modelo propuesto en [3] y que puede apreciarse en el Figura 1.

Se considera que la aleacion se encuentra inicialmente en estado liquido a la temperatura constante To
y a la concentracion constante C0 . Luego un flujo de calor caracterizado por la constante (|, es impuesto
en el borde fijo X=0con lo cual un frente de solidificacion X = S(t)comienza instantineamente
separando la aleacion en estado sélido (X <S(t)) del estado liquido (X >S(t)). La formulacion
mateméatica de este proceso de cristalizacion consiste en hallar la temperatura T =T(X,t) y la
concentracion C = C(X,1), ambas definidas para X>0y t >0, la frontera libre X =S(t), definida

para t >0, y la temperatura critica de solidificacién Tk de manera que se satisfagan las siguientes

condiciones:
ool =T, O<x<s(), t>0;
i. ol =T ,s(t)<x, t>0; (1)
i.  d,C, =C, 0O<x<s(t), t>0;
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iv. dC =C, X>s(t), t>0;

v ksTsx(O,t)z% @ >0),  t>0;
Vi T.O.0=TEOH=T..  t>0;

vii,  T,(X,0)=T;, con T,<T,<T,;, Xx>0;
viii. T (o0,t)=T,, con T,<T,<T;,t>0;

ix. C, (0,1)=0, t>0; (1)
x.  C(s(t),t)y=f.(T,). t>0;
xi. — C(x,00=C,, X>0;

xi,  C(s(t),t)= f(T,), t>0;
xiit. kT, (S(,H)—KT, (s(t),H) =os'(t), t>0;

xiv.  d,C, (s(t),H)—d.T, (st),t)=[ f,(T,)- fiT)]s'®). t>0.

donde p,K,,d,y representan la densidad de masa, la conductividad térmica, la difusividad térmica, la
difusién masica y el calor latente de fusion, siendo s y | los sub-indices que denotan la fase solida y liquida
respectivamente. Cuando la condicién en la frontera fija X =0 es la dada por una temperatura constante
T, <T, (O,t) =T, <T, (en lugar de la condicién (1.V)) el correspondiente problema de solidificacién
fue resuelto en [3,4,10]. Recientes trabajos sobre la solidificacion de una aleacién binaria son [1, 2, 7 - 9].
La condicion de flujo de calor (1.V) impuesta en el borde fijo fue considerada en [5] para un problema de

Stefan a dos fases para un material semi-infinito homogéneo a coeficientes constantes.
El objetivo de éste trabajo consiste en hallar las condiciones necesarias y/o suficientes para los datos
iniciales y de contorno del problema y los coeficientes térmicos de la aleacion binaria, en particular para el

coeficiente (,, a los efectos de obtener un cambio de fase instantineo y una solucion explicita del

problema [6].
o]
i
C=RET

=A¢T)
Car
o

[
g T, T.T. T T
A T T o B

Figura 1: Concentracion vs. Temperatura (diagrama de equilibrio de fase con curvas liquidus y solidus)

500



2. SOLUCION EXPLICITA PARA LA SOLIDIFICACION DE UNA ALEACION BINARIA
Teorema 1 Si Q, verifica la siguiente desigualdad

(2) (To _To, )k| <q, < (To _Tos)k|
na, nQ,

donde T, = f7(C,) y Tos = f.'(C,) con f,(C)=Ty f,'(C)=T respectivamente, el problema
de frontera libre (1) tiene Unica solucién del tipo de similaridad dada por:

(3)  st)=22Jat,t>0
1 1 X
4 T(xt)= (Tk —k—sqm/;zaserf (}L)]Jrk—sqo maerf (2—@] 0<x<s(t), t>0

T -T,) X
B3) T (xH)=T,+ k 0 erfc( ]
erfc(“’ % /1} et

Q,

s(t)y<x, t>0

6) C.(xb=f(T,). 0<x<s(t), t>0

erfc @/1
Jd,

donde las incognitas T, y A (coeficiente que caracteriza la frontera libre X =S(t)) satisfacen las
siguientes ecuaciones:

_ (FhT)-Ty) X
(7) C(xt)=C,+ [ Jerfc(%/d_.t], s(t)y<x, t>0

(8) T =F), M@A)=¢,),1>0, T,<T, <Tg,
donde las funciones reales F, M y ¢ estan definidas de la siguiente manera :

erf (x) = exp(~t?) dt ; erfc(x) = 1—erf (X) ; Q(X) = /mxexp(x>)erfc(x), X > 0,

7!

Cexp(-X) o o Ve
R0 =5t M0=Q [ﬂx},bo

F(x>=T0+kily5a.ﬁq[%xJ—%JcTzexp(—xz)Fl[ng x>0

€ (TA9T0| )U (T, Tg)

fs(x) — fl (X)

o)

Prueba.

La demostracion del teorema se basa en los siguientes hechos:
* La funcion M es una funcién estrictamente decreciente con M (0) =0, M (400) =1.
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* La funcién F es una funcion estrictamente creciente con las siguientes propiedades:

N 1 1
F0) =T, ——tpJor, F(o0) =T, +- ez
| 1

* La funcién ¢@(X) es una funcién estrictamente creciente en el intervalo I:TO T, ) con las siguientes
S

propiedades:

#(T)e(0,1)si T e(TA,TOS), #(T)e[loo)si T e[TOS,TOI) y$(T)<0si T e(TOI,TB).

Si se define la funcién real M(A) =@(F(A))para 4 >0 resulta que F(A)e I:TOs T, )cuando d,

verifica la desigualdad (2). Entonces por las conclusiones anteriores se puede asegurar que existe un

tinico A € ( F (T 0,)> F(T 0 )) tal que satisface el sistema (8) con lo cual el problema (1) admite una

tinica solucion del tipo similaridad (3)—(7).

Obsevacion Si se define T, =T, (0,t) entonces T, viene dado por la expresion:

)

T, =T, —quO« |wa erf ()

que resulta ser una constante independiente del tiempo t . Por otro lado, se tiene que:

10) T <T,(Xt)<T,, O0<x<st), t>0.

Corolario 1 Sise definen C, = f,(T,)y C, = f,(T,) entonces se tiene que C, € [Cll ,C,, }
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