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Resumen: En este trabajo se considera un material de cambio de fase unidimensional semi-infinito con coeficientes
térmicos constantes entre los cuales son desconocidos simultdneamente el calor especifico y la conductividad térmica.
Con el objetivo de determinar estos coeficientes, se supone que el material se encuentra bajo un proceso de fusién
con memoria, lo cual se modela con un problema inverso de Stefan fraccionario en el tiempo con una sobrecondicién
en la frontera fija y una evolucion conocida de la interfase. Se obtienen formulas explicitas para la temperatura, el
calor especifico y la conductividad térmica bajo la condicién de que los datos verifiquen una restriccién. Finalmente,
se observa que los resultados obtenidos mediante la formulacion clasica de este problema pueden obtenerse como un
caso limite del modelo fraccionario.
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1. INTRODUCCION

La determinacién de coeficientes térmicos para materiales de cambio de fase a través de problemas inver-
sos de Stefan ha sido ampliamente estudiada durante las dltimas décadas [1, 2, 5, 10, 11, 12]. Recientemente,
han comenzado a estudiarse los problemas de Stefan fraccionarios [14, 15, 16, 6, 7, 8] en el contexto de
procesos de cambio de fase con memoria (ver, por ejemplo, la interpretacion fisica del tipo de problemas
abordados en [6, 7, 8] que se hace en [16]). Segiin el conocimiento de los autores, el primer trabajo de
determinacién de coeficientes térmicos a través de problemas de Stefan fraccionarios fue hecho en [13].
Motivados por [11, 13], consideramos aqui el problema de la determinacién de dos coeficientes térmicos
desconocidos a través de un problema de Stefan fraccionario a una fase para el cual se conoce la evolucion
de la interfase. Se estudia el caso de calor especifico y conductividad térmica desconocidos, pero un anélisis
similar puede hacerse para otro par de coeficientes térmicos desconocidos entre la densidad de masa, el calor
latente por unidad de masa, el calor especifico y la conductividad térmica.

Mas precisamente, se considera el siguiente problema inverso a una fase para un proceso de fusién con
interfase sin grosor (sharp front interfase):

DOT(z,t) = pra X Tpp(z, 1) 0<z<s(t),t>0 ()\2 = k/pc) (1a)
T(s(t),t) = Tpn t>0 (1b)
— kT, (s(t),t) = vaplD*s(t) t>0 (Ic)
7(0,t) = Ty t>0 (1d)
kKT,(0,1) = —t% t>0 (le)
s(0) =0 (1f)

donde las incégnitas son la temperatura 7' [°C] de la fase liquida, el calor especifico ¢ > 0 [J kg~! (OC)_l]
y la conductividad térmica k > 0 [W m~! (°C )71]. Los demis coeficientes involucrados en el problema (1)
se suponen conocidos, a saber: la densidad de masa p > 0 [kg m?], el calor latente por unidad de masal > 0
[J kg1, 1a temperatura de cambio de fase 1;,, > 0 [°C], la temperatura Ty > T, [°C] en la frontera x = 0,
el coeficiente ¢y > 0 [W m? (°C')~'] que caracteriza el flujo de calor en 2 = 0y la capacidad de retencién
de memoria [16] 0 < a < 1 (adimensional) que tiene el sistema. Los pardmetros 0 < po <1 [s17] y
0 < Vo < 1[5* 1] se incluyen con el tinico objetivo de tener coherencia dimensional en la ecuacién (1a)
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y en la condicién (1c), respectivamente, y se los asume tales que (i, Vo — 1 cuando o — 17. Se supone
también que es conocida la evolucién de la interfase, considerando [6, 7, 8]:

s(t) = at®?, t>0, ()

con o > 0 [m s~%/2]. El operador D® en (1a) y (lc) representa la derivada temporal fraccionaria de orden
a en el sentido de Caputo, el cual estd determinado por:

tfir) -
1
Daf(t) _ T(1l-a) /0 (t — T)ad’T if 0<axl o t>0 3)
(@) if a=1

para cualquier f € WY(R') = {f € CY(R")/f" € L'(R")}, donde T es la funcién Gamma definida por:
+0o0
I'(z) = / s Lexp(—s)ds, x> 0.
0

De acuerdo a [3, 4], el coeficiente o A? [m?s~%] en la ecuacién (1a) es una especie de coeficiente de
difusion fraccionario, siendo A2 = k/pc [m? s~'] la difusividad térmica.

2. FORMULAS EXPLICITAS PARA LA TEMPERATURA Y LOS DOS COEFICIENTES TERMICOS
DESCONOCIDOS

En primer lugar se establecerd una caracterizacion de las soluciones de tipo similaridad para el problema
(1). En este sentido, se comienza con la siguiente definicién, que estd motivada por la dada en [6, 7] para el
caso de problemas de Stefan fraccionarios directos.

Definicion 1 La terna dada por la temperatura T, el calor especifico ¢y la conductividad térmica k es una
solucion del problema inverso de Stefan fraccionario a una fase (1) si:

1. T estd definida en Rg X Rg.

2. T € C(Q)NC2RY x RY) N WHRY), donde Q = {(x,t) /0 <z < s(t), t >0}y WHRT) =
{f:RTxRT - R/ f(z,) e W{R")Vz > 0}.

3. T es una funcion continua sobre @ U 0,,(), donde 0,82 = {(0,t)/t > 0} U {(s(t),t)/t > 0}, excepto
quizds en el punto (0,0), en el cual se debe verificar la siguiente condicion:

0 < liminf T(z,t) < limsup T(z,t) < 0.
(z,t)—(0,0) (z,£)—(0,0)

: 0
4. Paratodot > 0, existe 7-T(s(t),t).
5. cy k son niimeros reales positivos.
6. La temperatura T’y los dos coeficientes térmicos verifican (1).

A partir de proponer una solucion de similaridad para el problema (1) andloga a la presentada en [6, 7,
8, 13] y siguiendo pasos andlogos a los necesarios para determinar soluciones de similaridad mediante el
método cldsico de Neumann, se puede probar el siguiente resultado (ver [6, 7]):

Teorema 1 Si la frontera movil s estd definida por (2), entonces la funcion T' dada por:

To — T T «
1_W T /A0 a9
1-W(=¢-%.1) Va2 2

1)}, O<z<s(t),t>0 (4
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es una solucion del problema (1) con calor especifico ¢y conductividad térmica k desconocidos, siy sélo si
cy k son solucion del siguiente sistema de ecuaciones:

E[1-W(-¢-5.1)]  oTo—Tn)T (-5 +1)

= - (5a)
M% (5) HaVall’ (j + 1)
VEkpc(Ty — T,
1w (g -20) = reTo T (sb)
2 Vil (=5 +1)
donde el pardmetro adimensional & estd definido por:
€= (6)
VoA
y W'y M, son las funciones de Wright y Mainardi, dadas por:
00 k
z
w b) = —_ M,(z2)=W (—z,—v,1 —v), C, 7

respectivamente, siendoa > —1, b€ Cy0 < v < L.

Por lo tanto, la resolucién del problema (1) mediante soluciones de tipo similaridad se reduce a la re-
solucidon del sistema de ecuaciones (5). Como se verd a continuacion, esto permite demostrar el siguiente
resultado:

Teorema 2 Si la frontera movil s estd dada por (2), entonces el problema (1) amite la solucion T, c y k
dada por (4) y:

(To — Tw)T (=5 + 1) Ma(§)
BT+ [ (-6 -5.1)] My (© .
vapl(Ty — )T (5 +1) €
respectivamente, siendo & la vinica solucion de la ecuacion:
vaopll (§ +1
Ma (z) = 2228 (5 ), x>0, ©9)
2 QOF (—§ + 1)
si y solo si vale la siguiente restriccion para los datos del problema:
r(%+1
vl (5 +1) (10)

gl (-5 +1)

Prueba. Mediante algunos cédlculos elementales se puede ver que ¢y k constituyen una solucién del sistema
de ecuaciones (5) si y sélo si estdn dados por (8), siendo el pardmetro £ una solucién de la ecuacién (9).
Como la funcién de Mainardi M 2 es una funcion estrictamente decreciente de m a0enRT [6],

2

se tiene que la ecuacion (9) admite una solucion si y sélo si su lado derecho estd entre 0 y %QH) Esto
3

ultimo es equivalente a decir que la desigualdad (10) vale, lo cual, junto con el Teorema 1, completa la

demostracién del teorema. (]

Remark 1 Cuando o = 1, la derivada temporal fraccionaria de orden « en el sentido de Caputo de una
funcion coincide con su derivada temporal cldsica. Luego, si se permite que o valga 1 en el problema (1),
se obtiene el problema inverso de Stefan a una fase cldsico estudiado en [11].

Mediante el uso de las propiedades de las funciones de Wright y de Mainardi cuando o« — 17, se puede
demostrar que los resultados del Teorema 2 coinciden con los dados en [11] cuando o — 1.

De acuerdo con la interpretacion fisica dada en [16], cuando o incrementa su valor hacia 1, la ca-
pacidad de retencion de memoria del sistema disminuye hasta el caso limite de ausencia de memoria. En
este contexto, era esperable que los resultados presentados aqui converjan a los dados en [11] para la
Sformulacion cldsica del problema.
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Remark 2 Resultados andlogos a los del Teorema 2 se obtienen para la determinacion simultdnea de otros
dos coeficientes térmicos desconocidos elegidos entre k, p, | y c.

CONCLUSIONES

En este articulo se ha considerado un material de cambio de fase unidimensional semi-infinito con calor
especifico y conductividad térmica constantes y desconocidos. Estos coeficientes térmicos fueron determi-
nados a través de un problema inverso de Stefan fraccionario en el tiempo a una fase con una sobrecondicién
en la frontera fija y una evolucion conocida para la interfase. Para representar la capacidad de memoria del
sistema se considerd una derivada temporal fraccionaria de orden o, con 0 < o < 1, en el sentido de Caputo.
Se obtuvieron férmulas explicitas para una temperatura de tipo similaridad y para los coeficientes térmicos
desconocidos bajo la hipdtesis de que los datos verifiquen una restriccion. Finalmente, se observé que el
modelo fraccionario generaliza al cldsico.
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