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Resumen: En este trabajo se considera un material de cambio de fase unidimensional semi-infinito con coeficientes
térmicos constantes entre los cuales son desconocidos simultáneamente el calor especı́fico y la conductividad térmica.
Con el objetivo de determinar estos coeficientes, se supone que el material se encuentra bajo un proceso de fusión
con memoria, lo cual se modela con un problema inverso de Stefan fraccionario en el tiempo con una sobrecondición
en la frontera fija y una evolución conocida de la interfase. Se obtienen fórmulas explı́citas para la temperatura, el
calor especı́fico y la conductividad térmica bajo la condición de que los datos verifiquen una restricción. Finalmente,
se observa que los resultados obtenidos mediante la formulación clásica de este problema pueden obtenerse como un
caso lı́mite del modelo fraccionario.
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1. INTRODUCCIÓN

La determinación de coeficientes térmicos para materiales de cambio de fase a través de problemas inver-
sos de Stefan ha sido ampliamente estudiada durante las últimas décadas [1, 2, 5, 10, 11, 12]. Recientemente,
han comenzado a estudiarse los problemas de Stefan fraccionarios [14, 15, 16, 6, 7, 8] en el contexto de
procesos de cambio de fase con memoria (ver, por ejemplo, la interpretación fı́sica del tipo de problemas
abordados en [6, 7, 8] que se hace en [16]). Según el conocimiento de los autores, el primer trabajo de
determinación de coeficientes térmicos a través de problemas de Stefan fraccionarios fue hecho en [13].
Motivados por [11, 13], consideramos aquı́ el problema de la determinación de dos coeficientes térmicos
desconocidos a través de un problema de Stefan fraccionario a una fase para el cual se conoce la evolución
de la interfase. Se estudia el caso de calor especı́fico y conductividad térmica desconocidos, pero un análisis
similar puede hacerse para otro par de coeficientes térmicos desconocidos entre la densidad de masa, el calor
latente por unidad de masa, el calor especı́fico y la conductividad térmica.
Más precisamente, se considera el siguiente problema inverso a una fase para un proceso de fusión con
interfase sin grosor (sharp front interfase):

DαT (x, t) = µαλ
2Txx(x, t) 0 < x < s(t), t > 0

(
λ2 = k/ρc

)
(1a)

T (s(t), t) = Tm t > 0 (1b)

− kTx(s(t), t) = ναρlD
αs(t) t > 0 (1c)

T (0, t) = T0 t > 0 (1d)

kTx(0, t) = − q0

tα/2
t > 0 (1e)

s(0) = 0 (1f)

donde las incógnitas son la temperatura T [◦C] de la fase lı́quida, el calor especı́fico c > 0 [J kg−1 (◦C)−1]
y la conductividad térmica k > 0 [W m−1 (◦C)−1]. Los demás coeficientes involucrados en el problema (1)
se suponen conocidos, a saber: la densidad de masa ρ > 0 [kgm3], el calor latente por unidad de masa l > 0
[J kg−1], la temperatura de cambio de fase Tm > 0 [◦C], la temperatura T0 > Tm [◦C] en la frontera x = 0,
el coeficiente q0 > 0 [W m2 (◦C)−1] que caracteriza el flujo de calor en x = 0 y la capacidad de retención
de memoria [16] 0 < α < 1 (adimensional) que tiene el sistema. Los parámetros 0 < µα ≤ 1 [s1−α] y
0 < να ≤ 1 [sα−1] se incluyen con el único objetivo de tener coherencia dimensional en la ecuación (1a)
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y en la condición (1c), respectivamente, y se los asume tales que µα, να → 1 cuando α → 1−. Se supone
también que es conocida la evolución de la interfase, considerando [6, 7, 8]:

s(t) = σtα/2, t > 0, (2)

con σ > 0 [ms−α/2]. El operador Dα en (1a) y (1c) representa la derivada temporal fraccionaria de orden
α en el sentido de Caputo, el cual está determinado por:

Dαf(t) =

 1
Γ(1−α)

∫ t

0

f ′(τ)

(t− τ)α
dτ if 0 < α < 1

f ′(t) if α = 1
, t > 0 (3)

para cualquier f ∈W 1(R+) =
{
f ∈ C1(R+)/f ′ ∈ L1(R+)

}
, donde Γ es la función Gamma definida por:

Γ(x) =

∫ +∞

0
sx−1 exp(−s)ds, x > 0.

De acuerdo a [3, 4], el coeficiente µαλ2 [m2 s−α] en la ecuación (1a) es una especie de coeficiente de
difusión fraccionario, siendo λ2 = k/ρc [m2 s−1] la difusividad térmica.

2. FÓRMULAS EXPLÍCITAS PARA LA TEMPERATURA Y LOS DOS COEFICIENTES TÉRMICOS
DESCONOCIDOS

En primer lugar se establecerá una caracterización de las soluciones de tipo similaridad para el problema
(1). En este sentido, se comienza con la siguiente definición, que está motivada por la dada en [6, 7] para el
caso de problemas de Stefan fraccionarios directos.

Definición 1 La terna dada por la temperatura T , el calor especı́fico c y la conductividad térmica k es una
solución del problema inverso de Stefan fraccionario a una fase (1) si:

1. T está definida en R+
0 × R+

0 .

2. T ∈ C(Ω) ∩ C2
x(R+ × R+) ∩W 1

t (R+), donde Ω = {(x, t) / 0 < x < s(t), t > 0} y W 1
t (R+) ={

f : R+ × R+ → R/ f(x, ·) ∈W 1(R+) ∀x > 0
}

.

3. T es una función continua sobre Ω ∪ ∂pΩ, donde ∂pΩ = {(0, t)/t > 0} ∪ {(s(t), t)/t > 0}, excepto
quizás en el punto (0, 0), en el cual se debe verificar la siguiente condición:

0 ≤ ĺım inf
(x,t)→(0,0)

T (x, t) ≤ ĺım sup
(x,t)→(0,0)

T (x, t) <∞.

4. Para todo t > 0, existe ∂
∂xT (s(t), t).

5. c y k son números reales positivos.

6. La temperatura T y los dos coeficientes térmicos verifican (1).

A partir de proponer una solución de similaridad para el problema (1) análoga a la presentada en [6, 7,
8, 13] y siguiendo pasos análogos a los necesarios para determinar soluciones de similaridad mediante el
método clásico de Neumann, se puede probar el siguiente resultado (ver [6, 7]):

Teorema 1 Si la frontera móvil s está definida por (2), entonces la función T dada por:

T (x, t) = T0 −
T0 − Tm

1−W
(
−ξ,−α

2 , 1
) [1−W (

− x
√
µαλtα/2

,−α
2
, 1

)]
, 0 < x < s(t), t > 0 (4)
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es una solución del problema (1) con calor especı́fico c y conductividad térmica k desconocidos, si y sólo si
c y k son solución del siguiente sistema de ecuaciones:

ξ
[
1−W

(
−ξ,−α

2 , 1
)]

Mα
2
(ξ)

=
c(T0 − Tm)Γ

(
−α

2 + 1
)

µαναlΓ
(
α
2 + 1

) (5a)

1−W
(
−ξ,−α

2
, 1
)

=

√
kρc(T0 − Tm)

√
µαq0Γ

(
−α

2 + 1
) (5b)

donde el parámetro adimensional ξ está definido por:
ξ =

σ
√
µαλ

(6)

y W y Mν son las funciones de Wright y Mainardi, dadas por:

W (z, a, b) =
+∞∑
k=0

zk

k!Γ(ak + b)
y Mν(z) = W (−z,−ν, 1− ν) , z ∈ C, (7)

respectivamente, siendo a > −1, b ∈ C y 0 < ν < 1.

Por lo tanto, la resolución del problema (1) mediante soluciones de tipo similaridad se reduce a la re-
solución del sistema de ecuaciones (5). Como se verá a continuación, esto permite demostrar el siguiente
resultado:

Teorema 2 Si la frontera móvil s está dada por (2), entonces el problema (1) amite la solución T , c y k
dada por (4) y:

c =
µαναlΓ

(
α
2 + 1

)
ξ
[
1−W

(
−ξ,−α

2 , 1
)]

(T0 − Tm)Γ
(
−α

2 + 1
)
Mα

2
(ξ)

(8a)

k =
q2

0 Γ3
(
−α

2 + 1
) [

1−W
(
−ξ,−α

2 , 1
)]
Mα

2
(ξ)

ναρl(T0 − Tm)Γ
(
α
2 + 1

)
ξ

(8b)

respectivamente, siendo ξ la única solución de la ecuación:

Mα
2
(x) =

νασρlΓ
(
α
2 + 1

)
q0Γ2

(
−α

2 + 1
) , x > 0, (9)

si y sólo si vale la siguiente restricción para los datos del problema:

νασρlΓ
(
α
2 + 1

)
q0Γ

(
−α

2 + 1
) < 1. (10)

Prueba. Mediante algunos cálculos elementales se puede ver que c y k constituyen una solución del sistema
de ecuaciones (5) si y sólo si están dados por (8), siendo el parámetro ξ una solución de la ecuación (9).
Como la función de Mainardi Mα

2
es una función estrictamente decreciente de 1

Γ(−α
2

+1)
a 0 en R+ [6],

se tiene que la ecuación (9) admite una solución si y sólo si su lado derecho está entre 0 y 1
Γ(−α

2
+1)

. Esto

último es equivalente a decir que la desigualdad (10) vale, lo cual, junto con el Teorema 1, completa la
demostración del teorema. �

Remark 1 Cuando α = 1, la derivada temporal fraccionaria de orden α en el sentido de Caputo de una
función coincide con su derivada temporal clásica. Luego, si se permite que α valga 1 en el problema (1),
se obtiene el problema inverso de Stefan a una fase clásico estudiado en [11].

Mediante el uso de las propiedades de las funciones de Wright y de Mainardi cuando α→ 1−, se puede
demostrar que los resultados del Teorema 2 coinciden con los dados en [11] cuando α→ 1−.

De acuerdo con la interpretación fı́sica dada en [16], cuando α incrementa su valor hacia 1, la ca-
pacidad de retención de memoria del sistema disminuye hasta el caso lı́mite de ausencia de memoria. En
este contexto, era esperable que los resultados presentados aquı́ converjan a los dados en [11] para la
formulación clásica del problema.
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Remark 2 Resultados análogos a los del Teorema 2 se obtienen para la determinación simultánea de otros
dos coeficientes térmicos desconocidos elegidos entre k, ρ, l y c.

CONCLUSIONES

En este artı́culo se ha considerado un material de cambio de fase unidimensional semi-infinito con calor
especı́fico y conductividad térmica constantes y desconocidos. Estos coeficientes térmicos fueron determi-
nados a través de un problema inverso de Stefan fraccionario en el tiempo a una fase con una sobrecondición
en la frontera fija y una evolución conocida para la interfase. Para representar la capacidad de memoria del
sistema se consideró una derivada temporal fraccionaria de orden α, con 0 < α < 1, en el sentido de Caputo.
Se obtuvieron fórmulas explı́citas para una temperatura de tipo similaridad y para los coeficientes térmicos
desconocidos bajo la hipótesis de que los datos verifiquen una restricción. Finalmente, se observó que el
modelo fraccionario generaliza al clásico.
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blem. Advances in Mathematical Sciences and Applications, 24-2:237249, 2014.

[9] L. RUBINSTEIN. The Stefan problem. American Mathematical Society, Providence, 1971.
[10] D. A. TARZIA. Determination of the unknown coefficients in the Lamé-Clapeyron- Stefan problem (or one-phase Stefan
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