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Resumen: En este trabajo se considera un problema de solidificación a dos fases para un material unidimensional
semi-infinito. Se supone que el proceso de cambio de fase se inicia a partir de la presencia de una temperatura constante
en las cercanı́as de la frontera fija, lo cual se modela con una condición convectiva (condición de Robin). La interfase
entre las regiones sólida y lı́quida se representa como una zona pastosa de acuerdo al modelo de Solomon, Wilson
y Alexiades. Se presenta una solución explı́cita de tipo de similaridad que se obtiene cuando los datos verifican una
cierta restricción. Se analiza, además, la relación con el problema con condición de temperatura en la frontera fija y se
obtienen condiciones bajo las cuales ambos problemas resultan equivalentes.
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1. INTRODUCCIÓN

En este trabajo se considera un material homogéneo unidimensional semi-infinito que se encuentra bajo un
proceso de solidificación a dos fases con una zona pastosa, es decir, con una región de transición entre las
fases sólida y lı́quida. Un problema de este tipo fue estudiado en [1] utilizando condiciones de frontera de
tipo Dirichlet o de flujo de temperatura. Aquı́ se sigue dicho trabajo para representar a la zona pastosa, el
cual está inspirado en el modelo de Solomon, Wilson y Alexiades dado en [2] para un problema a una fase.
Motivados por la relación entre los problemas de Stefan a dos fases sin zona pastosa con condiciones de
frontera de tipo convectiva y de temperatura recientemente obtenida en [3], se considera aquı́ el siguiente
problema de frontera libre:

α1θ1xx(x, t) = θ1t(x, t) 0 < x < s(t), t > 0 (1a)

α2θ2xx(x, t) = θ2t(x, t) x > r(t), t > 0 (1b)

s(0) = r(0) = 0 (1c)

θ1(s(t), t) = θ2(r(t), t) = 0 t > 0 (1d)

θ2(x, 0) = θ2(+∞, t) = θ0 x > 0, t > 0 (1e)

k1θ1x(s(t), t)− k2θ2x(r(t), t) = ρl[εṡ(t)− (1− ε)ṙ(t)] t > 0 (1f)

θ1x(s(t), t)(r(t)− s(t)) = γ t > 0 (1g)

k1θ1x(0, t) =
h0√
t
(θ1(0, t) +D∞) t > 0 (1h)

donde las incógnitas son las temperaturas θ1, θ2 de las regiones sólida y lı́quida, respectivamente, y las
fronteras libres s, r de la zona pastosa que la separan de las regiones sólida y lı́quida, respectivamente. Los
parámetros fı́sicos que aparecen en (1) son: la densidad de masa, ρ > 0; la conductividad térmica, k > 0; el
calor especı́fico, c > 0; el calor latente por unidad de masa, l > 0; el coeficiente que caracteriza la cantidad
de calor latente contenido en la zona pastosa, 0 < ε < 1; el coeficiente que caracteriza el ancho de la
interfase, γ > 0; la temperatura inicial del material, θ0 > 0; la temperatura externa a la frontera fija x = 0,
−D∞ < 0; el coeficiente que caracteriza a la transferencia de calor en x = 0, h0 > 0; y la difusividad
térmica, α = k

ρc > 0. Los subı́ndices 1 y 2 hacen referencia a las fases sólida y lı́quida, respectivamente.
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2. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIÓN

A través del clásico método de Neumann, se puede probar el siguiente resultado:

Teorema 1 El problema de Stefan (1) admite la solución de similaridad θ1, θ2, s, r dada por:

θ1(x, t) = −
D∞ erf(ξ)

erf(ξ) + k1
h0
√
πα1

1−
erf
(

x
2
√
α1t

)
erf(ξ)

 0 < x < s(t), t > 0 (2a)

θ2(x, t) =
θ0 erf(µ)

erfc(µ)

erf
(

x
2
√
α2t

)
erf(µ)

− 1

 x > r(t), t > 0 (2b)

s(t) = 2ξ
√
α1t t > 0 (2c)

r(t) = 2µ
√
α2t t > 0 (2d)

donde µ =
√
α12W (ξ), con α12 =

α1
α2

y W la función real definida por:

W (x) = x+
γ
√
π

2D∞
exp(x2)

(
erf(x) +

k1
h0
√
α1π

)
, x > 0, (3)

si y sólo si ξ es solución de la ecuación:

F (x) =
l
√
π

D∞c1
G(x), x > 0, (4)

donde F y G son las funciones reales dadas por:

F (x) =
exp(−x2)

erf(x) + k1
h0
√
α1π

− θ0
√
k2c2

D∞
√
k1c1

exp
(
−α12W

2(x)
)

erfc
(√
α12W (x)

) x > 0 (5a)

G(x) = x+
(1− ε)γ

√
π

2D∞
exp(x2)

(
erf(x) +

k1
h0
√
α1π

)
x > 0. (5b)

De esta manera, el problema de hallar una solución de similaridad para el problema (1) se reduce a estudiar
la ecuación (4).

Lema 1

1. La función F dada por (5a) satisface:

F (0+) =
h0
√
α1π

k1
− θ0

√
k2c2

D∞
√
k1c1

exp

((
γk1

2D∞h0
√
α2

)2)
erfc

(
γk1

2D∞h0
√
α2

) , F (+∞) = −∞, F ′(x) < 0 ∀x > 0 (6)

2. La función G dada por (5b) satisface:

G(0+) =
(1− ε)γk1
2D∞h0

√
α1
, G(+∞) = +∞, G′(x) > 0 ∀x > 0. (7)

Teorema 2 La ecuación (4) admite una única solución positiva si y sólo si el coeficiente h0 satisface la
siguiente desigualdad:

h0 > h?0, (8)

con h?0 definido por:

h?0 =
γk1

2D∞η
√
α2
, (9)
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η = η
(
γk1
θ0k2

, (1−ε)lθ0c2

)
la única solución de la ecuación:

H(x) = 0, x > 0, (10)

y H la función real definida por:

H(x) =
exp(−x2)
erfc(x)

− γk1
√
π

2θ0k2

1

x
+

(1− ε)l
√
π

θ0c2
x, x > 0. (11)

Prueba. A partir de las propiedades de las funciones F y G dadas en el Lema 1, sigue que la ecuación (4)
admite una única solución positiva si y sólo si F (0+) > l

√
π

D∞c1
G(0+), es decir, si y sólo si:

H

(
γk1

2D∞h0
√
α2

)
< 0. (12)

Como la función H satisface H(0+) = −∞, H(+∞) = +∞ y H ′(x) > 0 para x > 0, resulta que (12)
vale si y sólo si:

0 <
γk1

2D∞h0
√
α2

< η, (13)

donde η = η
(
γk1
θ0k2

, (1−ε)lθ0c2

)
es la única solución positiva de la ecuación (10). Sólo resta observar que la

desigualdad (13) es equivalente a (8). �

A partir de los Teoremas 1 y 2, se obtiene el principal resultado de esta sección:

Corolario 1 El problema de Stefan (1) admite la solución de similaridad dada por (2) si y sólo si el coefi-
ciente h0 que caracteriza a la transferencia de calor en la frontera x = 0 satisface la desigualdad (8).

Remark 1 El Teorema 1 generaliza resultados presentados en [4] para un proceso de solidificación a una
fase con una zona pastosa de acuerdo al modelo de Solomon, Wilson and Alexiades [2], y a los obtenidos
en [3] para un proceso de solidificación a dos fases sin zona pastosa.

3. RELACIÓN ENTRE LOS PROBLEMAS CON CONDICIONES CONVECTIVA Y DE TEMPERATU-
RA EN LA FRONTERA

Si se considera el problema (1) con h0 tal que (8) vale, se sabe por el Corolario 1 que admite la solución de
similaridad dada por (2), donde ξ es la única solución positiva de la ecuación (4). Como:

θ1(0, t) = −
D∞ erf(ξ)

erf(ξ) + k1
h0
√
πα1

,

se considera ahora el problema (1?) dado por (1a)-(1g) y la siguiente condición de temperatura en x = 0:

θ1(0, t) = −D0, t > 0 (D0 > 0), (1h?)

con D0 definido como:

D0 =
D∞ erf(ξ)

erf(ξ) + k1
h0
√
πα1

> 0. (14)

Este problema admite la solución de similaridad dada por [1]:

θ?1(x, t) = −D0

1−
erf
(

x
2
√
α1t

)
erf(ξ?)

 0 < x < s?(t), t > 0 (15a)

θ?2(x, t) =
θ0 erf(µ

?)

erfc(µ?)

erf
(

x
2
√
α2t

)
erf(µ?)

− 1

 x > r?(t), t > 0 (15b)

s?(t) = 2ξ?
√
α1t t > 0 (15c)

r?(t) = 2µ∗
√
α2t t > 0 (15d)
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con µ∗ =
√
α12W0(ξ

?) y ξ? la única solución de la ecuación:

F0(x) =
l
√
π

D0c1
G0(x), x > 0 (16)

siendo W0, F0, G0 las funciones reales definidas por:

W0(x) = x+
γ
√
π

2D0
exp(x2) erf(x) x > 0 (17a)

F0(x) =
exp(−x2)
erf(x)

− θ0
√
k2c2

D0

√
k1c1

exp
(
−α12W0

2(x)
)

erfc
(√
α12W0(x)

) x > 0 (17b)

G0(x) = x+
(1− ε)γ

√
π

2D0
exp(x2) erf(x) x > 0. (17c)

Teniendo en cuenta que ξ satisface (4), se puede demostrar que también resulta ser solución de (16). Luego,
se tiene que ξ = ξ?, a partir de lo cual es fácil ver que µ = µ?, θ1 = θ?1 y θ2 = θ?2. Se tiene entonces el
siguiente resultado:

Teorema 3 Si h0 satisface la condición (8) entonces la solución de similaridad (2) del problema (1) coin-
cide con la solución de similaridad (15) del problema (1?) cuando D0 está dado por (14).

Razonando de manera similar, se obtiene el siguiente resultado:

Teorema 4 La solución de similaridad (15) del problema (1?) coincide con la solución (2) del problema
(1) cuando se consideran D∞ > D0 y h0 dado por:

h0 =
k1D0√

πα1(D∞ −D0) erf(ξ?)
> 0. (18)

En el sentido establecido por los Teoremas 3 y 4, resulta que los problemas (1) y (1?) son equivalentes.

CONCLUSIONES

En este artı́culo se consideró un proceso de solidificación a dos fases para un material unidimensional semi-
infinito. Se supuso que el proceso de cambio de fase se inicia a partir de una temperatura constante presente
en las cercanı́as de la frontera fija del material, lo cual se modeló mediante una condición convectiva. La
interfase que separa las fases sólida y lı́quida se representó como una zona pastosa de acuerdo al modelo
de Solomon, Wilson y Alexiades. Para el problema de Stefan resultante se obtuvo una solución explı́cita de
tipo similaridad bajo la condición de que los datos del problema satisfagan una cierta restricción. Además,
se analizó la relación entre los problemas con condiciones convectiva y de Dirichlet en la frontera fija y se
establecieron condiciones bajo las cuales ambos problemas resultan equivalentes.
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temperature boundary conditions. Thermal Science, 2015, OnLine First, DOI:10.2298/TSCI140607003T.

[4] D. A. TARZIA. Explicit solutions for the Solomon-Wilson-Alexiades’ mushy zone model with convective or heat flux boundary
conditions. Journal of Applied Mathematics, 2015 Art ID 375930:19, 2015.




