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Resumen: Se considera un material semi-infinito caracterizado por x > 0 que se encuentra inicialmente en su fase

lı́quida a temperatura de fusión y que se somete a un flujo de calor en la frontera x = 0, a partir de lo cual se incia un

proceso de solidificación con presencia de una zona pastosa. Se impone una sobrecondición convectiva en x = 0 con

el objetivo de determinar simultáneamente el coeficiente ξ que caracteriza a una de las fronteras libres que definen la

zona pastosa y uno de los coeficientes térmicos elegidos entre l (calor latente por unidad de masa), k (conductividad

térmica), ρ (densidad de masa), c (calor especı́fico), ε ó γ (coeficientes que caracterizan a la zona pastosa), lo cual

conduce al estudio de seis casos diferentes. Se presenta el estudio de dos de los casos, acompañado por fórmulas

explı́citas para los coeficientes desconocidos.
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de Solomon-Wilson-Alexiades
2000 AMS Subject Classification: 35R35 - 35C06 - 80A22

1. EL PROBLEMA

En este trabajo se considera un material semi-infinito caracterizado por x > 0 que inicialmente se en-

cuentra en su fase lı́quida a su temperatura de fusión, a la cual sin perder generalidad se considera igual a

0◦C. En el instante t = 0 se impone una condición de flujo en x = 0, a partir de lo cual comienza un proceso

de solidificación con la presencia de las siguientes tres regiones [1, 2]:

1. región lı́quida a temperatura T (x, t) = 0: Dl =
{
(x, t) ∈ R2/ x > r(t), t > 0

}
,

2. región sólida a temperatura T (x, t) < 0: Ds =
{
(x, t) ∈ R2/ 0 < x < s(t), t > 0

}
,

3. región pastosa a temperatura T (x, t) = 0: Dp =
{
(x, t) ∈ R2/ s(t) < x < r(t), t > 0

}
,

siendo s y r las funciones que caracterizan a las fronteras libres de la región pastosa. A esta última se la

considera isotérmica y se establecen las siguientes hipótesis sobre su estructura:

1. el material contiene una fracción fija εl del calor latente total l > 0, con 0 < ε < 1, es decir:

kTx(s(t), t) = ρl[εṡ(t) + (1− ε)ṙ(t)], t > 0,

siendo k > 0 la conductividad térmica y ρ > 0 la densidad de masa del material,

2. su ancho es inversamente proporcional al gradiente de temperatura, es decir:

Tx(s(t), t)(r(t)− s(t)) = γ, t > 0

con γ > 0.

Motivados por los recientes trabajos [3, 4] y con el objetivo de determinar la temperatura T = T (x, t), las

fronteras libres x = r(t) y x = s(t), y uno de los coeficientes térmicos elegido entre l (calor latente por

unidad de masa), k (conductividad térmica) , ρ (densidad de masa), c (calor especı́fico), ε y γ (coeficientes
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que caracterizan a la zona pastosa), se impone también una sobrecondición de tipo convectiva en x = 0 (ver

condición (7) más abajo), resultando el siguiente problema de frontera libre:

ρcTt(x, t)− kTxx(x, t) = 0 0 < x < s(t), t > 0 (1)

T (s(t), t) = 0 t > 0 (2)

kTx(s(t), t) = ρl[εṡ(t) + (1− ε)ṙ(t)] t > 0 (3)

Tx(s(t), t)(r(t)− s(t)) = γ t > 0 (4)

r(0) = s(0) = 0 (5)

kTx(0, t) =
q0√
t

t > 0 (6)

kTx(0, t) =
h0√
t
(T (0, t) +D∞) t > 0 (7)

donde q0 > 0 y h0 > 0 son, respectivamente, los coeficientes que caracterizan el flujo y la transferencia

de calor en x = 0 y −D∞ < 0 es la temperatura externa en x = 0, estando dichos parámetros calculados

experimentalmente.

La solución de este problema está dada por [1, 2, 4]:

T (x, t) = A+Berf

(
x

2
√
αt

)
0 < x < s(t), t > 0 (8)

s(t) = 2ξ
√
αt t > 0 (9)

r(t) = 2μ
√
αt t > 0 (10)

donde A, B, ξ y μ son coeficientes a determinar y α = k
ρc (coeficiente de difusión térmica), a partir de lo

cual se obtiene que:

A = −q0
√
πα

k
erf(ξ), B =

q0
√
πα

k
, μ = ξ +

γk exp (ξ2)

2q0
√
α

, (11)

con lo cual la solución del problema (1)-(7) queda expresada como:

T (x, t) =
q0
√
πα

k

[
erf

(
x

2
√
αt

)
− erf(ξ)

]
0 < x < s(t), t > 0 (12)

s(t) = 2ξ
√
αt t > 0 , (13)

r(t) = 2

[
ξ +

γk exp (ξ2)

2q0
√
α

]√
αt t > 0 (14)

y que los coeficientes a determinar en el problema deben satisfacer las siguientes dos ecuaciones:(
ξ +

(1− ε)γk exp (ξ2)

2q0
√
α

)
exp (ξ2) =

q0
ρl
√
α

(15)

erf(ξ) =
kD∞
q0
√
πα

(
1− q0

h0D∞

)
(16)

Como los coeficientes a determinar son ξ y uno de los coeficientes térmicos elegido entre l, γ, ε, k, ρ y

c, surjen los siguientes seis problemas:

Caso 1: Determinar ξ y l Caso 2: Determinar ξ y γ Caso 3: Determinar ξ y ε

Caso 4: Determinar ξ y k Caso 5: Determinar ξ y ρ Caso 6: Determinar ξ y c.
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2. RESULTADOS

A continuación, se presenta el estudio de los Casos 2 y 4.

Teorema 1 (Caso 2: determinación de ξ y γ) Si se considera el problema (1)-(7) con el coeficiente γ des-
conocido, entonces la solución está dada por (12)-(14) con ξ y γ dados por:

ξ = erf−1

(
kD∞
q0
√
πα

(
1− q0

h0D∞

))
> 0 (17)

γ =
2q0
√
α

k(1− ε)

(
q0

ρl
√
α
− ξ exp (ξ2)

)
> 0 (18)

si y sólo si los parámetros restantes q0, h0, D∞, l, ε, k, ρ y c satisfacen las siguientes desigualdades:

1− q0
h0D∞

> 0 (19)

kD∞
q0
√
πα

(
1− q0

h0D∞

)
< 1 (20)

f

(
erf−1

(
kD∞
q0
√
πα

(
1− q0

h0D∞

)))
<

q0
ρl
√
α

(21)

siendo f la función definida por:

f(x) = x exp (x2), x > 0. (22)

Prueba. Por una lado, se observa que en la ecuación (16) sólo aparece una de las incógnitas, ξ. Debido a

las propiedades de la función de error, sigue que la ecuación (16) admite una solución positiva ξ si y sólo si

0 <
kD∞
q0
√
πα

(
1− q0

h0D∞

)
< 1, (23)

es decir, si valen (19) y (20). Más aún, cuando se verifican (19) y (20), se tiene que la única solución de (16)

está dada por (17).

Por otro lado, despejando γ en función de ξ a partir de (16), se tiene que γ está dado por (18). Se debe

notar que este coeficiente es positivo si y sólo si

q0
ρl
√
α
− ξ exp (ξ2) > 0 (24)

Sea f la función definida por (22). Como f es creciente en R+, f(0+) = 0 y f(+∞) = +∞, sigue que

(24) se verifica si y sólo si

f(ξ) <
q0

ρl
√
α

(25)

es decir, si y sólo si vale la condición (21). �

Teorema 2 (Caso 4: determinación de ξ y k) Si se considera el problema (1)-(7) con el coeficiente k des-
conocido, entonces la solución está dada por (12)-(14) con ξ y k dados por:

k =
q20πerf2(ξ)

ρcD2∞
(
1− q0

h0D∞

)2 > 0 (26)

y ξ > 0 como la única solución de la ecuación

g(x) =
cD∞
l
√
π

(
1− q0

h0D∞

)
, x > 0, (27)
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si y sólo si los parámetros restantes q0, h0, D∞, l, γ, ε, ρ y c satisfacen la condición (19), siendo g la
función definida por:

g(x) =

⎛⎝x+
γ
√
π(1− ε)

2D∞
(
1− q0

h0D∞

)
⎞⎠ erf(x) exp (x2), x > 0. (28)

Prueba. En primer lugar, se observa que (19) es una condición necesaria para que (16) admita una solución

positiva ξ.

Despejando k en función de ξ a partir de (16), sigue que k queda dado por (26). Se oberva que k es

positivo para ξ positivo. Reemplazando la expresión del parámetro k dada en (26) en (16), se obtiene la

ecuación para ξ dada en (27), ya que:

g(ξ) =
cD∞
l
√
π

(
1− q0

h0D∞

)
. (29)

Asumiendo que vale (19), sigue que g es una función creciente en R+ y que g(+∞) = +∞. Además,

g(0+) = 0. Luego, (19) es una condición necesaria y suficiente para que la ecuación dada en (27) admita

una única solución positiva ξ. �
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