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Resumen: Se considera un material semi-infinito caracterizado por z > 0 que se encuentra inicialmente en su fase
liquida a temperatura de fusién y que se somete a un flujo de calor en la frontera x = 0, a partir de lo cual se incia un
proceso de solidificacién con presencia de una zona pastosa. Se impone una sobrecondicién convectiva en z = 0 con
el objetivo de determinar simultineamente el coeficiente £ que caracteriza a una de las fronteras libres que definen la
zona pastosa y uno de los coeficientes térmicos elegidos entre [ (calor latente por unidad de masa), k (conductividad
térmica), p (densidad de masa), ¢ (calor especifico), ¢ 6 v (coeficientes que caracterizan a la zona pastosa), lo cual
conduce al estudio de seis casos diferentes. Se presenta el estudio de dos de los casos, acompaiiado por férmulas
explicitas para los coeficientes desconocidos.

Palabras clave: Cambio de fase, Condicion convectiva, Problema de Lamé-Clapeyron-Stefan, Zona pastosa, Modelo
de Solomon-Wilson-Alexiades
2000 AMS Subject Classification: 35R35 - 35C06 - 80A22

1. EL PROBLEMA

En este trabajo se considera un material semi-infinito caracterizado por x > 0 que inicialmente se en-
cuentra en su fase liquida a su temperatura de fusion, a la cual sin perder generalidad se considera igual a
0°C. En el instante t = 0 se impone una condicién de flujo en z = 0, a partir de lo cual comienza un proceso
de solidificacién con la presencia de las siguientes tres regiones [1, 2]:

1. regién liquida a temperatura T'(z,t) = 0: D; = {(z,t) € R*/z > r(t), t > 0},
2. region solida a temperatura T'(z,t) < 0: Dy = {(z,t) € R?/0 < z < s(t), t > 0},
3. region pastosa a temperatura T'(z, t) = 0: D, = {(z,t) € R?/s(t) <z < r(t), t > 0},

siendo s y r las funciones que caracterizan a las fronteras libres de la region pastosa. A esta ultima se la
considera isotérmica y se establecen las siguientes hip6tesis sobre su estructura:

1. el material contiene una fraccion fija el del calor latente total [ > 0, con 0 < € < 1, es decir:
kT, (s(t),t) = plles(t) + (1 —e)r(t)], t >0,
siendo £ > 0 la conductividad térmica 'y p > 0 la densidad de masa del material,
2. su ancho es inversamente proporcional al gradiente de temperatura, es decir:
To(s(t), t)(r(t) = s(t)) =, >0
cony > 0.

Motivados por los recientes trabajos [3, 4] y con el objetivo de determinar la temperatura T = T'(x, t), las
fronteras libres x = r(t) y x = s(t), y uno de los coeficientes térmicos elegido entre [ (calor latente por
unidad de masa), k (conductividad térmica) , p (densidad de masa), c (calor especifico), € y v (coeficientes
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que caracterizan a la zona pastosa), se impone también una sobrecondicién de tipo convectiva en © = 0 (ver
condicidn (7) mds abajo), resultando el siguiente problema de frontera libre:

pcTi(x,t) — kT (x,t) =0 0<z<s(t),t>0 (1)
( (t),t) =0 t>0 )
Ty (s(t),t) = plles(t) + (1 — €)r(t)] t>0 3)
( ()J)(r() s(t)) =~ t>0 )
r(0) = s(0) = 5)
KT,(0,1) = % t>0 6)
KTL(0,8) = "0(7(0,) + Do) £>0 %

Vit

donde gy > 0y hg > 0 son, respectivamente, los coeficientes que caracterizan el flujo y la transferencia
de caloren x = 0y —Dy, < 0 es la temperatura externa en « = 0, estando dichos pardmetros calculados
experimentalmente.

La solucidn de este problema estd dada por [1, 2, 4]:

X
T(x,t):A+Berf<2m> 0<x<s(t)t>0 ®)
s(t) = 26Vt t>0 )
r(t) = 2uvat t>0 (10)

donde A, B, £y u son coeficientes a determinar y o« = ﬁ (coeficiente de difusion térmica), a partir de lo
cual se obtiene que:

qov/ T qov/ T vk exp (€2)
A=— f B = = _— 11
con lo cual la solucién del problema (1)-(7) queda expresada como:
qo/ T x
T(x,t) = erf —erf 0<ax<s(t),t>0 12
(avt) = PV e (L) —ert) g 12
s(t) = 26V at t>0 (13)
vk exp (52)}
rit) =2+ ——| Vat t>0 (14)
€ [5 290/
y que los coeficientes a determinar en el problema deben satisfacer las siguientes dos ecuaciones:
(1 —e)ykexp (52)> 2 0
+ ex = (15)
<§ NG P = a
kD q0
f(£) = 1— 16
e(©) = o0 7= (1= 7o) (1o

Como los coeficientes a determinar son £ y uno de los coeficientes térmicos elegido entre [, v, €, k, p y
¢, surjen los siguientes seis problemas:

Caso 1: Determinar £ y [ Caso 2: Determinar £ y y Caso 3: Determinar £ y €

Caso 4: Determinar £ y k Caso 5: Determinar £ y p Caso 6: Determinar € y c.
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2. RESULTADOS

A continuacidn, se presenta el estudio de los Casos 2 y 4.

Teorema 1 (Caso 2: determinacion de £ y ) Si se considera el problema (1)-(7) con el coeficiente ~y des-
conocido, entonces la solucion estd dada por (12)-(14) con £ y v dados por:

L (De [ a
€= erf <qO\/ﬂ (1 hoDoo>> >0 17)
290V [ q 2

si 'y solo si los pardmetros restantes qo, ho, Do, L, €, k, py ¢ satisfacen las siguientes desigualdades:

q0

1-— ToDe >0 (19)
qIZ\D/% (1 - hoqlgoo> <1 (20)
(o (s (- mbe) ) < v @
siendo f la funcion definida por:
f(z) = zexp (z?), x> 0. (22)

Prueba. Por una lado, se observa que en la ecuacién (16) sélo aparece una de las incognitas, £. Debido a
las propiedades de la funcién de error, sigue que la ecuacidn (16) admite una solucion positiva & si y sélo si

kDoo ( q0 )
0< 1— <1, (23)
qov/Ter hoDoo
es decir, si valen (19) y (20). Mads atn, cuando se verifican (19) y (20), se tiene que la tinica solucién de (16)

estd dada por (17).
Por otro lado, despejando  en funcién de £ a partir de (16), se tiene que -y estd dado por (18). Se debe
notar que este coeficiente es positivo si y sélo si

q0 2
o 0 24
Sea f la funcién definida por (22). Como f es creciente en R™, f(07) = 0y f(+o0) = +o0, sigue que

(24) se verifica si y sélo si
40

1o <o

es decir, si y sélo si vale la condicién (21). O

(25)

Teorema 2 (Caso 4: determinacion de £ y k) Si se considera el problema (1)-(7) con el coeficiente k des-
conocido, entonces la solucion estd dada por (12)-(14) con £ y k dados por:

gimerf*(€)

k= 5 >0 (26)
pcDZ (1 - thDOOO)
v & > 0 como la unica solucion de la ecuacion
Do q0
= 1-— , > 0, 27
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si 'y solo si los pardmetros restantes qo, ho, Doo, I, 7, €, p y ¢ satisfacen la condicion (19), siendo g la
Sfuncion definida por:

Wl —e€)
2D (1= 7z

glz) =[x+

) erf(z) exp (z%), x> 0. (28)

Prueba. En primer lugar, se observa que (19) es una condicién necesaria para que (16) admita una solucién
positiva £.

Despejando % en funcién de & a partir de (16), sigue que k£ queda dado por (26). Se oberva que k es
positivo para £ positivo. Reemplazando la expresion del pardmetro k£ dada en (26) en (16), se obtiene la
ecuacion para ¢ dada en (27), ya que:

_ cDoo 40
96 =02 (1-8-). 29)

Asumiendo que vale (19), sigue que g es una funcién creciente en R™ y que g(4+00) = +oo. Ademds,
g(0") = 0. Luego, (19) es una condicién necesaria y suficiente para que la ecuacion dada en (27) admita
una tnica solucion positiva &. U
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