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Resumen: Se estudian soluciones de similaridad para un modelo de descongelamiento en un medio poroso saturado,
cuando el cambio de fase induce un salto de densidad y se considera una condición de flujo de tipo h0√

t
(u(0, t) − B)

en el borde fijo x = 0. Se analizan diferentes casos, dependiendo del signo de tres parámetros fı́sicos adimensionales.
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1. INTRODUCCIÓN

Se considera el problema de descongelamiento de un medio poroso parcialmente congelado saturado
con un fluido incompresible, con el objetivo de construir soluciones de tipo similaridad. Una descripción
detallada del problema fı́sico puede encontrarse en [1, 2, 4, 6, 7]. Más especı́ficamente, se supone que:

1. existe una interfase simple entre las partes congelada y no-congelada;

2. la fase congelada está en reposo respecto de la estructura porosa, a la cual se la considera inde-
formable;

3. hay un suministro constante de lı́quido para mantener saturado al medio (debido al salto de densidad
entre las fases sólida y lı́quida, que ocasiona un movimiento de lı́quido en la región no-congelada).

Se estudia un modelo unidimensional donde las incógnitas son las funciones x = s(t): frontera libre que
separa Q1 = {(x, t) : 0 < x < s(t), t > 0} (fase lı́quida) y Q2 = {(x, t) : x > s(t), t > 0} (fase sólida),
definida para t > 0; u(x, t): temperatura de la región no-congelada, definida en Q1 y v(x, t): temperatura
de la región congelada, definida en Q2. En [3] y [5] se obtienen soluciones de tipo similaridad cuando se
impone una condición de temperatura y de flujo de calor en el borde fijo, respectivamente. En este trabajo
se considera una condición convectiva en el borde fijo del tipo (1.7). Además de los requerimientos básicos
de regularidad, estas tres funciones deben satisfacer las siguientes condiciones diferenciales, de contorno e
iniciales:

ut = a1uxx − bρṡ(t)ux 0 < x < s(t) t > 0 (1.1)

vt = a2vxx x > s(t) t > 0 (1.2)

u(s(t), t) = v(s(t), t) = dρs(t)ṡ(t) t > 0 (1.3)

kF vx(s(t), t)− kUux(s(t), t) = αṡ(t) + βρs(t)(ṡ(t))2 t > 0 (1.4)

v(x, 0) = v(+∞, t) = −A x > 0 t > 0 (1.5)

s(0) = 0 (1.6)

kUux(0, t) =
h0√
t
(u(0, t)−B) (1.7)

con:

a1 = α2
1 =

kU
ρUcU

, a2 = α2
2 =

kF
ρF cF

, b =
ερW cW
ρUcU

, d =
εγµ

K
,
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ρ =
ρW − ρI
ρW

, α = ερI l, β =
ε2ρI(cW − cI)γµ

K
= εdρI(cW − cI).

donde:

ε: porosidad; ρW y ρI : densidad del agua y del hielo; c: calor especı́fico a densidad constante; kF y
kU : conductividad de las zonas congelada y no-congelada, respectivamente; u = v = 0: punto de fusión
a presión atmosférica; l: calor latente en u = 0; γ: coeficiente en la ley de Clausius-Clapeyron; µ > 0:
viscosidad del lı́quido; K > 0: permeabilidad hidráulica; B > 0: temperatura externa en el borde fijo
x = 0; −A < 0: temperatura inicial; h0 > 0: coeficiente que caracteriza la transferencia de calor en el
borde fijo x = 0.

2. SOLUCIONES DE TIPO SIMILARIDAD

Siguiendo los métodos introducidos en [3, 5, 8, 9], se puede demostrar que:

Teorema 1 El problema de frontera libre (1.1)-(1.7) admite la solución de similaridad:

s(t) = 2ξα1

√
t (2.1)

u(x, t) =

Bg(p, ξ) + mkU
2h0α1

ξ2 + (mξ2 −B)

∫ x
2α1

√
t

0
exp(−r2 + prξ) dr

g(p, ξ) + kU
2h0α1

(2.2)

v(x, t) =
mξ2 +A erf(γ0ξ)− (A+mξ2) erf

(
x

2α2

√
t

)
erfc(γ0ξ)

(2.3)

sı́, y sólo si, el coeficiente adimensional ξ > 0 satisface la ecuación:

δ1

(
1− AM

B
y3
)
G1(p, y)− δ2G2(M,y) = y +Ny3, y > 0 (2.4)

con tres parámetros adimensionales N , M y p dados por:

N =
2βρα2

1

α
∈ R, M =

2dρα2
1

A
=
m

A
∈ R, p = 2bρ ∈ R,

siendo:

δ1 =
kUB

2αα2
1

> 0, δ2 =
kFA

αα1α2
√
π
> 0, K0 =

kU
2α1h0

> 0, γ0 =
α1

α2
> 0,

g(p, y) =

∫ y

0
exp(−r2 + pry) dr, G1(p, y) = exp((p−1)y2)

K0+g(p,y)
, G2(M,y) = (1 +My)

exp(−γ20y2)
erfc(γ0y)

.

3. RESULTADOS PRELIMINARES

Con el objetivo de analizar la ecuación (2.4), en esta sección se presentan propiedades de las funciones
involucradas en la misma. Las demostraciones se basan en cálculos básicos que no se reproducen aquı́.

Lema 1 Cualquiera sea p ∈ R, se tiene que ĺım
y→0+

G1(p, y) =
1

K0
> 0. Además, para valores positivos de

p se tiene:

1. ĺım
y→+∞

G1(p, y) =


0 p < 2
2√
π

p = 2

+∞ p > 2

, 2. ĺım
y→+∞

y

G1(p, y)
=

1

p− 2
p > 2,

3. ĺım
y→+∞

y2G1(p, y) =

{
+∞ p ≥ 2

0 p < 2
, 4. ∂G1

∂y (p, y) < 0 para todo y > 0 y p ≤ 1,
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y para valores negativos de p se tiene:

5. ∂G1
∂y (p, y) < 0 para todo y > 0, 6. ĺım

y→+∞
y2G1(p, y) = 0.

Lema 2 1. Si M > 0 entonces G2 crece desde 1 a +∞ cuando y crece desde 0 a +∞.

2. Si M < 0 entonces G2 crece desde 1 hasta un máximo positivo y luego decrece a −∞, cuando y
crece desde 0 a +∞.

En ambos casos, G2(M,y) ' γ0M
√
πy3.

Lema 3 Cualesquiera sean M ∈ R y p ∈ R, se tiene que ĺım
y→0+

J(M,p, y) =
1

K0
, donde J(M,p, y) =(

1− AM
B y2

)
G1(p, y) para cada y > 0. Además:

1. si M > 0 entonces J(M,p, y0) = 0 y J(M,p, y) < 0 para todo y > y0, siendo y0 =
√
B/AM > 0,

2. si p < 2 entonces ĺım
y→+∞

J(M,p, y) = 0,

3. si p ≥ 2 entonces ĺım
y→+∞

J(M,p, y) =

{
−∞ M > 0
+∞ M < 0

y J(M,p, y) '

{
−2AM
B
√
π
y2 p = 2

−AM(p−2)
B y3 p > 2

.

4. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIONES DE TIPO SIMILARIDAD

Teorema 2 Si M > 0 y N ≥ 0 entonces:

1. Si Bh0
√
π

A
√
kKρF cF

> 1 se tiene que la ecuación (2.4) admite al menos una solución ξ ∈ (0, y0).

2. Si p ≤ 1, se tiene que la ecuación (2.4) admite una única solución ξ > 0 sı́ y sólo si Bh0
√
π

A
√
kKρF cF

> 1.

Prueba.

1. Teniendo en cuenta que ĺım
y→0+

[δ1J(M,p, y) − δ2G2(M,p)] =
δ1
K0
− δ2, ĺım

y→+∞
[δ1J(M,p, y) −

δ2G2(M,p)] = −∞ y que Bh0
√
π

A
√
kKρF cF

> 1 es equivalente a δ1
K0
− δ2 > 0, se tiene que la ecuación

(2.4) admite al menos una solución positiva. Más aún, como δ1
K0

> δ2, ĺım
y→+∞

δ1J(M,p, y) = −∞ y

ĺım
y→+∞

δ2G(M,y) = +∞ implica que el lado izquierdo de (2.4) admite ceros positivos q1 < q2 < ...,

entonces puede hallarse una solución ξ ∈ (0, q1). Sólo resta notar que cada qk satisface qk < y0.

2. Basta observar que si p ≤ 1, el lado izquierdo de (2.4) es estrictamente decreciente en (0, y0) (puesto
que ∂J

∂y (M,p, y) < 0 en (0, y0) y G2 es estrictamente creciente) y el lado derecho es esctrictamente
creciente.

�

Teorema 3 Si M > 0 y N < 0 entonces, si Bh0
√
π

A
√
kKρF cF

> 1 y AM
B|N | > 1 se tiene que la ecuación (2.4)

admite al menos una solución ξ ∈ (0, y0).

Prueba. Similar a la dada para Teor. 2 (1). En este caso hay que notar que el lado derecho de (2.4) es
positivo en (0,

√
1/|N |) y que la condición AM

B|N | > 1 es equivalente a y0 <
√

1/|N |. �

Teorema 4 Si M < 0 y N ≥ 0 se obtiene:

1. Si Bh0
√
π

A
√
kKρF cF

> 1, el lado izquierdo de (2.4) admite ceros positivos siendo q1 el menor de ellos,
entonces se tiene que la ecuación (2.4) admite al menos una solución ξ ∈ (0, q1).
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2. Si Bh0
√
π

A
√
kKρF cF

≤ 1 y N < δ2
√
π|M |γ0, se tiene que la ecuación (2.4) admite al menos una solución

ξ > 0.

Prueba. Basta notar que Bh0
√
π

A
√
kKρF cF

≤ 1 equivale a ĺım
y→0+

[δ1J(M,p, y) − δ2G2(M,p)] < 0 y que la

condición N < δ2
√
π|M |γ0 implica que el lado izquierdo de (2.4) tiende a +∞ más rápidamente que el

lado derecho, cuando y tiende a +∞. �

Teorema 5 Si M < 0 y N < 0 se obtiene:

1. Si Bh0
√
π

A
√
kKρF cF

> 1, el lado izquierdo de la ecuación (2.4) admite ceros positivos siendo q1 el menor
de ellos el cual satisface:

a) q1 <
√

1/|N |, se tiene que la ecuación (2.4) admite al menos dos soluciones positivas y una de
ellas satisface ξ ∈ (0,

√
1/|N |).

b) q1 =
√

1/|N |, se tiene que la ecuación (2.4) admite ξ = q1 como solución.

2. Si Bh0
√
π

A
√
kKρF cF

< 1, se tiene que la ecuación (2.4) admite al menos una solución ξ > 0.

Prueba.

1. Basta observar que ĺım
y→0+

[δ1J(M,p, y) − δ2G2(M,p)] = +∞ y que el lado derecho de (2.4) es

positivo en (0,
√

1/|N |) y nulo para y =
√

1/|N |.

2. Sigue de ĺım
y→0+

[δ1J(M,p, y)−δ2G2(M,p)] < 0 = ĺım
y→0+

[y+Ny3], ĺım
y→+∞

[δ1J(M,p, y)−δ2G2(M,p)] =

+∞ y ĺım
y→+∞

[y +Ny3] = −∞ .

�

Nota 1 Los resultados anteriores implican que, bajo las condiciones especificadas en cada caso, es posible
hallar una solución de tipo similaridad del problema (1.1)-(1.7) que garantiza un cambio de fase, es decir,
tal que mξ2 < u(0, t) < B.
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