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Resumen: Se estudian soluciones de similaridad para un modelo de descongelamiento en un medio poroso saturado,
cuando el cambio de fase induce un salto de densidad y se considera una condicién de flujo de tipo % (u(0,t) — B)
en el borde fijo x = 0. Se analizan diferentes casos, dependiendo del signo de tres pardmetros fisicos adimensionales.
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1. INTRODUCCION

Se considera el problema de descongelamiento de un medio poroso parcialmente congelado saturado
con un fluido incompresible, con el objetivo de construir soluciones de tipo similaridad. Una descripcién
detallada del problema fisico puede encontrarse en [1, 2, 4, 6, 7]. Mas especificamente, se supone que:

1. existe una interfase simple entre las partes congelada y no-congelada;

2. la fase congelada estd en reposo respecto de la estructura porosa, a la cual se la considera inde-
formable;

3. hay un suministro constante de liquido para mantener saturado al medio (debido al salto de densidad
entre las fases sélida y liquida, que ocasiona un movimiento de liquido en la regién no-congelada).

Se estudia un modelo unidimensional donde las incégnitas son las funciones x = s(t): frontera libre que
separa Q1 = {(x,t) : 0 < = < s(t),t > 0} (fase liquida) y Q2 = {(z,t) : © > s(t),t > 0} (fase sélida),
definida para t > 0; u(x,t): temperatura de la region no-congelada, definida en Q1 y v(x,t): temperatura
de la regién congelada, definida en 2. En [3] y [5] se obtienen soluciones de tipo similaridad cuando se
impone una condicién de temperatura y de flujo de calor en el borde fijo, respectivamente. En este trabajo
se considera una condicién convectiva en el borde fijo del tipo (1.7). Ademds de los requerimientos basicos
de regularidad, estas tres funciones deben satisfacer las siguientes condiciones diferenciales, de contorno e
iniciales:

Ut = AUy — bPS(t)uy 0<x<s(t) t>0 (1.D)
Ut = (2Vgg x > s(t) t>0 (1.2)
u(s(t),t) = v(s(t),t) = dps(t)s(t) t>0 (1.3)
krpvg(s(t),t) — kpug(s(t),t) = as(t) + Bps(t)(é(t))z t>0 (1.4)
v(z,0) = v(+o00,t) = —A x>0 t>0 (1.5)
s(0)=0 (1.6)
ho
——— - B 1.
kyug(0,t) ﬁ(u(O,t) ) 1.7
con:
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PW — PI
=== a = epyl,

P pw K

donde:

g Cerlew —eryp

= edpy(ew — cr).

e: porosidad; pyw y pr: densidad del agua y del hielo; c: calor especifico a densidad constante; kr y
ky: conductividad de las zonas congelada y no-congelada, respectivamente; v = v = 0: punto de fusién
a presion atmosférica; [: calor latente en u = 0; ~: coeficiente en la ley de Clausius-Clapeyron; p > 0:
viscosidad del liquido; K > 0: permeabilidad hidrdulica; B > 0: temperatura externa en el borde fijo
x = 0; —A < 0: temperatura inicial; hg > 0: coeficiente que caracteriza la transferencia de calor en el

borde fijo z = 0.

2. SOLUCIONES DE TIPO SIMILARIDAD

Siguiendo los métodos introducidos en [3, 5, 8, 9], se puede demostrar que:

Teorema 1 El problema de frontera libre (1.1)-(1.7) admite la solucion de similaridad:

s(t) = 26aVt

u(zx,t) =

By(p,€) + 250-€ 4 (mg? — B) /0 Y exp(—r? + pré) dr

9(p,€) + -
m&? + A erf(70f) — (A + mé?) e’f<2a§\/i>
erfc(vo€)

st, y solo si, el coeficiente adimensional £ > 0 satisface la ecuacion:

v(x,t) =

AM
O <1 B By3> Gi(p,y) — 02G2(M,y) =y + Ny°,

con tres pardmetros adimensionales N, M y p dados por:

28pa? 2dpaZ  m
N=——-=cR M=——=—cR,
a © A T A°c
siendo:
kyB krpA ku
= > 0, 0g = ——— >0, Ko =
! 2002 2 aayag/T 0 2a1 hg

Ko+g(p,y) °

Y 2 exp((p—1)y%) exp(—12y?)
g(p,y)—/ exp(—=r= +pry)dr, Gi(p,y) = Fe oy Ge(M,y) = (1 + My)— -0
0

3. RESULTADOS PRELIMINARES

y>0

p=2bp R

>0,

erfe(yoy)

2.1

2.2)

(2.3)

2.4)

Con el objetivo de analizar la ecuacién (2.4), en esta seccidn se presentan propiedades de las funciones
involucradas en la misma. Las demostraciones se basan en cdlculos basicos que no se reproducen aqui.

1
Lema 1 Cualquiera sea p € R, se tiene que h’m+ Gi(p,y) = e > 0. Ademds, para valores positivos de
y—0 0
p se tiene:
0 p <2 y 1
T 7r +oo GG -2
y—+oo Yoo p>o y=o+oo Gi(p,y)  p
.o _J oo p=2 filel)
3.y£rfooy Gl(pay)—{ 0 D2 4.a—y(p,y)<0parat0d0y>0yp§1,
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y para valores negativos de p se tiene:

5. dGl (p y) < 0 para todo y > 0, 6. lim 3°G1(p,y) = 0.

y—+o00
Lema 2 1. Si M > 0 entonces G2 crece desde 1 a +00 cuando y crece desde 0 a +oc.

2. 8i M < 0 entonces Gy crece desde 1 hasta un mdximo positivo y luego decrece a —oo, cuando y

crece desde 0 a +oc.
En ambos casos, Go(M, 1) ~ voM/Ty>.

1
Lema 3 Cualesquiera sean M € Ry p € R, se tiene que lim J(M,p,y) = 7 donde J(M,p,y) =
y—07F 0
(1- AM y?) G1(p,y) para cada y > 0. Ademds:

1. si M > 0 entonces J(M,p,yo) =0y J(M,p,y) < 0 para todo y > yo, siendo yo = \/B/AM >0

2. sip < 2entonces lim J(M,p,y) =0,
Yy—r+0o0

2AM 2
, . _f o0 M>0 BN p=2
3. szp2QentoncesygrfooJ(M,pjy)—{ +oo M <0 yJ(M,p,y )_{ *AMgimy?’ b2

4. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIONES DE TIPO SIMILARIDAD
Teorema 2 Si M > 0y N > 0 entonces:

1. Si - BhovT S 1 se tiene que la ecuacion (2.4) admite al menos una solucion § € (0, yo).

AVEkkprcr
. . . . L > .. Bhovw
2. Sip <1, se tiene que la ecuacion (2.4) admite una vinica solucion £ > 0 si'y sélo si AVhcores >1
Prueba.
1)
1. Teniendo en cuenta que h’m [51J(M,p,y) — 02G2(M,p)] = Fl — o, hm [51J(M DY) —
0
_ Bhoy'm
92Go(M,p)] = —c0 y que A\/k;pﬁ > 1 es equivalente a K — 02 > 0, se tiene que la ecuacién
(2.4) admite al menos una solucion positiva. Més atin, como 2= > 02, HI_P 0nJ(M,p,y) = -y
o0

1151_1 02G(M,y) = +oo implica que el lado izquierdo de (2.4) admite ceros positivos q; < g2 < ...,
Yy——400

entonces puede hallarse una solucién & € (0, ¢1). Sélo resta notar que cada gy, satisface g < yo.

2. Basta observar que sip < 1, el lado izquierdo de (2.4) es estrictamente decreciente en (0, yo) (puesto
que d J(M,p,y) < 0en (0,y0) y Ga es estrictamente creciente) y el lado derecho es esctrictamente
creciente.

O
Teorema 3 Si M > 0y N < 0 entonces, si _Bhovr y AM 1 se tiene que la ecuacion (2.4)
’ AVkkprcr B|N] ’
admite al menos una solucion & € (0, yp).

Prueba. Similar a la dada para Teor. 2 (1) En este caso hay que notar que el lado derecho de (2.4) es
positivo en (0, \/1/|N|) y que la condicién 4 B|N| > 1 es equivalente a yo < /1/|N|. O

Teorema 4 Si M <0y N > 0 se obtiene:

. BhoyT L . o .
1. Si == NI > 1, el lado izquierdo de (2.4) admite ceros positivos siendo q; el menor de ellos,

entonces se tiene que la ecuacion (2.4) admite al menos una solucion § € (0, q1).
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. Bh . . . .
2. Si ﬁ < 1y N < d2v/T| M|, se tiene que la ecuacion (2.4) admite al menos una solucion

¢ > 0.

Bho/® : .
Prueba. Basta notar que NI < 1 equivale a ygrg+[51J(M,p, y) — 02G2(M,p)] < 0y que la

condicion N < /7| M |7o implica que el lado izquierdo de (2.4) tiende a +oo mas rapidamente que el
lado derecho, cuando y tiende a +oo. U

Teorema 5 Si M < 0y N < 0 se obtiene:

1. i - Bhovr
) AVkkprcr
de ellos el cual satisface:

> 1, el lado izquierdo de la ecuacion (2.4) admite ceros positivos siendo q, el menor

a) q1 < \/1/|N|, se tiene que la ecuacion (2.4) admite al menos dos soluciones positivas y una de

ellas satisface £ € (0,+/1/|N|).
b) ¢1 = /1/|N|, se tiene que la ecuacion (2.4) admite { = q1 como solucion.

. Bhoy7w . . . .
2. Si Arpres < 1, se tiene que la ecuacion (2.4) admite al menos una solucion & > 0.
Prueba.

1. Basta observar que ll’m+ [01J (M, p,y) — 02G2(M,p)] = +oo y que el lado derecho de (2.4) es
y—0

positivo en (0, y/1/|N|) y nulo paray = y/1/|N]|.

2. Siguede lim [61J(M,p,y)—02Go(M,p)] < 0= lim [y+Ny?], [61T(M, p,y)—02Ga (M, p)]
y—0+ y—0t

lim
Yy—r—+00
, 31
—l—ooyygriloo[y—i—]\fy |=—.
U

Nota 1 Los resultados anteriores implican que, bajo las condiciones especificadas en cada caso, es posible
hallar una solucion de tipo similaridad del problema (1.1)-(1.7) que garantiza un cambio de fase, es decir,
tal que m&? < u(0,t) < B.
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