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Resumen: Se considera una familia de problemas de valores iniciales y de contorno para la ecuacion de difusion
fraccionaria en el tiempo cuyo parametro es el coeficiente de transmision de calor /3 que aparece al considerar en la
frontera una condicién de Robin o de tipo convectiva. Para cada f fijo, se resuelve el problema utilizando series de
Fourier y finalmente se hace tender [ a infinito obteniendo como limite una funcién que es solucién al problema de
Dirichlet correspondiente al problema de Robin considerado inicialmente.
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1. INTRODUCCION

La ecuacion de difusion fraccionaria en el tiempo es una ecuacion que se utiliza para describir procesos
de difusién anémala, como se puede ver en el detallado trabajo realizado por Metzler y Klafter en [6], o por
Klafter y Sokolov en [4], cuya principal caracteristica es que la derivada temporal ha sido reemplazada por
una derivada fraccionaria de Caputo en el tiempo. Esto es, una ecuacién de evolucién del siguiente tipo

§Du(x,t) = Au(x, t), (x,t) € 2 x (0,7), (1)
donde 2 es un dominio acotado de R? con frontera suficientemente regular y
§DF 10 = [ G- @
r'l—a) j

Para un estudio detallado sobre derivadas fraccionarias se recomienda [3] mientras que un andlisis detallado
sobre la ecuacion de difusion fraccionaria y sus aplicaciones se puede hallar en [7] y [8].
El siguiente problema de valores iniciales y de contorno para la EDF de tipo Dirichlet, que serd referenciado
de ahora en mas como D-IBVP, fue considerado por Sakamoto y Yamamoto en [9]
(i)  §Dfu(x,t) = Au(x,t), x€Q,0<t<T,
(1)  u(x,0) = ug(x), xe) 3)
(13i) wu(x,t) =0 xed, 0<t<T.

En dicho trabajo, los autores prueban, entre otras cosas, existencia y unicidad de soluciones a través del
método de Fourier de representacion en series, obteniendo el resultado que enunciamos a continuacién.

Teorema 1 Siug € L?(S2), entonces existe una inica solucién débil up € C([0, T]; L?(2))NC((0, T); H*(2)N
HE(Q)) del problema D-IBVP (3) dada por

o0

UD(xa t) = Z(UOaQOn)Ea,l(_Ar?ta)@n(x) 4

n=1
donde (/\T? , pn) son los autovalores y autofunciones, respectivamente, del problema de Sturm-Liouville
n(-) € Hy(2) N C®(Q) )
App(x) + P, (x) =0,x € Q. (6)
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Ms aiin, § Dfup € C((0,T]; L*(Q)) y existe una constante positiva C' > 0 tal que
lluplleo,m;2) < Clluollr2)- (7

En este trabajo se considerard el siguiente problema de valores iniciales y de contorno, que llamaremos
B-IBVP:
(i)  §Dfu(x,t) = Au(x,t), x€Q,0<t<T,
(17)  u(x,0) = up(x), xeQ, (8)
(iid) O%(x,t) + Bu(x,t) =0 x€09Q 0<t<T,

donde 8“ denota la derivada en la direccién normal exterior, 3 es el coeficiente de Newton de transferencia
de calor y el resto de las constantes fisicas involucradas han sido establecidas con valor constante igual a
1 con el fin de simplificar. Este problema ha sido estudiado en [2] utilizando el método de potenciales con
integrales de Poisson.

2. SOLUCIONES Y CONVERGENCIA

Siguiendo el enfoque realizado en [5] y [9], se busca una solucién « al problema (8) a variables separables

u(x7 t) = 1[}()&')7’}(75), &)
lo que conlleva a los dos problemas siguientes, relativos a la variable espacial y temporal respectivamente.

(1) AYx)+Mp(x) =0, xeQ, (10)
(i) P2(x)+By(x) =0 x€d;

(i) §Dgn(t) = M(t), te(0,7),
(1) n(0) =1.

Para abordar el problema (10) se utiliza el siguiente resultado

1)

Teorema 2 Para todo 3 > 0, existe una base de funciones {1, (8,)}n>1 de L*(Q) y una sucesion de
valores reales positivos {\,(5)}n>1, 0 < M (B) < Xa2(B) < ... ordenados segiin su multiplicidad, con
An(B) — oo tales que

(i) Yn(B,-) € H'(Q) N C>(Q),
(ii) App(B,x) + An(B)Yn(B,x) =0, x €Qy
(iii) Zpn(B,x) + B (B,x) = 0 para todo x € ON.

Los M\, (3)’s son los autovalores del operador —A con condicion de borde de tipo Robin de pardmetro 3, y
las (5, -)’s son las autofunciones correspondientes.

Y respecto del problema (11), su solucién es conocida y estd dada en términos de la funcién de Mittag-
Leffler

o0

N (—AtF)
n(t) = —At%) Z T(ak + 1)
=0

que, entre otras propiedades, verifica las dos siguientes que se utilizan para probar los diversos tipos de
convergencia de las series relativas a las soluciones:

(i) Eqa(—AtY) <1paratodot € R,

(ii) existe una constante positiva C' > 0 tal que E, 1 (—At%) < paratodo t € R].

1+)\t°‘
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Es natural entonces, proponer como solucién débil del problema (8) a la funcién ug : [0, T] — L?(£2)
definida por

o0

u;;(x,t) = Z(umwn(B; '))Ea,l(_)\n(ﬁ)ta)wn(ﬁ§x) (12)

n=1

donde los (1, (), An(3)) son los dados en el Teorema 2 y se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3 Sea 3 > 0. Si ug € L?(2) entonces existe una solucién débil ug al problema (3-IBVP (8) tal
que ug € C([0,T); L2(Q)) N C((0,T]; HX(Q)) y § Dfug € C((0,T]; L*(Q)). Mds aiin, ug estd dada por
la serie (12) y existe una constante C' > 0 tal que

uglleqo,r; 2@y <lluollrzq)- (13)

Ahora bien, para estudiar la convergencia de estas soluciones a la solucién del problema de Dirichlet
se cuenta con el siguiente resultado respecto de los autovalores de los problemas de Sturm-Liouville pa-
ra condiciones de Robin y Dirichlet, demostrado recientemente por Filinovsky en [1] y que se enuncia a
continuacién para beneficio del lector.

Lema 1 Sean k € Ny S > 0. Los autovalores del problema de Sturm-Liouville para condicion de Dirichlet
(5)-(6) y los autovalres del problema de Robin dados en el Teorema 2, enumerados segiin su multiplicidad,
verifican que

0< AP = \(B) < 1B~ (AP)?, (14)

donde la constante C1 no depende de k.

Claramente la desigualdad (14) permite deducir que

lim A\,(8) = AP paratodo k € N, 3 > 0. (15)

B—00

Con el resultado precedente, se puede probar, via métodos variacionales que las autofunciones asociadas
a ambos tipos de problemas convergen débilmente en H'(Q) y se enuncia en el siguiente lema.

Lema 2 Sean {¢1}, y {)\kD } i los autovalores y autofunciones del problema de Sturm-Liuville de tipo Diri-
chlet (5)-(6) tales que \P < \D < ... — oo, y sean {.(8)},. y {\(B)},, los autovalores y autofunciones
del problema de Robin dados por el Teorema (2), donde \1 () < A2(B) < ... — oco. Entonces, para todo
k=1,2,... se tiene que

Vi(B) — @ débilen H(Q), B — oco. (16)
Prueba. Considerando las siguientes formas bilineales

a:  HY}Q)x HY(Q) —R
(u, v) — a(u,v) = [ VuVuda (17)
Q

ag: HY Q) x HY(Q) —R
(u,v) — ag(u,v) = [ VuVudz + 8 [ uvdy (18)
Q [2/9]

se puede afirmar que, para cada k fijo, ¢ y ¥ (3) son soluciones de los siguientes problemas respectiva-
mente: i) Hallar la funcién ¢y, € H} () tal que

a(pp,v) = M (¢r,v)  paratodo v € H}(Q). (19)
i) Hallar la funcién ,(3) € H' () tal que

ag (Vr(B),v) = A(B)(¥r(B),v) paratodo v e H'(Q). (20)
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Se prueba luego que la familia {1/ (3)}4 es acotada en H L(Q2), por lo cual existe una funcién ¢ € H'(Q)
tal que ¥ () — & débil en H'(2) cuando 3 — oco. Més atin, utilizando la técnica de [10] se puede ver que

(6-1) / Ge(8)dy < C,
o0

y de aqui se deduce que ¢ € HE(Q). Finalmente, se prueba que & es solucién del problema (19) y por
unicidad resulta que & = ¢y, como se queria demostrar. O
Con los lemas precedentes y el Teorema 3 se tiene el siguiente resultado de convergencia.

Teorema 4 La familia de soluciones {ug} de los problemas B-IBVP (8), converge a la solucién up del
problema D-IBVP (3) en L*(Q) para cada t € (0,T) cuando 3 — c.
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