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Resumen: Se considera una familia de problemas de valores iniciales y de contorno para la ecuación de difusión
fraccionaria en el tiempo cuyo parámetro es el coeficiente de transmisión de calor β que aparece al considerar en la
frontera una condición de Robin o de tipo convectiva. Para cada β fijo, se resuelve el problema utilizando series de
Fourier y finalmente se hace tender β a infinito obteniendo como lı́mite una función que es solución al problema de
Dirichlet correspondiente al problema de Robin considerado inicialmente.
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1. INTRODUCCIÓN

La ecuación de difusión fraccionaria en el tiempo es una ecuación que se utiliza para describir procesos
de difusión anómala, como se puede ver en el detallado trabajo realizado por Metzler y Klafter en [6], o por
Klafter y Sokolov en [4], cuya principal caracterı́stica es que la derivada temporal ha sido reemplazada por
una derivada fraccionaria de Caputo en el tiempo. Esto es, una ecuación de evolución del siguiente tipo

C
0 D

α
t u(x, t) = ∆u(x, t), (x, t) ∈ Ω× (0, T ), (1)

donde Ω es un dominio acotado de Rd con frontera suficientemente regular y

C
0 D

α
t f(t) =

1

Γ(1− α)

∫ t

0
(t− τ)−αf ′(τ)dτ. (2)

Para un estudio detallado sobre derivadas fraccionarias se recomienda [3] mientras que un análisis detallado
sobre la ecuación de difusión fraccionaria y sus aplicaciones se puede hallar en [7] y [8].
El siguiente problema de valores iniciales y de contorno para la EDF de tipo Dirichlet, que será referenciado
de ahora en más como D-IBVP, fue considerado por Sakamoto y Yamamoto en [9]

(i) C
0 D

α
t u(x, t) = ∆u(x, t), x ∈ Ω, 0 < t < T,

(ii) u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω
(iii) u(x, t) = 0 x ∈ ∂Ω, 0 < t < T.

(3)

En dicho trabajo, los autores prueban, entre otras cosas, existencia y unicidad de soluciones a través del
método de Fourier de representación en series, obteniendo el resultado que enunciamos a continuación.

Teorema 1 Si u0 ∈ L2(Ω), entonces existe una única solución débil uD ∈ C([0, T ];L2(Ω))∩C((0, T ];H2(Ω)∩
H1

0 (Ω)) del problema D-IBVP (3) dada por

uD(x, t) =

∞∑

n=1

(u0, ϕn)Eα,1(−λDn tα)ϕn(x) (4)

donde (λDn , ϕn) son los autovalores y autofunciones, respectivamente, del problema de Sturm-Liouville

ϕn(·) ∈ H1
0 (Ω) ∩ C∞(Ω) (5)

∆ϕn(x) + λDn ϕn(x) = 0, x ∈ Ω. (6)
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Más aún, C0 D
α
t uD ∈ C((0, T ];L2(Ω)) y existe una constante positiva C > 0 tal que

||uD||C([0,T ];L2(Ω)) ≤ C||u0||L2(Ω). (7)

En este trabajo se considerará el siguiente problema de valores iniciales y de contorno, que llamaremos
β-IBVP:

(i) C
0 D

α
t u(x, t) = ∆u(x, t), x ∈ Ω, 0 < t < T,

(ii) u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

(iii) ∂u
∂n(x, t) + βu(x, t) = 0 x ∈ ∂Ω, 0 < t < T,

(8)

donde ∂u
∂n denota la derivada en la dirección normal exterior, β es el coeficiente de Newton de transferencia

de calor y el resto de las constantes fı́sicas involucradas han sido establecidas con valor constante igual a
1 con el fin de simplificar. Este problema ha sido estudiado en [2] utilizando el método de potenciales con
integrales de Poisson.

2. SOLUCIONES Y CONVERGENCIA

Siguiendo el enfoque realizado en [5] y [9], se busca una solución u al problema (8) a variables separables

u(x, t) = ψ(x)η(t), (9)

lo que conlleva a los dos problemas siguientes, relativos a la variable espacial y temporal respectivamente.

(i) ∆ψ(x) + λψ(x) = 0, x ∈ Ω,

(ii) ∂ψ
∂n (x) + βψ(x) = 0 x ∈ ∂Ω;

(10)

y
(i) C

0 D
α
t η(t) = λη(t), t ∈ (0, T ),

(ii) η(0) = 1.
(11)

Para abordar el problema (10) se utiliza el siguiente resultado

Teorema 2 Para todo β > 0, existe una base de funciones {ψn(β, ·)}n≥1 de L2(Ω) y una sucesión de
valores reales positivos {λn(β)}n≥1, 0 < λ1(β) < λ2(β) ≤ . . . ordenados según su multiplicidad, con
λn(β)→∞ tales que

(i) ψn(β, ·) ∈ H1(Ω) ∩ C∞(Ω),

(ii) ∆ψn(β, x) + λn(β)ψn(β, x) = 0, x ∈ Ω, y

(iii) ∂
∂nψn(β, x) + βψn(β, x) = 0 para todo x ∈ ∂Ω.

Los λn(β)’s son los autovalores del operador −∆ con condición de borde de tipo Robin de parámetro β, y
las ψn(β, ·)’s son las autofunciones correspondientes.

Y respecto del problema (11), su solución es conocida y está dada en términos de la función de Mittag-
Leffler

η(t) = Eα,1(−λtα) =

∞∑

k=0

(−λtk)
Γ(αk + 1)

que, entre otras propiedades, verifica las dos siguientes que se utilizan para probar los diversos tipos de
convergencia de las series relativas a las soluciones:

(i) Eα,1(−λtα) ≤ 1 para todo t ∈ R+
0 ,

(ii) existe una constante positiva C > 0 tal que Eα,1(−λtα) ≤ C
1+λtα para todo t ∈ R+

0 .
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Es natural entonces, proponer como solución débil del problema (8) a la función uβ : [0, T ] → L2(Ω)
definida por

uβ(x, t) =

∞∑

n=1

(u0, ψn(β; ·))Eα,1(−λn(β)tα)ψn(β; x) (12)

donde los (ψn(β), λn(β)) son los dados en el Teorema 2 y se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3 Sea β > 0. Si u0 ∈ L2(Ω) entonces existe una solución débil uβ al problema β-IBVP (8) tal
que uβ ∈ C([0, T ];L2(Ω)) ∩ C((0, T ];H1(Ω)) y C

0 D
α
t uβ ∈ C((0, T ];L2(Ω)). Más aún, uβ está dada por

la serie (12) y existe una constante C > 0 tal que

||uβ||C([0,T ];L2(Ω)) ≤||u0||L2(Ω). (13)

Ahora bien, para estudiar la convergencia de estas soluciones a la solución del problema de Dirichlet
se cuenta con el siguiente resultado respecto de los autovalores de los problemas de Sturm-Liouville pa-
ra condiciones de Robin y Dirichlet, demostrado recientemente por Filinovsky en [1] y que se enuncia a
continuación para beneficio del lector.

Lema 1 Sean k ∈ N y β > 0. Los autovalores del problema de Sturm-Liouville para condición de Dirichlet
(5)-(6) y los autovalres del problema de Robin dados en el Teorema 2, enumerados según su multiplicidad,
verifican que

0 ≤ λDk − λk(β) ≤ C1β
− 1

2 (λDk )2, (14)

donde la constante C1 no depende de k.

Claramente la desigualdad (14) permite deducir que

ĺım
β→∞

λk(β) = λDk , para todo k ∈ N, β > 0. (15)

Con el resultado precedente, se puede probar, via métodos variacionales que las autofunciones asociadas
a ambos tipos de problemas convergen débilmente en H1(Ω) y se enuncia en el siguiente lema.

Lema 2 Sean {ϕk}k y
{
λDk
}
k

los autovalores y autofunciones del problema de Sturm-Liuville de tipo Diri-
chlet (5)-(6) tales que λD1 < λD2 ≤ . . .→∞, y sean {ψk(β)}k y {λk(β)}k los autovalores y autofunciones
del problema de Robin dados por el Teorema (2), donde λ1(β) < λ2(β) ≤ . . . → ∞. Entonces, para todo
k = 1, 2, . . . se tiene que

ψk(β) ⇀ ϕk débil en H1(Ω), β →∞. (16)

Prueba. Considerando las siguientes formas bilineales

a : H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω) → R
(u, v) → a(u, v) =

∫
Ω

∇u∇vdx (17)

y
aβ : H1(Ω)×H1(Ω) → R

(u, v) → aβ(u, v) =
∫
Ω

∇u∇vdx+ β
∫
∂Ω

uvdγ (18)

se puede afirmar que, para cada k fijo, ϕk y ψk(β) son soluciones de los siguientes problemas respectiva-
mente: i) Hallar la función ϕk ∈ H1

0 (Ω) tal que

a (ϕk, v) = λDk (ϕk, v) para todo v ∈ H1
0 (Ω). (19)

ii) Hallar la función ψk(β) ∈ H1(Ω) tal que

aβ (ψk(β), v) = λk(β)(ψk(β), v) para todo v ∈ H1(Ω). (20)
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Se prueba luego que la familia {ψk(β)}β es acotada en H1(Ω), por lo cual existe una función ξ ∈ H1(Ω)

tal que ψk(β) ⇀ ξ débil en H1(Ω) cuando β →∞. Más aún, utilizando la técnica de [10] se puede ver que

(β − 1)

∫

∂Ω

ψk(β)2dγ ≤ C,

y de aquı́ se deduce que ξ ∈ H1
0 (Ω). Finalmente, se prueba que ξ es solución del problema (19) y por

unicidad resulta que ξ = φk, como se querı́a demostrar. �
Con los lemas precedentes y el Teorema 3 se tiene el siguiente resultado de convergencia.

Teorema 4 La familia de soluciones {uβ} de los problemas β-IBVP (8), converge a la solución uD del
problema D-IBVP (3) en L2(Ω) para cada t ∈ (0, T ) cuando β →∞.
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