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Resumen: Un problema de frontera libre unidimensional a una fase para la ecuacion de difusién-conveccion con
condicién de tipo Dirichlet f = f(¢),t > 0 en el borde fijo y una concentracién inicial v = ug(x),x € [0,b] es
considerado. Se obtiene la representacion integral de la solucién y se demuestra la existencia y la unicidad local en el
tiempo utilizando teoremas de punto fijo.
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1. INTRODUCCION

Se considera la frontera libre s = s(t) > 0,¢ > 0y u(z,t) que satisface una ecuacion de difusion-
conveccion con las siguientes condiciones (problema P;):[3]

ug = u?(Dugy —ug) , 0<z<s(t), t>0, (1
U(Oat):f(t)v (() ) >0, t>0 (2)
Dug(s(t), 1) —u(s(t),t) = =s(t), t>0, 3)
u(z,0) =up(z), 0<z<b, s(0)=b 4)

donde D es la difusividad, ug = uo(x) es la concentracion inicial , f = f(¢) es la concentracion en el borde
fijo x = 0. Se asume que:

3
FeC00) weC 0@ =8 wO)=f0), wh=5 f0>% O
Siguiendo [5] se define el siguiente cambio de variable
1
v(z,t) =, Zp = m, 2zt = u(x,t) — Dug(x,t). 6)

Entonces teniendo en cuenta las condiciones iniciales y de borde se obtiene que

2(x,t) = Cy +/O (u(x,7) — Dug(z, 7)) dT + /OI @)

1
dn
u(n, )

para 0 < x < s(t) and ¢t > 0, donde C; es una constante arbitraria. Asi se obtiene el siguiente problema
gobernado por la ecuacién de Burgers para v dado por

vy = Duv,, —2vv, , 2(t) <z<z(t) , t>0, ®)
U(Zo(t)’t) = f(t) ) U(zl(t)7t) = B ) t>0 ) (9)

vz(21(1),t) B
DW_U(Zl(t)vt)—_ﬁ_’_lzl(t)a t>0, (10)
v(z,0) =wvg(z), C1 <z<Cy (11)
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donde
T 1 b1
— up(g1(2)), —C /d,C_C Up=C /d 12
vo(2) = uo(g™ (2)) g9(z) 1+  wo() U] 2 1+ Uo 1+ o wo(n) n (12
y
t t
2o(t) = Ci +/ {f(T) —D”Z(ZO(T)’T)] dr, z(t) = Co+ (B + 1)t - ijl)/ vu(za(r), 7)dr
0 f(7) B 0
(13)
son fronteras libre. Se define
V(y,t) =v(z,t) — B, y=2z—20t t>0 (14)
y se obtiene el siguiente problema de frontera libre equivalente
Vi=DVyy —=2VVy , yo(t) <y <w(t) , t>0, (15)
Viyo(t),t) =f) =B, V(n@®),t)=0, t>0, (16)
V(i (),t) _ B —B) —Bin(t)
DI T L t>0 (17)
V(y,0)=VW(y) =wly) -8B, Ci <y<Cy, (18)
t
yo(t) =C1 — 20t —‘r/ [f(’i‘) - DV;/(:I/[)(T),T)] dr (19)
0 f(7)
D 1 [t
n(t)=Ca+ (1= 8yt = 2D [y ) e 20)
Utilizando la transformacion de Hopf Cole
w(y,t) = COV(y,)n(y,t), wt) <y<wn®) , t>0 1)
t
ct) =1~ [ w,(n(r). e @)
) C(t) — % [ we, t)de
n(y,t) = exp (;5 / Vv (£,t)d£) = = ny(t) (23)
y
se transforma (15) — (20) en el siguiente problema gobernado por la ecuacién del calor-difusion
wy = Dwyy , yo(t) <y <wi(t) , t>0, (24)
w(yo(t),t) =h(t), t>0, (25)
(yl(t)at):()a t>0 ) (26)
Dwy(yl( ),t) _ BQA=B)—Bi)
(t) = G+l , t>0 27
y,0)=F(y), C1 <y<Cy ,donde (28)
Ca
F(y) = Vo(y)exp (15 / ‘/()('f)d§) (29)
y
t
2 [F 1 wy(yo(7),7) (1 8
1 t
()= Ca+(1- B+ (%j i (1= [y (e ryar) a1
0
1 [n@
h(t) = () =B) | C(t) — 5 w(&, t)d¢ (32)
yo(t)
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2. REPRESENTACION INTEGRAL DE LA SOLUCION
Se tiene el siguiente teorema de equivalencia para la existencia de solucion al problema de frontera libre
(24) — (32)

Teorema 1 Se asumen las hipétesis dadas en (5) y D < 2. La solucion del problema de frontera libre
(24) — (32) tiene la siguiente representacion integral [1, 2]

Cs t
wipt) = | Gt 0)F(Ede+ D / 61(1)G(y, b 91(7), 7)dr (33)
t t
+52/0 ];E:;G(y,t;yo(f)ﬁ)dTDﬁ/o q?((:)) tyo(T dTD/ Ny(y, t;yo(r), 7)dT
t
— 0 - 52/ —dT /0 iy (1= 7)) ea(r)ar (34)
pi(t) = Co+ (1 - Byt + 2220y ( / o(r dT) 35)

Y @1, ¢2 estdn definidas por ¢1 (t) = dy Y (yi(t),t),p2(t) = Z’ (yo(t),t) si 'y solo si satisfacen el sistema
de ecuaciones integrales de tipo Volterra:

9 Cs ¢
¢1(t) = 5°D { g N (y1(t),t;€,0)F'(€)dE + D/o o1(T)Gy(y1 (1), t;y1(7), T)dT

+8 [ 206, () 7). e = D5 [ 26 000t

- /Ot R ()N (y1(t), t;90(7), T)dT} (36)

L2 [ b [ o
0200 = 3t O {5 + [ V. se 0P

D /0 Gy (o(0), 91 (7), 7)1 (r)br + B /0 ;LE:;Gy(yo(t)at;yo(T)ﬂ')(T)dT

—DB/ ¢2 0(t), tyo(7), 7 )(T)dT—/O h'(T)N(yo(t),t;yo(T),T)(T)dT} (37)

donde G, N son las funczones de Green y Neumann respectivamente, K es la solucion fundamental de la
ecuacion del calor, definidas por

G($3t7£>7) :K(ll,t,g,T)—K(—ZE,t,g,T), N($7t7£’7):K($?t7§77)+K(_x?ta€7T) (38)

I _ (z-8*
K (.%',t’§77—) = { QW exp ( 4D(t—7')> t>7 (39)
0

t<T

e Yo , Y1 estdn dadas por (34) y (35) respectivamente. La funcion h(t) = w(yo(t),t) debe ser solucion de
la ecuacion integral

1 (@)
h(t) = Z()() = (7(2) - ) (1 - [ a5 [ w(y,t>dy> (@0)
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2.1. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCION

En esta secciéon se demuestra que para cada funcién h definida sobre el compacto y convexo
I1:= {h e C'[0,0]/h(t) > H,||h|| < R,||}| < S},

el sistema de ecuaciones integrales (36) — (37) tiene unica solucion sobre el espacio de Banach

<}
o

con R, S, H,o y M a determinar. Luego se demuestra que para determinados valores de R, S y H existe
unica solucion h* € 1I a la ecuacion integral Z(h) = h. Esto queda establecido en el siguiente teorema.

—

Cymo = {g}: (i;)/ ¢; : [0,0] = R,i = 1,2, continuas || ¢*

— méx |¢1(8)] + méx |t
méx [91(1)] +tren[3§] |p2(t)]

g

Teorema 2 Bajo las hipdtesis dadas en (5) con D < 2, si se toma

B 24, Il £l 1 1+ E
H=2 FE =1 2 Ay, Ey=2 e — =
S I >) M G >) Ml [V K BBy
_ 24 Il
/ 1 4 0 R
S = 117 -+ My (OB 117 4 ) (500 + ) “3)
y se eligen o y C'y tales que ,
o<1, 2(1+,3)<1+%>0’§01+U0, Cl<U202<ﬁ+2]\ﬁ)>agcl,4g4(ﬁ+ﬂ}j”)ag1
(44)
B 2 25 2|7l 25
Hl_{<2_D> [A2+A3+A4+\/7T7D} +ﬁ(3_D) [A4+A5+A6+m]}ﬁ§1 45)
2| £l

2
H2={2_D[P1+P2+P3+P4+P5]+ [P1+P4+P5+P6+P7]}\/5§1 (46)

53— D)
donde los coeficientes A; y P; estdn determinados en funcion de los datos del problema, entonces existe

tinica solucion h* a la ecuacion integral Z(h) = h y tinicas ¢3, ¢35 soluciones del sistema de ecuaciones
integrales de tipo Volterra (36) y (37) correspondientes a h*.

Prueba. Se utilizan teoremas de punto fijo de Banach y de Brouwer [1, 2] ([
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