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Resumen: Se considera un problema de Stefan a una fase con una condición convectiva en el borde fijo, caracterizada
por el coeficiente de transferencia h > 0 (directamente proporcional al número de Biot). Se estudia la convergencia
de la temperatura y de la frontera libre cuando h → 0. Se realiza el análisis matemático del problema fśico planteado
en Naaktgeboren, Int. J. Heat Mass Transfer, 50 (2007), 4614-4622.
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1. INTRODUCCIÓN

En este trabajo se considera el problema de frontera libre unidimensional (problema de Stefan a una
fase) con una condición convectiva sobre la frontera fija ξ = 0 el cual consiste en determinar la temperatura
θ = θ(ξ, τ) y la frontera libre ξ = s(τ) que satisfacen las siquientes condiciones





(i) ρcθτ − kθξξ = 0, 0 < ξ < s(τ), τ > 0
(ii) kθξ(0, τ) = h [θ(0, τ)− g(τ)] , τ > 0
(iii) θ(s(τ), τ) = 0, τ > 0,

(iv) kθξ(s(τ), τ) = −ρl ds
dτ (τ), τ > 0,

(v) θ(ξ, 0) = ϕ(ξ), 0 6 ξ 6 b
(vi) s(0) = b (b > 0)

(1)

donde h > 0 es el coeficiente de transferencia de calor, la temperatura inicial es ϕ(ξ) ≥ 0, 0 6 ξ 6 b, la
temperatura del fluı́do exterior es g = g(τ) ≥ 0, τ > 0 y se satisfacen las condiciones de compatibilidad
kϕ′ (0) = h (ϕ (0)− g(0)) y ϕ(b) = 0 . El objetivo de este trabajo es estudiar el comportamiento de la
solución θ = θh(ξ, τ), s = sh(τ) del problema (1) cuando h → 0 realizando el análisis matemático
del problema fı́sico considerado en [6] donde se plantea el lı́mite de la solución cuando el número de Biot
(proporcional a h según (4)) tiende a cero.
La existencia y unicidad global de la solución del problema (1) está dada en [3]. En [10] fue probado que
el comportamiento asintótico cuando t → +∞ del problema de frontera libre a una fase con una condición
convectiva en el borde fijo es el mismo que para el caso en que la condición en el borde fijo x = 0 sea
de temperatura. El comportamiento asintótico para el problema de Stefan a una fase con una condición de
temperatura en el borde fijo fue estudiado en [1], [2] . Para el problema unidimensional de Stefan a dos fases
el correspondiente comportamiento asintótico fue estudiado en [11]. En cambio, para el caso particular
g(τ) = Const > 0, y para un dominio multidimensional, el estudio del comportamiento asintótico fue
obtenido utilizando la inecuación variacional parabólica en [8], [9].

2. RELACIONES INTEGRALES Y PROPIEDADES

Sobre las condiciones iniciales y los datos en el borde se asumen las siguientes hipótesis:
(i) Sea ϕ = ϕ(ξ) una función positiva y con derivada seccionalmente continua y acotada.
(ii) Sea g = g(τ) una función positiva, seccionalmente continua y acotada.
(iii) Condiciones de compatibilidad: g(0) > ϕ(ξ) en (0, b), kϕ′ (0) = h (ϕ (0)− g(0)) .
Si se define la siguiente transformación

u(x, t) =
c

l
θ(ξ, τ), x =

ξ

b
, t =

k

ρcb2
τ (2)
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entonces el problema (1) es equivalente al dado en variables adimensionales





(i) ut − uxx = 0, 0 < x < S(t), t > 0,
(ii) ux(0, t) = H [u(0, t)−G(t)] , t > 0,
(iii) u(S(t), t) = 0, t > 0,

(iv) ux(S(t), t) = − .
S (t), t > 0,

(v) u(x, 0) = χ(x) ≥ 0, 0 6 x 6 1,
(vi) S(0) = 1

(3)

donde

G(t) =
c

l
g(

b2t

α
), H = βi = b

h

k
(número de Biot), (4)

χ(x) =
c

l
ϕ(bξ), S(t) =

1
b
s(

b2t

α
), α =

k

ρc
. (5)

La solución u = uH(x, t) del problema de frontera libre tiene la siguiente representación integral [5], [11]

uH(x, t) =
∫ 1

0
N(x, t; ξ, 0)χ(ξ)dξ +

∫ t

0
N(x, t; SH(τ), τ)VH(τ)dτ (6)

−H

∫ t

0
N(x, t; 0, τ)vH(τ)dτ + H

∫ t

0
N(x, t; 0, τ)G(τ)dτ .

donde la nueva frontera libre S = SH(t) está dada por:

SH(t) = 1−
∫ t

0
VH(τ)dτ, (7)

las funciones VH y vH están definidas por

VH(t) = ux(S(t), t), vH(t) = uH(0, t) (8)

y satisfacen las siguientes ecuaciones integrales de Volterra:

VH (t) = 2
∫ 1

0
χ′ (ξ) G(SH(t), t, ξ, 0)dξ − 2

∫ t

0
H[vH(τ)−G(τ)]Nx(SH(t), t, 0, τ)dτ

+2
∫ t

0
VH(τ)Nx(SH(t), t, SH(τ), τ)dτ (9)

vH (t) =
∫ 1

0
χ (ξ) N(0, t, ξ, 0)dξ −

∫ t

0
H[vH(τ)−G(τ)]N(0, t, 0, τ)dτ (10)

+
∫ t

0
VH(τ)N(0, t, SH(τ), τ)dτ.

Motivados por el problema planteado en [6], se estudia el comportamiento de la solución u = uH(x, t),
S = SH(x, t) del problema de frontera libre(3) cuando H → 0. Se prueba que la solución del problema
(3) converge a la solución del problema de frontera libre parabólico (11)





(i) u0t − u0xx = 0, 0 < x < S0(t), t > 0,
(ii) u0x(0, t) = 0, t > 0,
(iii) u0(S0(t), t) = 0, t > 0,

(iv) u0x(S0(t), t) = −
.

S0 (t), t > 0,
(v) u0(x, 0) = χ(x) ≥ 0, 0 6 x 6 1
(vi) S0(0) = 1

(11)
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cuando H → 0.
La solución del problema (11) tiene la siguiente representación integral:

u0(x, t) =
∫ 1

0
N(x, t; ξ, 0)χ(ξ)dξ +

∫ t

0
N(x, t;S0(τ), τ)u0x(S0(τ), τ)dτ (12)

y la frontera libre es [4]

S0(t) = 1 +
∫ 1

0
χ(x)dx−

∫ S0(t)

0
u0(x, τ)dx.

Las soluciones u = uH(x, t), S = SH(x, t) y u0 = u0(x, t), S = S0(x, t) de los problemas (3) y (11)
respectivamente, satisfacen las siguientes relaciones [7]:

Lema 1 1. H
∫ t
0 [uH(0, τ)−G(τ)] dτ = 1− SH(t)− ∫ SH(t)

0 uH(x, t)dx +
∫ 1
0 χ(x)dx

2.
∫ SH(t)
0 x uH(x, t)dx− ∫ 1

0 x χ(x)dx = 1
2 −

S2
H(t)
2 +

∫ t
0 uH(0, τ)dτ

3.
∫ SH(t)
0 u2

H(x, t)dx− ∫ 1
0 χ2(x)dx + 2

∫ t
0

∫ SH(τ)
0 u2

Hx
(x, τ)dxdτ ≤ H

∫ t
0 G2(τ)dτ

4. S0(t) = 1− ∫ S0(t)
0 u0(x, t)dx +

∫ 1
0 χ(x)dx

5.
∫ S0(t)
0 x u0(x, t)dx− ∫ 1

0 x χ(x)dx = 1
2 −

S2
0(t)
2 +

∫ t
0 u0(0, τ)dτ

6.
∫ S0(t)
0 u2

0(x, t)dx− ∫ 1
0 χ2(x)dx + 2

∫ t
0

∫ S0(τ)
0 u2

0x
(x, τ)dxdτ = 0

Lema 2 Se tiene S0(t) < SH(t) y uH(x, t) ≥ u0(x, t) para todo 0 < x < S0(t), t > 0, H > 0.

Lema 3 Si
∫ t
0 G(τ)dτ es acotada, se tienen los siguientes lı́mites:

ĺım
H→0

SH(t) = S0(t), ĺım
H→0

uH(0, t) = u0(0, t)

para cada t > 0.

Prueba. Teniendo en cuenta las representaciones integrales (6) y (12) se tiene:

uH(0, t)− u0(0, t) = −
∫ t

0
H[uH(0, τ)−G(τ)]N(0, t, 0, τ)dτ

+
∫ t

0

·
SH (τ) [N(0, t; S0(τ), τ)−N(0, t, SH(τ), τ)] dτ

+
∫ t

0
N(0, t, S0(τ), τ)

[ ·
S0 (τ)− ·

SH (τ)
]
dτ = A1 + A2 + A3.

Se tienen las siguientes estimaciones:

A1 =
∫ t

0
H[G(τ)− uH(0, τ)]N(0, t, 0, τ)dτ ≤ H

∫ t

0

G(τ)√
π(t− τ)

dτ =
2H√

π

√
t

∫ t

0
G(τ)dτ,

|A2| ≤
(

6
e

)3/2 1
2
√

π

∥∥∥ ·
SH

∥∥∥
[0,t]

‖SH − S0‖[0,t] ,

y

|A3| ≤
∫ t

0

[
|Nξ(0, t, S0(τ), τ)|

∣∣∣ ·S0 (τ)
∣∣∣ + |Nτ (0, t, S0(τ), τ)|

]
|S0(τ)− SH(τ)| dτ

≤
{

1 +
∫ 1
0 χ(x)dx

2
√

π

(
6
e

) 3
2
∥∥∥ ·
S0

∥∥∥
[0,t]

+
(

10
e

) 3
2 1

2
√

π

[‖S0‖2
[0,t]

2
t +

t2

2

]}
‖S0 − SH‖[0,t] .

¤
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Teorema 1 Si
∫ t
0 G(τ)dτ es acotada para cada t > 0, se tiene

ĺım
H→0

uH(x, t) = u0(x, t),

para cada 0 < x < S0(t), t > 0.

Prueba. Teniendo en cuenta las igualdades 2) y 5) del Lema 1 se tiene

0 ≤
∫ S0(t)

0
x [uH(x, t)− u0(x, t)] dx +

S2
H(t)
2

− S2
0(t)
2

=
∫ SH(t)

S0(t)
x uH(x, t)dx

+
∫ t

0
[uH(0, τ)− u0(0, τ)] dτ.

Usando el lema anterior se obtiene

0 ≤
∫ S0(t)

0
x [uH(x, t)− u0(x, t)] dx +

S2
H(t)
2

− S2
0(t)
2

≤ ‖uH(., t)‖[S0(t),SH(t)]

(
S2

H(t)
2

− S2
0(t)
2

)
+

+
2H√

π
t3/2

∫ t

0
G(τ)dτ +

(
6
e

)3/2 t

2
√

π

∥∥∥ ·
SH

∥∥∥
[0,t]

‖SH − S0‖[0,t] +

+

{
1 +

∫ 1
0 χ(x)dx

2
√

π

(
6
e

) 3
2
∥∥∥ ·
S0

∥∥∥
[0,t]

+
(

10
eb∗2

) 3
2 1

2
√

π

[‖S0‖2
[0,t]

2
t +

t2

2

]}
t ‖S0 − SH‖[0,t] .

¤
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