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Resumen: Se considera un problema de Stefan a una fase con una condicién convectiva en el borde fijo, caracterizada
por el coeficiente de transferencia h > 0 (directamente proporcional al nimero de Biot). Se estudia la convergencia
de la temperatura y de la frontera libre cuando » — 0. Se realiza el andlisis matematico del problema fSico planteado
en Naaktgeboren, Int. J. Heat Mass Transfer, 50 (2007), 4614-4622.
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1. INTRODUCCION

En este trabajo se considera el problema de frontera libre unidimensional (problema de Stefan a una
fase) con una condicién convectiva sobre la frontera fija £ = 0 el cual consiste en determinar la temperatura
0 = 0(&,7) y la frontera libre £ = s(7) que satisfacen las siquientes condiciones

(i) pcby — kbge =0, 0<&<s(r), >0

(1) k0 (0,7) = h[0(0,7) — g(7)], T>0

(131) O(s(7),7) =0, >0, 0
(iv) kO (s(7),7) = —plj—i(T), >0,

(v) 0(£,0) = »(8), 0<E<D

(vi) s(0) =b (b>0)

donde h > 0 es el coeficiente de transferencia de calor, la temperatura inicial es p(§) > 0, 0 < £ < b, la
temperatura del fluido exterior es ¢ = g(7) > 0, 7 > 0y se satisfacen las condiciones de compatibilidad
k¢’ (0) = h (v (0) —g(0)) y ¢(b) = 0 . El objetivo de este trabajo es estudiar el comportamiento de la
solucion 6 = 0,(¢,7), s = sp(7) del problema (1) cuando h — 0 realizando el andlisis matematico
del problema fisico considerado en [6] donde se plantea el limite de la solucidon cuando el nimero de Biot
(proporcional a h segin (4)) tiende a cero.

La existencia y unicidad global de la solucién del problema (1) esta dada en [3]. En [10] fue probado que
el comportamiento asintotico cuando ¢ — +-oo del problema de frontera libre a una fase con una condicién
convectiva en el borde fijo es el mismo que para el caso en que la condicién en el borde fijo x = 0 sea
de temperatura. El comportamiento asintético para el problema de Stefan a una fase con una condicion de
temperatura en el borde fijo fue estudiado en [1], [2] . Para el problema unidimensional de Stefan a dos fases
el correspondiente comportamiento asintético fue estudiado en [11]. En cambio, para el caso particular
g(t) = Const > 0, y para un dominio multidimensional, el estudio del comportamiento asintético fue
obtenido utilizando la inecuacién variacional parabdlica en [8], [9].

2. RELACIONES INTEGRALES Y PROPIEDADES
Sobre las condiciones iniciales y los datos en el borde se asumen las siguientes hipdtesis:
(i) Sea ¢ = (&) una funcidn positiva y con derivada seccionalmente continua y acotada.
(i) Sea g = g(7) una funcién positiva, seccionalmente continua y acotada.
(iii) Condiciones de compatibilidad: g(0) > ¢(&) en (0,b), k¢’ (0) = h (¢ (0) — ¢(0)) .
Si se define la siguiente transformacion

u(z,t) = (5, T w=5,t= T 2

pch?

¢ k
b
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entonces el problema (1) es equivalente al dado en variables adimensionales

( (i) ug — Ugy = 0, 0<xz<S(t), t>0,
(1) ue (0, 2) = H [u(0,1) = G(t)], t>0,
(131) u(S(¢),t) =0, t>0, 3)
(i) uz (S(t),t) = = S (1), t>0,
(v) u(x,0) = x(x) >0, 0<z<1,
(vi) S(0) =1
donde )
G(t) = %g(%), H=4= b% (nimero de Biot), 4
c 1 b*t k
x(z) = jcp(bf), S(t) = 53(;)7 = (5)

La solucién u = ug(x,t) del problema de frontera libre tiene la siguiente representacion integral [5], [11]

1 t
g (1) = /O Nz, €, 0)y(€)dé + /0 Nz, t; Su(7), 1)V (7)dr ©)

t t
—H/ N(z,t;0,7)vg(T)dT + H/ N(z,t;0,7)G(T)dT.
0 0
donde la nueva frontera libre S = Sy (t) estd dada por:
t
Sut) =1~ [ Va(ryar, Q
0
las funciones Vi y vy estdn definidas por

Vi (t) = uz(S(1),1), vu(t) = um(0,1) (®)

y satisfacen las siguientes ecuaciones integrales de Volterra:

1 t
Vir (1) = 2 /0 ¥ (6) G(Su(t), £, €,0)dE — 2 /0 Hivg (7) — G| Na(Su (1), 1,0, 7)dr
9 / Vit (N (Sp ()., S (7)., ) )
0

1 t
i (t):/0 X(g)mo,t,g,mdg—/o Hivn(r) — G(HN(0,1,0,7)dr (10)

n /0 Vi (N(0.1, Sy (), 7)dr.

Motivados por el problema planteado en [6], se estudia el comportamiento de la solucién u = ug(z,t),
S = Sp(x,t) del problema de frontera libre(3) cuando H — 0. Se prueba que la solucién del problema
(3) converge a la solucién del problema de frontera libre parabdlico (11)

(1) uot — uo,, =0, 0<z<So(t),t>0,

(ii) ug, (0,t) = 0, t>0,

(i12) uo(So(t),t) = 0, t>0, (11
(iv) o, (So(t),t) = — So (£), t>0,

(v) uo(z,0) = x(z) = 0, 0<e<1

(vi) Sp(0) =1
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cuando H — 0.
La solucién del problema (11) tiene la siguiente representacion integral:

1 t
up(,t) = /0 N(z,t;€,0)x(£)dE +/0 N(z,t; So(7), T)uo, (So(7), T)dT (12)
y la frontera libre es [4]
1 So(t)
So(t) =1 +/ x(x)dx —/ uo(z, 7)dx.
0 0

Las soluciones v = up(z,t), S = Sy(x,t) y up = up(x,t), S = So(x,t) de los problemas (3) y (11)
respectivamente, satisfacen las siguientes relaciones [7]:

Lemal I H [/ [ug(0,7)— G(7)]dr =1—Su(t) — [T D ug (e, t)de + [} x(x)dz

2. fOSH(t) xug(x,t)de — fol 2 x(@)dx = % B

3. fSH ® u? (z,t)dx — fo z)dz + 2f0 #(7) u%{z(a:,r)dxdr < Hfot G?()dr
4. So(t) = 1— [P ug(z, t)dz + [} x(x)da

5 fSO(t) T U[)(ﬂf7t)dﬂf o fol T X(x)da: — % _ tu0(077—)d7'

6. fSOt) thd:p—fo daz+2fgf o(7) u} (z,7)dzdr =0
Lema 2 Se tiene So(t) < S (t) yup(z,t) > uo(x,t) paratodo 0 < x < Sy(t), t >0, H > 0.
Lema 3 Si fo T)dT es acotada, se tienen los siguientes limites:
}IIEIO SH(t) = SO (t)a Ililgo UHg (07 t) = U (07 t)
para cada t > (.

Prueba. Teniendo en cuenta las representaciones integrales (6) y (12) se tiene:
upr(0,t) — up(0,1) / Hlug(0,7) — G(7)]N(0,¢,0,7)dr
/ S5t (1) IN(0, 4 So(r), 7) — N(0,1, Spt(7), 7] dr

+/ N(0,t, So(7),7) [50 (r)— Sm (7)} dr = Ay + Ay + As.
0

Se tienen las siguientes estimaciones:

Alz/OtH[G( —uH(OT)]N(OtOT)dT<H/ Jti_)T \f/G -

= (8" 2 5], U5~ Sl

| 4| </t [\Ng(O £ S0(r), ) |So (7)) + 1N (0,8, So(7), )| 1S0(7) = St () dr

- 1+f0 z)dx (6 2 N 10 S HSOH[Qo,t}t_i_ﬁ
- 2y/m e [0,£] e 2/ 2 2

!

} S0 — SHH[O,t] :
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Teorema 1 Si fo T)dT es acotada para cada t > 0, se tiene

IEH—I}OUH@ t) = ug(x,t),

para cada 0 < x < Sy(t), t > 0.

Prueba. Teniendo en cuenta las igualdades 2) y 5) del Lema 1 se tiene

SH(t)  S3) /SH“)

2 2 So(t)

So(t)
0 < / xlug(z,t) — up(z,t)] dx+ x upg(z,t)dx
0

+/0t [urr (0, 7) — up(0, 7)] dr.

Usando el lema anterior se obtiene

0 SH(t) _ Skt (1) 3t
05/ a lup (z,t) — uo(x, )] d$+H2)— 02( ) < llwr (- 0)ls,0) SH(t)]< HQ ) _ 02( )> +
0
2[{3/2/15 6 3/2 " )
o e+ (2 —2ﬁ HSHHM 1S5 — Solljg.q +
3
1+ [ x(z)dz 2 1 HSoll[Ot] 2
T <€> Ot] + (eb*2> 7r 9 t+ < 9 t HSO - SHH[Qt]-
0
REFERENCIAS

[1] J.R. CANNON AND C. D. HILL, Remarks on a Stefan problem, J. Math. Mech., 17 (1967), pp. 433-441.

[2] J.R. CANNON AND M. PRIMICERIO, Remarks on the one-phase Stefan problem for the heat equation with the flux prescribed
on the fixed boundary, J. Math. Anal. Appl., 35 (1971), pp. 361-373.

[3] A.FASANO AND M. PRIMICERIO, General Free-Boundary Problems for the Heat Equation, 1, J. Math. Anal. Appl., 57 (1977),
pp. 694-723.

[4] A. FASANO AND M. PRIMICERIO, New results on some classical parabolic free-boundary problems, Quart. Appl. Math. 38
(1981), pp. 439-460.

[5] A.FRIEDMAN, Free boundary problems for parabolic equations 1. Melting of solids, J. Math. Mech., 8 (1959), pp. 499-517.
[6] C. NAAKTGEBOREN, The zero-phase Stefan problem, Int. J. of Heat and Mass Transfer, 50 (2007), pp. 4614-4622.

[7] A.D. SOLOMON, V.ALEXIADES AND D. G. WILSON,The Stefan problem with a convective boundary condition, Quart. of
Appl. Math., 40 (1982), pp. 203-217.

[8] D. A. TARZIA, Sur le probleme de Stefan a deux phases, C. R. Acad. Sci. Paris 288 A (1979), pp. 941-944.

[9]1 D. A. TARZIA, Etude de ’inequation variationelle proposée par Duvaut pour le probleme de Stefan a deux phases 11, Boll.
Un. Mat. Italiana, 2 B (1983), pp. 589-603.

[10] D. A. TARZIA AND C. V. TURNER, The asymptotic behavior for the one-phase Stefan problem with a convective boundary
condition, Appl. Math. Lett., 9 No.3 (1996), pp. 21-24.

[11] D. A. TARZIA AND C. V. TURNER, The asymptotic behavior for the two-phase Stefan problem with a convective boundary
condition, Comm. Appl. Analysis, 7 (2003), N° 3, pp. 313-334.

482





