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Resumen: Se prueba la existencia y unicidad, local en el tiempo, de la solucién de un problema de Stefan a una fase
para la ecuacién del calor no-cldsica para un material semi-infinito con una condicién de borde convectiva en el borde
fijo x = 0. La fuente de calor depende de la temperatura en el borde fijo x = 0. Se usa un método de representacion
integral de Friedman-Rubinstein y el teorema de contraccién de Banach para resolver un sistema de dos ecuaciones
integrales de Volterra equivalente al problema de Stefan no clésico original.
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1. INTRODUCCION

El problema de Stefan a una fase para un material semi-infinito para la ecuacién del calor cldsica requiere
la determinacién de la distribucién de la temperatura u de la fase liquida (problema de fusién) o de la fase
solida (problema de solidificacion), y la evolucidn de la frontera libre z = s(t). Los problemas de cambio
de fase aparecen frecuentemente en procesos industriales y en otros problemas de interés tecnoldgico.[1, 5,
7,8, 12, 19]. Problemas no clasicos de conduccién del calor para un material semi-infinito fueron estudiados

n[2, 6, 11, 22, 23], por ejemplo, problemas del tipo

Up — Ugy = —F(uz(0,%)), = >0,t>0,
u(0,1) = 0, £>0 1)
u(z,0) = h(x), x>0

donde h(x),x > 0,y F(V),V € R, son funciones continuas. En este caso, la fuente de calor depende del
flujo de calor en el borde z = 0. La funcién F', de ahora en adelante referida como la funcién de control, se
supone que satisface la siguiente condicién

F(0) = 0.

Como se observa en [22, 23] el flujo de calor w(z, t) = u,(x,t) para el problema (1) satisface un problema
de conduccion del calor cldsico con una condicidn convectiva no lineal en x = 0, el cual puede ser escrito
de la siguiente manera

wt — =0, xz>0,t>0,
wy (0, t) F(w(0, )) t>0, (2)
w(z,0) = (m) >0, x>0

La literatura concerniente al clasico problema (2) ha crecido rdpidamente desde la publicacién de los
trabajos [13, 15, 16]. En [20] se presenta un problema de Stefan a una fase para una ecuacién del calor no
clasica para un material semi-infinito con un término fuente que depende del flujo de calor x = 0 . En [3, 4]
se obtienen resultados de existencia y unicidad de solucién, local en tiempo, para dos problemas de Stefan
a una fase para la ecuacion del calor no clasica.

Motivado por [21] se quiere considerar el problema de frontera libre que consiste en determinar la tem-
peratura u = u(x,t) y la frontera libre x = s(t) los cuales satisfacen las condiciones siguientes:
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( (%) ut — Ugy = —F(u(0,1)), 0<z<s(t),0<t<T,
(i) w2 0,1) = 9(0) [ul0.1) — F()], F()) >0, O<t<T,
(i3i) u(s(t),t) =0, 0<t<T, 3)
(i) wa (s(2), £) = — & (L), 0<t<T, (
(v) u(z,0) = h(x) >0, 0<z<b

[ (vi) s(0) =0 (b>0)

Aqui, la funcién de control F' depende de la evolucién de la temperatura en el extremo z = 0, en el cual
se impone una condicion convectiva. En la condicién (3i7) el factor g() es el coeficiente de transferencia
térmica dependiente del tiempo y f(¢) es la temperatura del fluido externo la cual también depende del
tiempo. El objetivo de este trabajo es probar, en la Seccion 2, la existencia y unicidad, local en el tiempo
de la solucién del problema de Stefan a una fase (3) para una ecuacién del calor no clésica para un material
semi-infinito con una condicién convectiva en el borde fijo z = 0. Primero, se prueba que el problema (3)
es equivalente a un sistema de dos ecuaciones integrales de Volterra (7) y (8) [10, 14] siguiendo el método
de Friedman-Rubinstein dado en [9, 17, 18]. Luego, se prueba que el sistema (7)-(8) tiene tnica solucién
local usando el teorema de contraccién de Banach.

2. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCION .

Sean los datos g, f € CY[0,T), he C1[0,b], h(b) = 0, h'(0) = g(0)[h(0) — £(0)], y sea ademds F
una funcién Lipschitz sobre C? [0, T'] con constante de Lipschitz L > 0. Se tiene la equivalencia siguiente
para la existencia de solucion del problema de frontera libre no clasico (3).

Teorema 1 La solucion del problema de frontera libre (3) estd dada por la expresion

b t
umw=AN@u@%@%+AN@mmMﬂwm—ﬂﬂm @

—I—/O N(x,t;s(T),T)w(T)dT—/D(t) N(z,t; &, 7)F(W(T))dEdr.

t
s(t)=10b —/ w(T)dr )
0
donde D(t) = {(z,7)/ 0 <z < s(7),0 < 7 < t},y las funciones w, W definidas por

deben satisfacer el siguiente sistema de dos ecuaciones integrales de Volterra :

b t
w(t) :2/0 W (€)G(8(t),t,£70)d§+2/0 g(m)[W(r) = f(7)INu(5(t),¢, 0, 7)dr )

+2/0 w(T)Nz(S(t),t,S(T),T)dT+2/0 G(s(t),t,s(r),7)F(W(1))dr,

t

b
W(t)Z/O h(é)N(O,té,O)der/U g(M)[W(r) = f(T)IN(0,t,0,7)dr (®)

+ /0 w(F)N(O, 1, 5(7), 7)dr — / [ NOLEFO (r)drds

donde G, N son las funciones de Green y Neumann y K es la solucion fundamental de la ecuacion del
calor, definidas respectivamente por

G($,t,€,’7’) = K(x,t,f,T) - K(_$at7£a7—) (9)
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N (z,t,&,7) = K (z,t,§,7) + K (—2,t,&,7T) (10)

1 _(1_5)2 t
K (CL‘, t, &, 7-) = 24/ 7(t—T) oxp ( 4("/*7)) -7 (1D
0 t<7

donde s (t) estd dado por (5) .

Ahora, se usa el Teorema de punto fijo de Banach para probar la existencia y unicidad de la solucién
w, W eC° [0, o] del sistema de dos ecuaciones integrales de Volterra (7) y (8) donde o es un adecuado
nimero positivo (0 < o < T'). Se considera el espacio de Banach siguiente:

1]

—

w*

= {w*— < >/ w, W : [0,0] — R, continua, con

con la norma definida por:

= W (t
trgg{g] lw(t)] +tren[gx W (t)|.

‘ ‘

o

Se define el operador B : Cr , — CRr,s, tal que

:*) . E . Bl(w,W)

F0-n (- (5e o
donde )

Ba(w, W)(#) =2 / B (€)G(s(t), 1,€,0)de (12)

2 / (W (r) — F()Na(s(t), ,0,7)dr

0
+2/0 w(T)Nx(s(t),t,s(T),T)dT—|—2/0 G(s(t),t,s(r),7)F(W(T))dr,

y

b t
By (w, W)(t) :/0 h(&)N(07t7570)d€+/ g(m)[W(r) = f(T)IN(0,t,0,7)dr (13)
+/Ow()(0ts dr—/ N(O,1,€,7)F(W (7)) drde.
Teorema 2 Sea g, f € C°[0,T), he C[0,b], h(b) = 0, K'(0) = g(0)[h(0) — £(0)], F una funcion

Lipschitz sobre C°[0,T)]. El operador B : Cr,; — CR,s estd bien definido y es una contraccion si o
satisface las siguientes desigualdades

o<1, 2Ro<b (14)
M(R,b, ||gll,, I fll, . L,o) <1, as)
H(Hh,"HgHJ’baLaR’U) < 1 (16)
donde R estd dado por
R=1+|n| +2]||A|| a7

M(R, b, |lglly 1 Fllg Ly o) = 2 (llgll, ([ /]l + R) a1 (b) + Raz (b)) o+

ALR | 2|ig|l, (I fll,+R)+R(2+3bL)
ﬁ + \/E \/57

H(IW | gl 11 b Ly By o) = {12 42 g, (0 (8)

+ <2R2a3 (b,R) +
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+NL(B) (£, + B)o + 252 + No(R, L)V/a + Na(R, b)o + Na(R)v/7 + N5 (b)o + Ne(R, b)o

o 3 2
PRI 2 N (5)o + N(R,B)o +No(b, L)VG + Nio(B, L) + 2L ngg}

donde «; (i=1,2,3) estdn dadas por

1 3 [ 2 \?
b =
as(b. ) = 5 =+ Ip 7z <3eb2>

y N; (i=1,...,10) son funciones continuas y derivables de sus argumentos.

(M1

Bajo las condiciones (14)- (16) para R y o existe iinica solucion en el espacio Cg, del sistema de
ecuaciones integrales (7) y (8), y por ende del problema de frontera libre (3).
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