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ABSTRACT

In wetted soils, zones of saturation develop naturally in the vicinity of
impermeable strata, surface ponds and subterranean cavities. Hydrology must be
concerned with transient flow through coexisting unsaturated and saturated zones.
Models of advancing saturated zones necessarily involve a nonlinear free boundary

problem.

A closed—form analytic solution is presented for a nonlinear diffusion model
under conditions of ponding at the surface. The soil water diffusivity is restricted to

the special functional form D(§)=—2— | where 6 is the water content field to be

3
determined and, 2 and b are posit(il\:e—ggnstants. The explicit solution depends on a
parameter C (determined by the data of the problem), according to two cases :
1<C<CyorC2>C, , where C, is a constant which is obtained as the unique
solution of an equation. This result complements the study given in P. Broadbridge,
”Solution of a Nonlinear Absorption Model of Mixed Saturated—Unsaturated Flow”.

Water Resources Research, 26 (1990), 2435—2443.

KEY WORDS : Nonlinear diffﬁsion equation, Free boundary problem, Moving
boundary problem, Mixed saturated-unsaturated flow, Explicit solution, Solution in
closed form, Flows in porous media, Stefan-like problem.
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RESUMEN

En terrenos humedos, se desarrollan naturalmente zonas de saturacion en la
vecindad de estratos impermeables y cavidades subterraneas. Es importante el estudio
de flujos transientes a través de la coexistencia de zonas saturadas y no saturadas. Los
modelos de avance de zonas saturadas necesariamente involucran un problema de

" frontera libre no lineal.

En cualquier tiempo t > 0, la zona saturada se extiende de x=0 a x=s(t) (la
frontera libre), y la zona no saturada se encuentra para x > s(t). En la zona saturada

se tiene

d’(xvt)z'»['o - _'{’%(__t)__‘;bg_x; 0 <x <s(t) ;

¥, para la zona no saturada se tiene el siguiente problema de frontera libre :

o(s(t)t,t)=6, , t>0 |,

B-2m@ %) , x>s) , t>0 ,

3t~
-D(9) T(s(t)*’ t) =K, "’0(”'18 , t>0
8(x,0)=6(+oc,t)=0, , x>s(t) , t>0 |,

s(0)=0 ,

donde 4 es el contenido de agua, 1’ es el potencial de agua, D es la difusividad de agua,

K es la conductividad hidraulica y, v, , ¥5, Kg , 8, y 05 son constantes dadas.

Se presenta una solucion exacta para un modelo de difusion no lineal con una
difusividad de agua del terreno del tipo D{4) = a (b—6)~2% , donde a y b son
constantes positivas. La solucion explicita depende de un parametro C (determinado
por los datos del problema) de acuerdo a dos casos : si | < C < C;, 6 C> C, , donde
C; es una constante obtenida como la unica solucion de una dada ecuacion. Este
resultado complementa el estudio dado en P. Broadbridge, "Solution of a nonlinear
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absorption model of a mixed saturated—unsaturated flow”, Water Resources Research, 26
(1990), 2435-—-2443.

I. INTRODUCCION

Siguiendo [Br, Ph], se considera un terreno homogéneo con contenido inicial de
agua 6, . Al tiempo t > 0, se suministra agua en la superficie x =0 bajo una presion
(pressure head), presentandose un problema de flujo mixto saturado —no saturado
representado por la absorcion de agua del terreno. La zona de saturacion se extiende de
x=0 a x=s(t) (la frontera libre} y, la zona no saturada se extiende para x > s(t). Si se

oniite la gravedad y se considera la ley de Darcy, el flujo de agua esta dado por

V=_K(¢)%’:€ ’ (1)

donde ¥ es el potencial matrico de agua en el suelo (soil water matric potential) y K es

la conductividad hidraulica (hydraulic conductivity).

En la zona saturada [Br] se tiene

Y(x,t) =1y — ¢‘;(:)¢S x; 0<x<s(t) ; (2)

¥y, para la zona no saturada se tiene el problema de frontera libre (P,)(3)-(7)[Ta]

o(s(t)y¥,t)=0 , t>0 (3)
%%:-(%[D(G) %] L ox>s(t) ., t>0 (4)
-00) Lwty=K, 2 >0, &)
B(x.0)=0(+oc,t) =0, , x>s(t) , t>0 |, (6)
s(0)=0 . (7)

donde
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x : coordenada espacial , t : tiempo

@ : contenido de agua , 0

é

n

. contenido de agua en zona saturada

¢': potencial matrico de agua en el suelo (soil water matric potential) ,

g : potencial de agua en x=0 (pond depth) ,

Yg : potencial de agua del terreno en x =s(t)

: contenido 1nicial de agua

K : conductividad hidraulica, K : conductividad hidraulica en saturacion ,

D: difusividad del agua en el terreno (D = K%) .

Se considera el problema de frontera libre (P,), en el que deben determinarse el

contenido de agua 6(x,t) y la frontera libre s(t), para una difusividad de agua no lineal

de la forma

—_ a
Dw}_(b—.ﬁv)2

(8)

donde a y b son constantes positivasdadas. Con esta forma de difusividad, la ecuacion

de difusion no lineal (P;)(4) puede linealizarse. Siguiendo {BrWh], se normaliza el

contenido de agua definiendo una nueva variable

y se considera
| C __@_b-an > 1 amet
= parametro
as— n

escala de longitud

=G I CC-DK,

a

t,=———=——r escala de tiem ;
ST c(c-nKe pe

X

X* 2:\;

_t

longitud adimensional ; t, i
]
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tiempo adimensional ;

(9)
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S*(t*) = Sgt) :S(ti t*)

S S

posicion de la frontera libre adimensional:

Yy =X, —8,(t,) coordinada de profundidad adimensional que s¢ mueve

con la interfase saturada — no saturada ;

Vox :E’—Q potencial de agua del terrcno sobre la frontera fija (10)
s
adimensionalizado ; {dimensionless pond depth) ;
Vigx =1[)—S potencial de agua de] terreno sobre la frontera libre
8

saturada — no saturada adimensionalizado (dimensionless soil
water potential at the moving saturated — unsaturated

interfase).

Entonces, el problema (P,) se transforma en el adimensionalizado problema de

frontera libre (P,)

96 _ 9 (C(C-1) g\, ds, 96 |
= , , t 0 , 11
8t* 6}:*(((1__9)2 ay*) + dt* ay* Yy > 0 * = ( )
sL(0)=0 , : (12)
(P2) O(y4,0)=0=6(4+,0) , y,>0 (13)
e(0,t,) =1 , t,>0 |, (14)

C(C-1) 50 + Yor ~Vex

- 0t t, )= "8t \ 15
(C-0)? fm( ) Sy(ty) >0 (15)

El objetivo de este trabajo es presentar la solucion del probleina de frontera
libre {P,) (11) — (15) que fue obtenida en [BrTa]. Se muestra una soluciéon explicita
que depende de un parametro C, de acuerdo a dos casos : 1 < (' < CioC2>2C,

donde C, es una dada constante.
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II. SOLUCION EXACTA DEL PROBLEMA DE FRONTERA LIBRE (P,).

Para que las dos condiciones de borde (P,)(3) y(P,)(5) sean compatibles, s(t)

debe ser de la forma

s(t)=m /t (16)

con m una constante desconocida. Por (2) y (P,)(5) la incognita m se relaciona con la
incognita S capacidad de absorcion del terreno (sorptivity) a traves de la siguiente

expresion

m=2Ks(¢So_¢s) ’

(17)

y S verifica que v(s(t),t)=S/24/t , siendo v la velocidad de infiltracién, la cual esta

relacionada con ¢ a través de la ecuacion de Darcy (1).

Luego, en términos de variables adimensionales se tiene que

Sy(ty)=m, \/t_*- (18)
donde

m,=2ellomie) Bu=f) \/CCT =3, V- (19)

Para linealizar la ecuacion de difusion (P1)(4), se definen las variables [KnPh]

Y
C(C-1) 1

p=—fF"g x=7=aa—_=17 I (C—e(u,t*)) dv , r=t, ; (20)
| 0

y se asume una solucion de semejanza del tipo
X
T

Entonces el problema (P,) se reduce al problem (P;)
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S8 (6+7) +g"(#)=0 , $>0 , (22)
(P3) g(+x)=C-1 (23)
- /ED goh=S8 VEGD (24)
g0t)=C . (25)

donde
=" 2L (Vou =4 -~ (26)

es un coeficiente desconocido.

La solucién de (P) (22,23, 24) esta dada por

g(9)=C—1+3C [T exp(12/4) erfc(¢27) . $>0 . (27)

La condicion de borde extra (P;)(25) es consistente con la solucion si se cumple

que
C g = exp(y (v%/4) erfc( ) (28)
Como S y v verifican la relacion siguiente
S=Y2 (1 £ 730 ) . 72 16(0).C > 1 (29)
donde

1O = (Vo —¥an) =82 (C= 1)
(30)

5= \/éKs('/'o“d’s) (65— 6,) Ks
= a

se tiene que la ecuacion (28) en la variable 7=+(C) esta dada por
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%:%(1 + 1_(70§C))2) Q(:rz_) L1210 C> 1. (31)

donde Q es la funcion real definida por
Q(x)= ﬁ x exp(x?) erfc(x) , x>0. (32)

A continuacion se estudia la ecuacion (31), considerando el signo (+) y el signo

(—) en dicha ecuacion.

Caso 1: (signo + en la expresion de S como funcion de )

La ecuacion (31) puede ser escrita como

%:Hl('r,C) Q(%) v 7 27(0),C>1, (32)

donde H, esta definida por

H1(7,0)=%(1+ 1—(7°§C))2), Y20, C>1. (3)

La funcion H, satisface las siguientes propiedades:

M H(0.C)=F , c>1,

(i) H(+00,C)=1 , C>1, (34)

OH :
(iii) ‘07](7’0) >0 L, 7>7(C), C>1.
Se define ahora, la funcion real
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- 1 J .
Fi(1.C) =5 W70 72 7,(C) , C>1 (35)

la cual satisface las siguientes propiedades

i PO, CEE . C>1,

(ii))  Fy(400,C)= cC>1, (36)

i) Z2(2,0) <

Entonces, se tiene que la ecuacion (31) es equivalente a

Fi(nO=Q(F) » 12750 ., C>1 . (37)

Como Q satisface las siguientes propiedades

(i) Q=0

(i) Q(4+o0)=1 (38)
Gi) Qx>0 ,x>0

(iv) Q"(x)<0 , x>0 |,

se concluye que la ecuacion (36) admite una Unica solucion en la variable 4 si y solo si
Fi(10(C),0) =2 > (229! M(C) < 2
1176(C)C) =& 2 Q=3 < (C) <

donde la funcion real M esta definida por

M(C) = C Q(@) =C Q(-g- \/(_:'-—1) ., C>1. (39)
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Como la funcion M satisface las propiedades siguientes

(i) MEC)>0 , C>1 |
(ii) M(1)=Q(0) =0 , (40)
(iii) M(+o00)=+00 ,

entonces, se tiene que existe una inica constante C, tal que
M(C)=C, Q(§ T7=1) =2 (41)
M((C) < 2 = 1<C<C.

Caso 2: (signo — en la expresion de S como una funcion de v)

La ecuacion (30) puede ser escrita como

E=H10 Q(F) . 1270 , C>1, (42)

.donde H, esta definida por

)\
Hm,C):—;—(h (2 ’)‘) L 1210 . C>1 o, (43)

‘la cual satisface las siguientes propiedades
(i) nz(-,o(c),c) =+ . C>1.

(i) Hy(+o0,()=0 , C> 1, (44)

(iii) 59%2—(7,(:) <0, 1>9,C) . C>1 .
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Ahora se define la funcion real

“wo o 1 ] M * 45

la cual satisface las propiedades siguientes
(i) F,(—,o((_‘),(:) =& . C>1,

(i) Fy(+2.C)=+4x , C>1, (46)

... OF, ' \ .
(iii) —E;;-('},() >0, 1> 90, C>1 .

Por otra parte, se tiene que la ecuacion (42) es equivalente a :

Fn () =Q(F) . 129 ., C>1. (47)

Si se consideran las propiedades de las funciones Q and F,. (47) admite una

tnica solucion en la variable 4 si y solo si

Fz(-,o((‘),(')=%gq(—~‘-,— M) 22 . C>1 & O .

Nota 1.— Para el caso C=C, 7,((") satisface las dos ecuaciones (31) y (42} pues

Hy(16(C).C) =Hy(14(C).C) =2 . ¥ C> 1.
Por lo tanto se ha demostrado el siguiente teorema :
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b—#@
Teorema.— Si  los datos verifican la condicion C =p_—9n >1, vy
8~ Yn

Cy =Cy(a,Kg,¥o— g, 05— 0,) > 1 es la tinica solucion de la ecuacion (41), entonces se

tienen :

) Sil<C<C:

C C
3! 1,(0) 2 10(C) —é:-,};(l +yf1-(eg Y ) o) . e
¥, la solucion del problema (P;) (22—24) esta dada por

gl(¢)=(_‘,..1+sig)—c@ exp('yf(C)/‘i) erfc(?;t—-‘;l—(-g—)—) v 6> 0 (49)

donde . _
$,(0)= Y (1(©) +/7HO - 70 ). (50)
m If Cx>¢C;:
3 73(0) 2 7(C) / %%(1_ -(eo )2) o) . e

¥, la solucion del problema (P;) (22—24) esta dada por

09 =C-1+22C [E gl icrya)ete($X2D) 650 (s

donde

$2(0)= Y2 ()~ /O - 4O ). (53)

Nota2.— Para C=C,; ambas soluciones g, and g, coinciden.
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Finalmente, se invierten las relaciones (21): (20), (10) and (9) y se obtiene la
soluciéon parameétrica del problema ( P,), la cual depende de C. Si se considera i=1 para
el caso 1 < C < C, e i=2 para el caso C > (,, la solucion paramétrica se expresa de la

siguiente manera :

65,7 = (g =) C ( g(((;(/"})) 0 | (54)
x=2g ¥;,(67) + my\ftg T (95)
=7 tg (56)
s.(67)=m;/fT (la frontera libre) (57)

con
mi=2Ks<¢o;ia(bg)(0s—0n) V€D ;r _ 2Ksé:?%)—ws) . (58)

X
— 1 =
yi*(XaT)—'ﬁC—iT l gi(u/ﬁ) dv=

—- . 1) X
_m((c 1)\/?+ (59)

+5,0)Cy/E exp ,(,))[(2f + 250, f(zf+7(2 )y

C
.(C)?
.+'71:exp(— %) )]) (i=1, 2).

Nota 3.— Para el caso C=C,, las dos soluciones parametricas coinciden.
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