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TEMPERATURA Y CON CONDICIÓN CONVECTIVA EN EL BORDE

FIJO x = 0

Adriana C. Briozzo[, †, Marı́a F. Natale[ y Domingo A. Tarzia[, †
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Resumen: Se considera un problema de frontera libre para un material semi-infinito con conductividad térmica
dependiente de la temperatura y un término convectivo con una condición de tipo convectiva en el borde fijo x = 0 .
Se obtienen soluciones explı́citas de tipo similaridad bajo ciertas restricciones sobre los datos iniciales del problema
y de los coeficientes del material de cambio de fase. Las soluciones explı́citas, según diferentes casos estudiados, se
obtienen a través de la única solución de un problema de Cauchy en el cual la variable temporal es un parámetro.
También se da un algoritmo para su cálculo.
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1. INTRODUCCIÓN

Se considera un problema de Stefan a una fase en un proceso de fusión con una ecuación del calor
no lineal para una región semi-infinita x > 0. Se considera la conductividad térmica dependiente de la
temperatura y un término convectivo con temperatura de cambio de fase θf = 0. En el borde fijo x = 0 se
impone una condición de tipo convectiva. Se quiere determinar la evolución de la frontera libre x = s(t)
que separa a ambas fases y la distribución de la temperatura θ(x, t).

Siguiendo los trabajos [11, 13, 17] se considera el siguiente problema de frontera libre
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donde la conductividad térmica k(θ, x) y la velocidad v(θ) están dadas por las expresiones

v(θ) = ρc
d

2 (a + bθ)2
, k(θ, x) = ρc

1 + dx

(a + bθ)2
(5)

donde c, ρ y l son el calor especı́fico, la densidad y el calor latente de fusión del medio respectivamente,
todos ellos se suponen constantes con parámetros a, d positivos, b real tal que (a + bθ0) > 0. Si se toma
d = 0 y b = 0 en el problema de frontera libre (1)− (5) se obtiene el clásico problema a una fase de Lamé-
Clapeyron-Stefan [8]. Problemas de cambio de fase aparecen frecuentemente en los procesos industriales y
en otros problemas de interés tecnológico [5, 6, 9]. Una extensa bibliografı́a sobre el tema fue dada en [20].
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La clase (5) de coeficiente de conductividad térmica o de difusión fue considerado en numerosos trabajos
[1, 2, 3, 4, 7, 14, 18]; soluciones explı́citas para similares problemas de frontera libre de tipo Stefan fueron
dadas en [10, 15, 16, 19]. El objetivo del trabajo es determinar que condiciones deben cumplir los parámetros
del problema para obtener un proceso de cambio de fase instantáneo. Se completan los resultados dados en
[11, 13, 17] considerando una nueva condición en la frontera fija x = 0, la cual está dada por la expresión
(2) (ver [21, 22]) siguiendo un método desarrollado en [13].

Teorema 1 Sean a, c, d ∈ R+. Si b > 0 y a > bl/c , ó b < 0 y a > − bl
c entonces el problema de frontera

libre (1)− (4) tiene una única solución explı́cita de tipo similaridad dada por
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con
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∫ ξ∗
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los coeficientes A y B están dados por
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(10)

con γ∗, ξ∗1 y w determinados de la siguiente manera:

γ∗ = 2w2 , ξ∗1 =
z̃1

w
, w = w(z̃1) = P−1(R1(z̃1)) (11)

donde z̃1 es la única solución de la ecuación
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∗
0 + z
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√
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siendo
P (z) = z exp z2 , w(z) = P−1(R1(z)) (13)
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, z0 = −(a + bθ0)h∗0. (14)

Además los coeficientes γ∗, ξ∗1 dados por (11) son las únicas soluciones del sistema de ecuaciones
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Para obtener la solución explı́cita para el caso b > 0 y a > bl
c , o para el caso b < 0 y a > − bl

c , en una
forma más conveniente a la dada en el Teorema 1, se puede seguir el proceso dado por el teorema siguiente:

Teorema 2 (algoritmo para el cálculo de la solución explı́cita)
(i) Se calculan los parámetros h∗0, z0, α y α∗ definidos en (10) y (14);
(ii) Se calcula la única solución z̃1 ∈ (z0, 0) de la ecuación (12);
(iii) Se calculan los coeficientes A, B y w, definidos en (8), (9) y (13);
(iv) Se calcula la frontera libre auxiliar S(t) por la expresión

S(t) =
2w

a− bα

√
t; (17)

(v) Se fija t0 > 0 un tiempo arbitrario y se calcula la única solución Y = Y (y, t) del problema de Cauchy
siguiente (t ≥ t0 > 0 es un parámetro)

∂Y
∂y (y, t) = 1
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(vi) Se calcula la temperatura auxiliar θ = θ(y, t) por la expresión

θ (y, t) =
1
b

[
1

B+Aerf(Y (y,t)) − a
]

, 0 < y < S(t) , t ≥ t0; (20)

(vii) Se calcula la frontera libre explı́cita por la expresión

s(t) = w
a− lb

c

[
2
√

t + dw
a− lb

c

t

]
, t ≥ t0; (21)

(viii) Se calcula la temperatura explı́cita por la expresión

θ(x, t) =
1
b

[
1

B+Aerf(Y ( 2
d(
√

1+dx−1),t))
− a

]
, 0 < x < s(t) , t ≥ t0; (22)

(ix) Además, la temperatura en el borde fijo es constante en el tiempo y viene dada por:

0 < θ(0, t) = θ0 = θ0 +
z

bh∗0
< θ0 , ∀t > t0. (23)

Nota 1 El caso particular d = 0 no puede resolverse a través de un método similar pues una de las
transformaciones auxiliares que se utilizan resulta ser la identidad cuando d → 0. El problema de frontera
libre (1) , (3)− (5) para el caso particular d = 0 con una condición de temperatura o de flujo de calor en
el borde fijo x = 0 fue resuelto en [12]; el problema de frontera libre (1)− (5) para el caso d = 0 (con la
condición convectiva (2) en el borde fijo x = 0) es un problema abierto.
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